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VORREDE. 

Uas  Bedürfnis  nach  einer  zweiten  Auflage  des  ersten  Bandes 
meines  Lehrbuches  für  Bahnbestimmurlgen  gab  mir  die  erwünschte  Ge- 
legenheit, die  vielfachen  Mängel,  welche  diesem  Theile  in  Beiner  ersten 
Auflage  anhaften,  zu  beseitigen  und  durch  entsprechende  Umarbeitung 
dessen  Brauchbarkeit  zu  erhöhen;  die  vorgenommenen  Änderungen  sind 
aber  so  durchgreifender  Natur,  dass  die  vorliegende  zweite  Auflage  als 
neues  Werk  betrachtet  werden  darf,  von  dem  ich  hoffe,  dass  es  sich, 
wie  sein  Vorgänger,  Freunde  erwerben  werde.  Es  soll  hier  auf  einige 
der  wesentlichsten  Zusätze  hingewiesen  werden. 

Eine  umfassende  Bearbeitung  hat  der  Abschnitt  über  die  Ände- 
rungen der  Fundamentalebenen  erfahren,  indem  auf  Grundlage  der  Le- 
Verrier'schen  "Werthe  für  die  Lageveränderungen  der  Ekliptik  ein  voll- 
kommen consequentes  System  der  Präcessionsausdrücke  aufgestellt  und 
hierbei  die  Glieder  dritter  Ordnung  vollständig  mitgenommen  wurden. 
Die  Resultate,  welche  sich  auf  pag.  202  und  203  des  vorliegenden  Bandes 
zusammengestellt  finden,  weichen  in  einigen  wenigen  Fällen  um  eine  Ein- 
heit der  letzten  Stelle  von  jenen  "Werthen  ab,  die  ich  in  Nr.  2387  der 
Astronomischen  Nachrichten  veröffentlicht  habe ;  die  hier  mitgetheilten 
Zahlen ,  die  also  innerhalb  der  Unsicherheitsgrenze  der  Rechnung  mit 
jenen  stimmen,  verdienen  jedoch  den  Vorzug.  Auf  Grundlage  dieser 
Zahlen  sind  Tafeln  (Tafel  XU)  in  grosser  Vollständigkeit  gegeben,  welche 
die  Berechnung  der  Säcularvariation  und  des  sogenannten  dritten  Gliedes 
wesentlich  erleichtern.  Die  Ausdrücke  für  die  Nutation  sind  weiter  ent- 
wickelt, als  es  sonst  geschehen  ist,  und  zu  deren  Berechnung  wie  auch  zur 
Bestimmung  der  für  die  Reduction  auf  den  scheinbaren  Ort  nöthigen  Hilfs- 
grössen  ausführliche  und  bequeme  Tafeln  {Tafel  X)  beigegeben;  bei  der 
Aberration  ist  durchaus  das  kleine,  sonst  meist  vernachlässigte,  von  der 
Erdbahnexcentricität  abhängige  Glied  mitgenommen  worden,  ohne  dass  in 
den  Endformeln  irgend  eine  ■  weitere  Complication  zum  Vorschein  kommt. 

Bei  der  Bahnbestimmung  der  Kometen  wird  neben  der  Olbers- 
schen  Methode  jene  ausfuhrlich  auseinandergesetzt,  welche  ich  für  den 
Ausnahmsfall  in  Vorschlag  gebracht  habe;  wenn  auch  die  letztere  in  ihren 
Grundzügen  sich  nicht  wesentlich  von  der  in  der  ersten  Auflage  ver- 
öffentlichten  unterscheidet,   so   erscheint  doch   die   gesammte   Rechnung 
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durch  die  vorgenommenen  Transformationen  wesentlich  vereinfacht  und 
in  eine  übersichtliche  Form  gebracht.  Die  durch  Herrn  Strobl  berechnete, 
von  10"  zu  10"  vorschreitende  Bark  er 'sehe  Tafel  wird  wohl  allseitig  mit 
Befriedigung  aufgenommen  werden. 

Bei  der  Bahnbestimmung  der  Planeten  habe  ich  mich  auf  die 
Darlegung  der  von  mir  in  Vorschlag  gebrachten  Methoden  beschränkt, 
da  deren  vielfache  Anwendung  mich  Überzeugt  hat,  dass  dieselben  gegen 
die  sonst  üblichen  den  entschiedensten  Vorzug  verdienen.  Als  wesent- 
licher Zusatz  findet  sich  jenes  Verfahren  auseinandergesetzt,  welches  man 
in  der  Anwendung  auf  Kometen  zu  befolgen  hat;  überdies  hat  die  Me- 
thode der  Bahnbestimmung  aus  vier  Orten  durch  Zuhilfenahme  weiterer 
Glieder  in  der  Entwicklung  für  die  Verhältnisse  der  Sectoren  zu  den 
Dreiecken  eine  bedeutende  Steigerung  in  der  Convergenz  erfahren,  und 
es  ist  der  Nachweis  geführt  worden,  dass  die  bisher  hierbei  angewandten 
Methoden  im  Allgemeinen  keine  hinreichende  Convergenz  hatten. 

Die  zum  Vortrag  gebrachten  Formeln  sind  stets  durch  ausführ- 
liche Beispiele  erläutert  und  die  numerische  Ausführung  ist  so  vor- 
genommen worden,  dass  die  letzte  Stelle  den  angewandten  Hilfsmitteln 
entsprechend  genau  bestimmt  ist;  es  kamen  bei  den  siebenstelligen  Rech- 
nungen die  Tafeln  von  Bruhns  und  Zech,  bei  sechsstelligen  jene  von 
Bremiker  in  Verwendung.  Bei  den  Beispielen  ist,  wenn  nicht  eine 
Verwechslung  zu  befürchten  war,  als  Eingang  der  entsprechende  Formel- 
ausdruck angesetzt,  gleichgültig  ob  die  beigesetzten  Ziffern  der  Zahl  oder 
dem  Logarithmus  entsprechen. 

Auf  die  Correctheit  des  Satzes  wurde  eine  besondere  Sorgfalt  ver- 
wendet, bei  der  Revision  der  Aushängebogen  sind  jedoch  noch  einige 
Fehler  entdeckt  worden,  von  denen  die  wesentlichsten  sich  auf  pag.  684 
dieses  Bandes  zusammengestellt  finden. 

Der  zweite  Band  des  vorliegenden  Werkes  enthält  mehrfache 
Rückbeziehungen  auf  den  ersten  in  seiner  früheren  Gestalt;  um  nun  die 
diesbezüglichen  Citate  auf  das  vorliegende  Werk  anwenden  zu  können, 
habe  ich  am  Schlüsse  des  Inhaltsverzeichnisses  (pag.  XII)  die  entsprechen- 
den Parallelstellen  neben  einander  gesetzt. 

Schliesslich  habe  ich  der  werkthätigen  Unterstützung  der  Herren 
F.  Anton,  F.  K.  Ginzel,  F.  Kühnert,  H.  Freiherrn  von  Rüling  und 
R.  Schräm  anerkennend  zu  gedenken,  welche  mir  dieselben  bei  der  Her- 
stellung der  Tafeln,  der  Beispiele  und  der  Correctur  des  Satzes  angedeihen 
Hessen  und  die  allein  mir  gestattet  hat,  im  Verlauf  einer  verhältnis- 
mässig kurzen  Zeit  den  vorliegenden  Band  zum  Abschluss  zu  bringen. 

Wien  im  Mai  1882. 

Der  Verfasser. 
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EINLEITUNG. 


Die  Bestimmung  der  Hahn  eines  Himmelskörpers  kann  nicht  sofort  mit  der 
grössten  Genauigkeit  durchgeführt  werden ,  man  ist  gezwungen ,  wie  dies  in  den 
meisten  Fallen  der  Naturforschung  statt  hat,  sich  der  Wahrheit  nur  stufenweise  zu 
nähern;  dem  entsprechend  ist  auch  die  Anordnung  dieses  Werkes  getroffen.  Der 
erste  Band  enthält  die  vorläufige  Lösung  des  Problems ,  nämlich  die  erste  Bahn- 
bestimmung. Die  Natur  der  Aufgabe  bringt  es  mit  sich,  dass  diese  Lösung  nur 
dann  möglich'  ist,  wenn  die  heliocentrische  Bewegung  des  Körpers  innerhalb  des 
Zeitraumes ,  auf  den  die  zur  Rechnung  verwendeten  Beobachtungen  vertheilt  sind, 
nicht  zu  gross  ist;  femer  wird  man  hierbei  ganz  von  den  störenden  Einflüssen  der 
übrigen  Planeten  absehen  müssen.  Der  Inhalt  des  zweiten  Bandes  wird  der  weiteren 
Verbesserung  der  so  gefundenen  Elemente  gewidmet  sein;  man  wird  in  der  Lage  sein, 
die  Elemente  beliebig  vielen  Beobachtungen  den  Principien  der  Wahrscheinlichkeit 
nach  anzusch Hessen  und  die  störenden  Einflüsse  der  Planeten  auf  die  Bewegung  des 
zu  berechnenden  Himmelskörpers  zu  ermitteln.  Die  Störungen  selbst  kommen  unter 
einem  zweifachen  Gesichtspunkte  in  Betracht;  man  geht  entweder  von  einem  be- 
stimmten Punkte  der  Bahn  aus,  verfolgt  Schritt  für-  Schritt  die  störenden  Einflüsse 
der  Planeten  und  integrirt  mit  Hilfe  der  mechanischen  Quadraturen  die  so  für  be- 
stimmte Zeitmomente  erhaltenen  Differentialquotienten  (specielle  Störungen}  oder  man 
führt  die  Integration  nach  der  unbestimmt  gelassenen  Zeit  analytisch  aus  (allgemeine 
Störungen) .  Die  Behandlung  der  Störungen  auf  die  zuletzt  angegebene  Weise  schliesse 
ich  vorläufig  aus  und  werde  im  zweiten  Bande  nur  die  Methoden  der  speziellen 
Störungen  berücksichtigen. 

Die  Lösung  der  hier  in  Betracht  kommenden  Aufgaben  setzt  gewisse  Kennt- 
nisse voraus,  ohne  deren  Beihilfe  das  Verständnis  der  nothwendigen  Ableitungen 
entweder  schwer  oder  gar  nicht  erlangt  wird;  ich  habe  deshalb  in  beiden  Bänden 
für  jede  einzelne  Disciplin  deren  theoretische  Grundlagen  an  geeigneter  Stelle  und 

Oppolipi,    R>hnWtl,umnQB.n.    t.    1.  Anlief.  1 
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in  der  erforderlichen  Ausdehnung  behandelt;  diese  Erläuterungen  sind  für  den  An- 
fanger durchaus  nöthig ;  ich  meine  aber,  dass  es  auch  dem  erfahrenen  Astronomen 
oft  angenehm  ist ,   alles  Zusammengehörige  übersichtlich  angeordnet  vorzufinden. 

Häufig  ist  die  Darstellungsweise  und  manche  der  zum  Vortrag  gebrachten 
Metboden  neu ;  der  erfahrene  Leser  wird  dies  bei  einer  oberflächlichen  Durchsicht 
sofort  erkennen.  Ich  habe  stets  diejenigen  Methoden  auszuwählen  mich  bestrebt, 
welche  die  grösste  Sicherheit  in  Erlangung  des  Zieles  gewähren;  es  war  demnach 
bei  der  Auswahl  derselben  nicht  immer  die  Kürze  massgebend. 
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Ermittlung  der  Bahnelemente  eines  Himmelskörpers  des  Sonnensystems 
ans  drei  oder  Tier  Beobachtungen.  ^ 

Erster  Theil. 
{Präparatorischer  Theil.) 

L  Abschnitt.  Die  öoordinaten  in  ihrem  gleichzeitige!!  Verhalten  zu  einander. 
1.  Eintheiltmg  der  Himmelskagel. 

Der  Ausgangspunkt  der  Untersuchung  über  die  wahre  Bahn  eines  Himmels- 
körpers ist  die  scheinbare  Bahn,  welche  letztere  man  durch  die  Beobachtungen  min- 
destens näherungsweise  kennen  lernt.  Die  Beobachtung  gibt  tax  eine  bestimmte  Zeit 
den  scheinbaren  Ort  dieses  Körpers,  auf  die  Himmelskugel  projicirt,  an.  Um  nun  diese 
Ortsangabe  nach  bestimmten  Normen  ausführen  zu  können,  muss  irgend  eine  An- 
nahme über  ein  Coordinatensystem,  welches  als  Ausgangspunkt  der  Zählung  dient, 
gemacht  werden;  es  ist  im  Allgemeinen  gleichgütig,  welches  Coordinatensystem  in 
Anwendung  kommt,  doch  sind  aus  praktischen  Gründen  nur  gewisse  wenige  Systeme 
in  Gebrauch  gekommen ;  ich  kann  mich  daher  im  Folgenden  auf  die  Betrachtung 
dieser  beschranken. 

Ein  Punkt  auf  der  Erdoberfläche  beschreibt  einen  Weg  im  Räume,  der  das 
Resultat  dreier  wesentlich  verschiedener  Bewegungen  ist:  die  erste  ist ■  bedingt  durch 
die  Rotation  der  Erde  um  ihre  Achse,  ihre  Periode  ist  ein  Tag ;  die  zweite  hängt  ab 
von  dem  Fortechreiten  der  Erde  in  ihrer  Bahn  um  die  Sonne,  hier  ist  die  Periode 
daB  Jahr ;  die  dritte  folgt  aus  der  Bewegung  der  Sonne  im  Räume,  an  der  alle  Körper 
im  Sonnensysteme,  mithin  auch  die  Erde,  Theil  nehmen.  Über  die  Richtung  und  das 
Mass  dieser  letzteren  Bewegung  ist  wenig  mit  Sicherheit  ermittelt,  allein  sie  ist  für 
den  vorliegenden  Zweck  ohne  Belang,  da  es  hier  nur  auf  die  relative  Bewegung  der 
Himmelskörper  gegen  das  Sonnencentrum  ankommt;  die  enteren  Bewegungen  je- 
doch sind  von  besonderem  Interesse,  da  dieselben  die  beiden  wichtigsten  Coordinaten- 
systeme  bedingen. 

Legt  man  parallel  der  täglichen  Bewegung  des  Erdortes  eine  Ebene  oder,  was 
damit'  übereinkommt,  eine  solche,  welche  senkzecht  auf  der  Rotationsachse  der  Erde 
steht,  so  ist  der  Durchschnitt  dieser  Ebene  mit  der  Himmelskugel  der  Äquator,  der 
nothwendig  ein  grösster  Kreis  ist.     Der  Äquator  theilt  die   Himmelskugel  in  zwei 
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Hemisphären;  man  bezeichnet  diejenige,  gegen  welche  der  Nordpol  der  Erde  gerichtet 
igt,  als  die  nördliche ,  die  andere  als  die  südliche  und  verbindet  meist  mit  ersturer  als 
Symbol  das  positive  Zeichen,  mit  letzterer  das  negative. 

Legt  man  parallel  der  jährlichen  Bewegung  der  Erde  eine  Ebene,  so  ist  der 
Durchschnitt  dieser  Ebene  mit  der  Himmelskugel  die  Ekliptik ;  auch  diese  theilt  als 
grosster  Kreis  die  Himmelskugel  in  zwei  Hemisphären ;  in  der  nördlichen  (positiven) 
liegt  der  Nordpol,  in  der  südlichen  (negativen]  der  Südpol  des  Äquators. 

Der  Äquator  und  die  Ekliptik  als  grosste  Kreise  schneiden  sich  in  zwei  Funkten, 
den  Äquinoctialpunkten,  die  180°  von  einander  entfernt  liegen.  In  beiden  grössten 
Kreisen'  gilt  der  eine  Tag-  und  Nachtgleichenpunkt  und  zwar  derjenige,  in  welchem 
die  Ekliptik,  in  der  Bewegungsrichtung  der  Erde  beschrieben  gedacht,  auB  der  süd- 
lichen Äquatorhemisphäre  in  die  nördliche  ansteigt,  als  Anfangspunkt  der  Zählung; 
man  nennt  diesen  Funkt  den  Frühjahrs -Tag-  und  Nachtgleichenpunkt  oder  kürzer 
den  Frühjahrspunkt  und  die  Neigung  der  Ekliptik  gegen  den  Äquator  die  Schiefe 
der  Ekliptik,  für  welche  in  dem  vorliegenden  Werke  das  Symbol  e  gewählt  wird. 

Es  sind  durch  die  eben  angestellten  Betrachtungen  zwei  Coordinatensysteme 
erlangt,  die  vom  Standpunkte  des  Beobachters  völlig  unabhängig  sind;  es  kann  dem- 
nach jedes  dieser  Systeme  ohne  einen  weiteren  Zusatz  zur  Bestimmung  der  Lage  eines 
Punktes  benützt  und  diese  Bestimmung  entweder  durch  die  polaren  oder  rechtwink- 
ligen Goordinaten  vermittelt  werden.  Die  in  der  Praxis  eingeführte  Zählart  der  polaren 
Äquatorcoordinaten  ist  die  folgende :  die  eine  Coordinate  wird  in  der  Ebene  des  Äqua- 
tors vom  Frühjahrspunkte  im  Sinne  der  Erdrotation  (von  West  über  Süd  nach  Ost) , 
also  im  umgekehrten  Sinne  zur  scheinbaren  täglichen  Bewegung  der  Gestirne  gezählt. 
Man  nennt  diese  Coordinate  die  gerade  Aufsteigung  oder  Rectascension  a ;  dieselbe 
wird  entweder  in  Bogen-  oder  Zeitmass  angesetzt ;  erstere  Massbestimmung  gründet 
sich  darauf,  dass  man  die  Peripherie  in  360  Grade  theilt,  welche  wieder  im  Verhält- 
nisse von  1  zu  60  in  Bogenminuten  und  Bogensekunden  zerfällt  werden ;  die  letztere, 
welche  für  die  nothwendige  Verbindung  der  Beobachtung  mit  der  Zeit  besonders  be- 
quem ist,  theilt  die  Peripherie  in  24  Stunden  und  diese  wieder  im  Verhältnisse  von 
1  zu  00  in  Zeitminuten  und  Zeitsekunden.  Es  sind  demnach : 
,50=,»  ,»  =  4» 

15"   =    I*,  l"  =  0*0666    .     .    . 

Der  Übergang  vom  Bogenmass  auf  das  Zeitmass  geschieht  also  durch  die 
Division  mit  15  und  der  umgekehrte  Übergang  durch  Multiplication  mit  derselben 
Zahl.  Diese  Transformation  kann  mittelst  Hilfstafeln,  welche  sich  in  fast  allen  astrono- 
mischen Tafelsammlungen  vorfinden,  leicht  genug  durchgerührt  werden ;  doch  bietet 
die  Anwendung  dieser  Tafeln  keinen  Vortheil  gegen  das  eben  zu  beschreibende  Ver- 
fahren, zumal,  wenn  dasselbe  durch  einige  Übung  dem  Kechner  geläufig  geworden 
ist.  Es  sei  ein  gegebener  Bogen  in  Zeitmass  zu  verwandeln :  man  dividirt  die  Grade 
durch  15  und  erhält,  wenn  man  den  liest  vorläufig  ausser  Acht  lässt,  die  Anzahl  Stun- 
den, die  man  sofort  anschreibt;  die  Division  des  Bestes  durch  15  geschieht  einfach, 
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indem  man  denselben  im  Kopfe  mit  4  multiplicirt  und  das  Resultat  als  in  Zeitminuten 
ausgedrückt  bettachtet ;  diese  Zahl  erfahrt  eine  Conection  (stets  kleiner  als  4  Ein- 
heiten) ,  Trenn  die  zu  verwandelnden  Bogenminuten  der  Zahl  nach  mehr  als  1 5  sind ; 
man  dividirt  dann,  wie  das  mit  den  Graden  geschehen  ist,  die  angesetzten  Bogen- 
-minuten  mit  AusserachtlaBsung  des  Restes  durch  15  und  fugt  den  Quotienten  zu  den 
durch  den  Rest  in  den  Graden  erhaltenen  Zeitminuten  hinzu.  Der  Rest  in  den  Bogen- 
minuten wird  durch  Multiplication  mit  4  in  Zeitsekunden  verwandelt  und  zu  diesen 
der  Quotient  addirt,  der  sich  aus  der  Division  der  angesetzten  Bogensekunden  durch 
1 5  ergibt.  Bei  einiger  Übung  wird  man  diese  Transformation  so  schnell  auszuführen 
im  Stande  sein,  als  man  überhaupt  Zahlen  anzuschreiben  vermag.  Ich  werde  hier  ein 
Beispiel  ansetzen  und  die  im  Kopfe  auszuführenden  Rechnungen  der  Übersichtlichkeit 
wegen  ebenfalls  anschreiben.    Es  sei  zu  verwandeln  :  9 

350°48'33"78; 
man  hat: 

3500  :  15      =  23*  +  5X4  Zeitminuten 
48'  r  1 5      =  +3*" +3X4  Zeitsekunden 

33n78  :  15  = +  2*252 

23A  23™  14*252. 

Aus  dem  eben  mitgetheilten  Verfahren  wird  sich  leicht  das  inverse  ableiten 
lassen,  um  eine  in  Zeitmass  angesetzte  Rectascension  in  Bogenmass  zu  verwandeln. 
Man  verwandelt  die  Stunden  durch  die  Multiplication  mit  15  in  Grade  und  sieht 
nach ,  wie  viel  mal  die  vorgelegten  Zeitminuten  durch  4  theilbar  sind ;  das  Resultat 
addirt  man  mit  Ausserachtlassung  des  Restes  zu  den  bereits  gefundenen  Graden  und 
setzt  die  Summe  als  Grade  an ;  den  in  den  Bogenminuten  erhaltenen  Rest  (der  nie- 
mals grösser  als  3  sein  kann)  multiplicirt  man  mit  15  und  addirt  hierzu  die  Zahl,  welche 
die  Division  der  vorgelegten  Zeitsekunden  durch  4  ohne  Rücksicht  auf  den  Rest  er- 
gibt, die  Summe  sind  die  anzusetzenden  Bogenminuten.  Den  bei  der  Division  der 
Zeitsekunden  mit  4  erhaltenen  Rest  verwandelt  man  durch  Multiplication  mit  15  in 
Bogensekunden.    Es  sei  zu  verwandeln : 

23*  23™  14*252 ; 
man  hat : 

23*  X  *5  =  345° 

23™  :  4      =       5°  +  3X  15  Bogenminuten 

14*252  1  4  =  3'  +  (2*252)  X  15  Bogensekunden 

350°4ß'  33*78 ■ 
Die  zweite  polare  Äquatorealcoordinate  ist  die  Abweichung  oder  Declination ; 
diese  wird  in  der  Sichtung  vom  Äquator  zu  den  Polen  gezählt  und  zwar  positiv  in 
der  nördlichen,  negativ  in  der  südlichen  Hemisphäre.  Es  ist  also,  wenn  man  mit  ö* 
die  Declination  bezeichnet,  stets  d^  ±90°.  Bisweilen  zählt  man  diese  zweite  Coor- 
dinate  von  dem  Nordpole  über  den  Äquator  zum  Südpole  hin  bis  1800  und  nennt 
dieselbe  dann  die  Nordpolardistanz ;   man  kann  aber  auch  als  Ausgangspunkt  der  Zäh- 
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hing  den  Südpol  wählen  und  erhält  so  die  Südpolardistana.  Die  Relationen  zwischen 
diesen  verschiedenen  Zählweisen  sind  demnach,  wenn  man  mit  ;?n  die  Nonlpolar- 
distanz  und  mit  itg  die  Südpolardistanz  bezeichnet : 

d   =  900  —  rrB  =  ict     —  900 
rtn  =  900  —  S    =  1800  —  nt 
7ct  =  qcf  +  d   =  1800  —  it%. 
Für  die  analytische  Behandlung  ist  aber  oft  die  Einführung  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  statt  der  polaren  vorzuziehen ;  bezeichnet  man  mit  0  den  Radius  der  Him- 
melskugel, so  wird :  x  ■.=  q  cos  d  cos  a 

y  =  q  cos  d  Bin  a 

z'  =  0  sin  i. 
Man  dkpit  aus  diesen  Gleichungen  sofort,  dass  die  positive  X-Achse  durch  den  Früh- 
jahrspunkt  gelegt  ist,  die  positive  Y-Achse  die  Himmelskugel  in  der  Rectascension 
q,o°  =  6*  trifft  und  die  positive  Z-Achse  durch  den  Nordpol  geht. 

In  dem  Coordinatensysteme  der  Ekliptik  wird  die  der  Rectascension  analoge 
Coordinate  Länge  l  genannt  und  im  Sinne  der  Bewegungsrichtung  der  Erde  vom 
Frühjahrs-Tag-  und  Nachtgleichenpunkte  aus  gezählt;  die  in  diesem  Coordinaten- 
systeme der  Declination  in  Zählweise  völlig  analoge  Coordinate  ist  die  Breite  ß ;  für 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  wieder : 

x  =  p  cos  ß  cos  X 

y  =  0  cos  ß  sin  1 

z  =  p  sin  ß, 
woraus  sofort  die  Lage  der  Coordinatenachsen  erkannt  wird.  t 

Ausser  den  bisher  hervorgehobenen  Systemen  kommen  noch  zwei  weitere  in  Be- 
■tracht,  die  vom  Standorte  des  Beobachters  abhängig  sind.  Das  eine  (Azimuth  und 
Höhe) ,  welches  bei  den  geodätischen  Bestimmungen  von  Wichtigkeit  ist ,  kann  als 
unwesentlich  für  das  vorliegende  Werk  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen  werden ; 
das  andere  ( Stunden winkel  und  Declination)  ist  aber  bei  der  Berechnung  der  Parallaxe 
sehr  wichtig;  das  Coordinatensystem  des  Stundenwinkels  ist  fast  völlig  identisch  mit 
dem  des  Äquators,  nur  bezüglich  des  Ausgangspunktes  und  der  Zählungsrichtung  der 
einen  Coordinate  unterscheiden  sie  sich  von  einander.  Die  Declination  Ö  ist  beiden 
Systemen  gemeinsam ,  die  andere  Coordinate  aber  zählt  man  vom  Meridiane  des  Be- 
obachtungsortes aus  in  der  der  Rectascensionszunahme  entgegengesetzten  Richtung, 
also  im  Sinne  der  scheinbaren  täglichen  Bewegung  der  Himmelskugel  und  nennt  diese 
Coordinate  den  Stundenwinkel  t.  Der  Stundenwinkel  des  Frühjahrspunktes  wird 
Sternzeit  6  genannt.    Es  ist  also : 


für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  wieder : 

x"  =  ß  COS  &  COB  t 

y"  =  p  cos  <Vsin  ( 
z   =--  q  sin  d; 
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die  positive  X- Achse  trifft  die  Himmelskugel  in  dem  sichtbaren  (übet  dem  Horizonte 
befindlichen)  Durchschnittspunkte  des  Meridian»  und  Äquators,  die  positive  Y-Achse 
ist  gegen  den  Westpunkt  gerichtet,  die  positive  Z-Achse  gegen  den  Nordpol, 

3.   Transformation  der  Coordinaten. 

a.    Der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  bleibt  unverändert. 

Die  bislang  betrachteten  Coordinatenaysteme  haben  einen  gemeinschaftlichen 
Anfangspunkt.  Es  sollen  nun  die  Relationen  ermittelt  werden,  welche  zwischen  den 
verschiedenen  Coordinätensystemen  bestehen ;  hierbei  bietet  sich  zur  Betrachtung 
hauptsächlich  die  Transformation  der  Äquatorcoordinaten  in  ekliptikale  und  umgekehrt 
dar ;  das  Wenige,  was  über  die  Beziehungen  des  Stundenwinkels  zur  Rectasceffcon  au 
sagen  nöthig  ist,  wurde  schon  im  vorausgehenden  Kapitel  (pag.  6}  erledigt.  Die  zuerst 
bemerkte  Transformation  kommt  bei  Bahnbestimmungen  sehr  häufig  vor,  da  die  Be- 
obachtungen mit  seltenen  Ausnahmen  fast  stets  auf  den  Äquator  als  Fundamental- 
ebene bezogen  sind,  während  bei  ersten  Bahnbestimmungen  die  Wahl  der  Ekliptikair 
coordinaten  viele  Vortheile  gewahrt.  Bei  diesen  Transformationen  kommen  jedoch 
zwei  wesentlich  verschiedene  Aufgaben  in  Betracht;  es  ist  entweder  die  Lage  eines 
grössten  Kreises  [Ebene] ,  die  für  das  eine  System  bekannt  ist,  auf  das  andere  zu  be- 
ziehen, oder  es  sind  die  Coordinaten  eines  Punktes  zu  transformiren.  Ich  werde  zu- 
nächst die  entere  Aufgabe  behandeln. 

Die  Lage  zweier  grösster  Kreise  gegen  einander  wird ,  sobald  der  eine  zu  einer 
Fundamentalebene  gehört,  gewöhnlich  durch  zwei  Angaben  bestimmt :  durch  den  Ab- 
stand eines  ihrer  beiden  Durchachnittspunkte  (Knoten)  vom  Anfangspunkte  der  Zählung 
und  durch  die  gegenseitige  Neigung  *";  um  aber  hierbei  Alles  unzweideutig  bestimmen 
zu  können,  muss  man  gewisse  Kegeln  festhalten.  Vorerst  hat  man,  weil  sich  zwei 
gröaste  Kreise  stets  in  zwei  um  i8o°  von  einander  entfernten  Punkten  schneiden,  zwei 
Knoten ;  da  der  vorliegende  gröaste  Kreis  in  den  hier  in  Betracht  kommenden  Fällen 
fast  stets  der  Bahnebene  eines  Himmelskörpers  entspricht ,  so  ist  derjenige  Knoten  als 
der  aufsteigende  zu  bezeichnen ,  in  welchem  der  in  der  Bewegungsrichtung  des  Him- 
melskörpers gezogene  grösste  Kreis,  um  aus  der  südlichen  in  die  nördliche  Hemisphäre 
zu  gelangen,  die  Fundamentalebene  schneidet;  der  andere  Knoten,  in  dem  der  Him- 
melskörper aus  der  nördlichen  Hemisphäre  in  die  südliche  tritt,  ist  der  niedersteigende. 
In  der  Knotenlinie  liegt  nach  den  gemachten  Annahmen  der  Sonnenmittelpunkt  und 
zerfällt  diese  in  zwei  Theile ;  der  eine,  welcher  den  aufsteigenden  Knoten  enthält, 
bildet  mit  der  nach  dem  Frühjahrspunkte  gezogenen  Linie  einen  Winkel,  der  in  der 
Richtung  der  Längen  gezählt,  als  Länge  des  autsteigenden  Knotens  bezeichnet  und 
durch  das  Symbol  Q  dargestellt  wird.  Für  die  in  ähnlicher  Weise  zu  definirende  Länge 
des  absteigenden  Knoten  wählt  man  das  Symbol  ö .  Als  Neigung  wird  man  denjenigen 
Winkel  bezeichnen,  welchen  die  beiden  grössten  Kreise,  in  der  Richtung  der  Zählung 
und  Bewegung  gezogen  gedacht,  beim  aufsteigenden  Knoten  einschliessen ;  die  Nei- 
gung ist  sonach  innerhalb  der  Grenzen  o°  und  i8o°  eingeschlossen.  Bei  Kometen  zählt 
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man  häufig  genug,  aber  sehr  unzweckmässig,  die  Neigung  nur  bis  go°  und  bezeichnet 
ähnlich  wie  früher  denjenigen  Knoten  als  den  aufsteigenden,  von  welchem  aus  der 
grösste  Kreis  (Bahnebene),  in  der  Richtung  der  Bewegung  des  Himmelskörpers  ge- 
zogen gedacht,  aus  der  sudlichen  in  die  nördliche  Hemisphäre  ansteigt;  ist  diese 
Richtung  mit  der  Rewegungsrichtung  der  Erde  gleichsinnig  (nehmen  die  heliocent- 
rischen  Längen  zu) ,  so  bezeichnet  man  dies  durch  den  Beisatz :  die  Bewegung  ist 
direct ;  ist  dieselbe  aber  entgegengesetzt  (nehmen  die  heliocentrischen  Längen  ab)  so 
bezeichnet  man  die  Bewegung  des  Kometen  als  retrograd.  In  ersterem  Falle  wird  die 
Neigung  wie  früher  gezahlt,  in  letzterem  aber  setzt  man  als  Neigung  denjenigen  Winkel 
an ,  welchen  beim  aufsteigenden  Knoten  der  in  der  Bewegungsrichtung  des  Kometen 
gezogen  gedachte,  die  Bahnlage  bestimmende  gröeete  Kreis  mit  demjenigen  der  Funda- 
mentsjwbene ,  letzteren  in  der  zur  Zählung  umgekehrten  Richtung  gezogen  gedacht, 
bildet ,  also  das  Supplement  der  Neigung.  In  der  Folge  werde  ich ,  wenn  nicht  aus- 
drücklich das  Gegentheil  bemerkt  ist,  unter  Neigung  stets  die  zuerst  definirte  Grosse 
verstehen.  Diese  Zahlweise  wurde  von  Gauss  vorgeschlagen  und  sollte  als  die  einzig 
richtige  allgemein  in  Anwendung  gebracht  werden. 

An  diese  Betrachtungen  schliesst  sich  unmittelbar  die  Erklärung  eines  weiteren 
Elementes ,  welches  bei  Bahnbestinuoungen  auftritt  und  von  der  Wahl  der  Funda- 
mentalebene theilweise  abhängig  ist.  Durch  den  Knoten  und  die  Neigung  ist  zwar 
die  Bahnebene  ihrer  Lage  nach  bestimmt,  doch  die  Bahn  des  Himmelskörpers  kann 
ab  solche  innerhalb  dieser  Ebene  beliebig  gedreht  erscheinen ;  um  nun  auch  in  die- 
ser Beziehung  Alles  unzweideutig  bestimmen  zu  können,  nimmt  man  einen  ganz  be- 
stimmten Punkt  in  der  Bahn  heraus,  dessen  Lage  in  dem  grösBten  Kreise  der  Bahn- 
ebene durch  den  Abstand  vom  aufsteigenden  Knoten  fiiirt  wird ;  hierzu  wählt  man 
denjenigen  Punkt  des  grössten  Kreises,  in  welchem  sich  der  Himmelskörper,  von  der 
Sonne  aus  gesehen,  dann  befindet,  wenn  er  dieser  am  nächsten  ist  und  pflegt  in  solchen 
Fällen  zu  sagen,  dass  er  im  Perihele  sei.  Der  Abstand  dieses  Punktes  vom  aufstei- 
genden Knoten,  in  der  Bewegungsrichtung  des  Himmelskörpers  gezählt,  wird  dann  der 
Abstand  des  Perihels  vom  Knoten  w  und  die  Summe  der  Bögen : 

»  +  Q  =  «, 
die  Länge  des  Perihels  genannt.  Die  ältere  Zählweise,  in  welcher  zwischen  directer  und 
retrograder  Bewegung  unterschieden  wird ,  bezeichnet  den  zwischen  dem  Perihel 
und  dem  aufsteigenden  Knoten  eingeschlossenen  und  in  der  Bewegungsrichtung  der 
Erde  gezahlten  Bogen  als  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten  und  wieder  die  Summe 
dieses  Bogens  und  der  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  als  Länge  des  Perihels.  Es 
ist  also,  wenn  man  die  nach  der  älteren  Zählweise  angesetzten  Elemente  mit  dem  In- 
dex o  versieht : 

*    =  i8o°  —  ^        w  =  3600  —  w„  =  —  w0    1 

Ö  =  Q„  tz  =  2Q0  —  nQ, 

oder  umgekehrt :  \    1 ) 

^  =  1800  —  »        w0  =  3600  —  w  =  —  w    I 
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Zur  Erläuterung  will  ich  die  nach  der  Gau  9  9'  sehen  Zähl  weif  c  angesetzten  Elemente 
des  Kometen  III  1862  nach  den  obigen  Vorschriften  umsetzen ;  man  wird  finden : 


JausB'ache  Z&hhreiae. 
r  =  2900  12'  47"84 

i  =  I37     27     IO-02 

»'=  "3    34   1224 
■»=  152    45   37-82 


Ältere  Zfthlwelae. 
7T0  =  344°4''  3="20  j 
Qo=  '37    27    10-02  [ 
ta=    66    25  47.76  I 
<a0=  207    14   22-18  ] 


Bew.  retrograd. 


a.     Transformation  der  Bahnlage. 

Es  seien  t,  Q  und  m  in  Bezug  auf  die  Ekliptik  gegeben;  man  habe  die  analogen 
Grössen  in  Beziehung  auf  den  Äquator,  *"  Q'  und  w\  zu  suchen.  Betrachtet  man  das 
sphärische  Dreieck  zwischen  Äquator,  Ekliptik  und  der  Bahn  und  bezeichnet  mit  e  die 
Schiffe  der  Ekliptik ,  mit  a  die  dem  Winkel  e  gegenüberliegende  Seite ,  so  ergeben 
sofort  die  (1  auss' sehen  Gleichungen  zur  geforderten  Transformation : 

cos  £  i'  sin  £  (Q'  +  0}  =  cos  £  (i —  e)  sin  J  Q     1 

cos  |  •"  cos  J  (2'  +  oj  =  cos  i  (i  +  e)  cos  }Q 

sin  J  i'  sin  ^  (Q'  —  o)  =  sin  (  (»'  —  «j  sin  j  O 

sin  £  1'  cos  J  (Q'  —  0)  =  sin  £  (t  +  «)  cos  -J  Q.    J 
Der  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten  wird  transformirt  nach : 
w'  =  (ti   +0 
71  =  ta'  +  a'. 

Man  kann  aber  auch  andere  Formeln  aufstellen ,  die ,  wenn  eine  Controle  wünschens- 
werth  erscheint ,  sich  zu  einer  solchen  eignen.  Aus  demselben  sphärischen  Dreiecke 
findet  sich  nämlich  leicht : 

sin  *"  cos  0'  =  sin  e  cos  t  +  cos  e  sin  »  cos  Q 

sin  •"  sin  Q'  =  Bin  i  sin  Q 

cob  *'    =  cos  e  cos  i  —  sin  £  sin  t  cos  ü 

sin  »"  cos  a    =  cos  e  sin  1  ■+-  sin  6  cob  *  cos  ii 

sin  1"  sin  0    =  sin  s  sin  Q . 
Setzt  man  also ,  um  die  eben  aufgestellten  Formeln  für  die  logarithmische  Rechnung 
bequem  zu  gestalten: 


und  es  ist  weiter  : 


sin 

a  sin  A 

=  sin 

cos  f 

) 

sin 

a  cos  A 

=  cos 

31 

sin 

h  sin  B 

=  sin 

sin 

6  cos  B 

=  cos 

cos  i. 

, ) 

in  welchen  Formeln 

es  gestattet  seir 

wird 

sowohl 

men,  so  wird : 

sin 

*"'  sin  Q 

=  sin 

t  sin 

3 

sin 

V  cos  Q 

=  sin 

osin 

[A  +  t) 

sin 

i'  sin  0 

=  sin 

b  sin 

a 

sin 

%'  COS  <7 

=  Bm 

b  sin 

[B  +  e] 

cos  t" 

=  sin 

=  (a 

a  cos 

U  +  t) 

7t 

=  0/ 

+  Q' 
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Ein  Zweifel ,  in  welchen  Quadranten  die  Winkel  anzunehmen  seien ,  kann  weder  im 
enteren  noch  im  letzteren  BechnungsBchema  entstehen,  da  *'  stets  kleiner  als  1 80"  ist ; 
es  ist  demnach  sin  £  *",  cos  }-  i'  und  sin  *'  stets  positiv. 

Um  vorstehende  Vorschriften  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  werde  ich  die 
oben  angesetzten  Elemente  des  Kometen  III 1862,  die  sich  auf  die  Ekliptik  beziehen,  in 
äquatoreale  umwandeln;  die  anzuwendende  Schiefe  der  Ekliptik  ist  e  =  23° 27'  26"  12 
Ich  werde  zu  der  Transformation  zuerst  die  Gauss'schen  Gleichungen  benutzen; 
die  Rechnung  stellt  sich  dann,  wie  folgt : 


a  •' 

56°47'    6"i2 

cos  J  *"  sin  £  (0'  +  ff) 

9  -8 18  4069 

i« 

11    43  43-06 

sin  oder  cos  \  \Q'  +  a) 

9991  3254 

*{•"-•) 

45      3   23-06 

cos  |  »"  cos  £  (Q'  +  ff) 

9-123  5061 

*(•'+«) 

68   30  49-18 
68   43   3501 

1  (0'  +  1) 

78"  35'  io"97 

|  fl 

sin  \  i'  sin  \  (Q'  —  a) 

9-819  2620 

cos  \  (1  -  t) 

9.849  0570 

sin$  fl 

9.969  3499 

sini(i-fi) 

9-849  91 21 

cob  \  (»'  +  e) 

9.563  8125 

cos  \  Q 

9559  6936 

sin  l  (*'  +  e) 

9-968  7187 

sin  oder  cos  J  (ß'  —  0}     9-949  4704 
sin  \  %'  cos  >  (Q'  —  a)     9.5284123 

j(Q'-q)     62°53'38"25 

o      i5°4i'32"72 

_*■>    152   45   37-fl2 

Q'    1410  28'  4g"22 

sin  -J i'      9-869  7916  1"      95    37   32-20 

cos  £ »'      9-8270815  w'    168    27   10-54 

£t"47°48'46"io  ri    309    55   59-76. 

Zur  theilweisen  Prüfung  der  Richtigkeit  dieser  Berechnung  kann  nachgesehen  werden, 

ob  die  für  sin  \  %   und  cos  \  V  gefundenen  Werthe  zu  demselben  Winkel  gehören. 

Will  man  die  zweite  Gruppe  der  oben  angeführten  Formeln  zur  Verwandlung 
benützen,  so  wird  man  finden : 

sin  e  9-599  9538  cos  {A  +  e)  9nog6  6059 
sin  ß  9830  0736  sin  a  9-894  7438 
sin  *  9962  1664  sin  (A  +  e)  9n996  5851 
cos  Q  9,867  3026  sin  »'cob  Q'  9*891  3289 
cos  i    9„6oi  9191               sin  oder  cos  Q'     9,893  4258 


sin  oder  cos  A     9„934  7252  ,  Bin  i'  sin  Q'  9-792  2400 

sin  a  sin  A    q„8?q  4690  sin  s"  9-997  9031 

A    2390  22'   1*35  sin  (B  +  e)  9997  8928 

(A  +  g)    262   49  27-47  8ini  9-983  5137 

:  sin  b  cos  B    9-469  2217  sin  »"  cos  o  9-981  4065 

sin  oder  cos  ZJ     9-978  6527  sin  oder  cos  a  9-983  5034 

B     720  10'  56"o4  sin  »'  sin  o  9-430  0274 

jB  +  t)     95   38  22-16  a       150  41'  32w74 

Q'  i4i°28'49"21  w  »52    45    37"»2 

«'     95    37   32-24  sin*'  9-9979031 

to'  168   27   10-56  cos*'  8„99i  3497. 
«*  309   55   5977 
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Für  die  Lösung  der  umgekehrten  Aufgabe,  nämlich  die  Ermittlung  der  Eklip- 
tik&lelemente  aus  den.  aqua to realen ,    werden  sich   ganz  ähnliche  Hilfsmittel  finden 


lassen.    Das  sphärische 

wird  geben :  gjn  i 

ein  l 

cosj 


Dreieck  zwischen  der  Ekliptik,  dem  Äquator  und  der  Bann 

sin  J  (Q  ■+-  o)  =  sin  \  (i"  +  e]  sin  J  Q'  I 
cos  |  (Q  +  a)  =  »in  £  (•'  —  e)  cos  ^  Q'  I 
sin  \  (Q  —  o]  =  cos  {  (»'  +  c)  sin  {  Q'  [ 
}  =j  cos  £  (t"  —  e)  cos  \  S'J 


5) 


cos  4  »  cos  \  ( a  —  ff}  = 
und  es  ist,  ganz  ähnlich  wie  früher : 

Ot  =  tu'  —  a 
!t  =  ia  +  Q- 
Will  man  die  Einführung  der  halben  Winkel  umgehen,  so  wird  man  setzen 
sin  a  sin  Ä  =  sin  »"  cos  Q' 
sin  o'  cos  ^4'  =  cos  »' 
sin  i'  sin  B"  =  sin  *' 
sin  ö'  cos  B*  =  cos  *"  cos  Q' 


6) 


sin  Q  =  sin  i    sin  Q' 
cos  Q  =  sin  o'  sin  (,4'  —  e) 
sin  ff  =  sin  c  sin  S' 
cos  a  =  sin  6'  sin  [B'  —  e) 
cos  i  =  sin  a'  cos  (A'  —  e) 
w  =  (u'  —  a\     it  =w-\-Q. 
Zur  Erläuterung  der  eben  angesetzten  Formeln   nehme  ich  das  oben  gewählte  Bei- 
spiel vom  Kometen  III  1862  wieder  vor.    Die  äquatorealen  Elemente,  im  Mittel  aus 
den  Resultaten  der  beiden  oben  vorgeführten  Methoden,  sind : 

Q'  =  141°  28'  49°2i  7t  =  30g0  55'  59*76 

»"=     95    37   32-22  w'  =  168   27    10-55 

Mit  dem  bereits  angeführten  Werthe  für  die  Schiefe  der  Ekliptik  wird  sich  nach  5) 


finden : 


I*'  47°  48'4°"" 

Je  11    43  4306 

4 (•'+«)  59  32  29.17 

J(i'-  e)  36      5     305 

J  Q'  70    44  2461 


„ini.-sinKQ+o) 
sin  oder  cos  ^  (3+  ff) 
sin  £  1  cos  -J  ( Q  +  ff) 

1  (0  +  c) 


9-010  4922 
9.987  9633 
9-288  4155 

76°  34'2i"37 


sin  £(»"+£)       9 
sin  ^  Q '      9 

CQBJ(t"+6)  9 


935  5053 
974  9869 
704  9353 


sinj  (*"— e)       9- 

COS  £  Q' 

w*ll'"-«) 


sin  |  » 

cos  J  i 


cos  £  t  sin  |  (Q  —  o)  9-679  9222 

sin  oder  cos^  (Q — ff)  9-941   3146 

cos  ^1  cos  <&  (3  —  u)  9-425  8132 

|  (g  —  g)  6o°  52'  48"67 


770  0956 
5'8  3199 
907  4933 


9-922  5289 
9-738  6076 
56°47'6"i2 


a 

■5° 

4i 

32";° 

w' 

168 

27 

1055 

Q 

137° 

27 

1  o"o4 

t 

■  ■3 

34 

12-24 

.« 

152 

45 

37'«5 

X 

290 

12 

47-89. 
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Nach  dem  zweiten  Formelschema  6}  stellt  sich  die  Berechnung  so : 

sin  e 

9  599  953» 

cos  [A'  —  e) 

9n707   1752 

ain  a' 

9794  3309 

sin  a 

9-894  7439 

sin  * ' 

9997  9032 

Bin  {A'  —  e) 

9»934  7252 

cos  ß' 

9»893  4258 

sin  !  cos  Q 

g„829  4691 

cos  t' 

8»99i   3495 

sin  oder  cos  Q 

9,867  3026 

sin  oder  cos  Ä 

9n996  5851 

sin  1  sin  Q 

9792  2401 

sin  a'  sin  Ä 

9,891   3290 

sin  i 

9-962   1665 

Ä 

262°  49'  27H49 

Bin  {B'—e) 

9-946  4807 

[A'~-  s) 

239   22     i  37 

sin  b' 

9-999  1891 

sin  b'  cos  B' 

8-884  7753 

sin  i  cos  0 

9-945  6698 

sin  oder  cos  B' 

9.998  7141 

sin  oder  cos  a 

9-983  5034 

B 

»5°  35'  35"o2 

sin  i  sin  0 

9-394  2907 

(B'-e) 

62     8     890 

<r 

15*41'  32"74 

Q 

I37°27'  io"oo 

tu' 

168   27    1055 

i 

113    34  12-26 

■int 

9-962   1664 

u 

152    45  37-8i 

cos  t 

9*6oi  9191. 

* 

290   12  47-81 

ß.   Transformation  der  ekliptikalen  Coordinaten  in  äquatoreale  und  umgekehrt. 

Hat  man  die  Coordinaten  eines  Punktes  zu  transformiren  und  bezeichnet  die 
rechtwinkligen  Ekliptiks.lcoordina.ten  mit  x'  y'  z',  so  wird  sein  : 

1 

y  =  y  cos  6  —  z  Bin  e    >  7) 
z'  =  y  sin  e  ■+-  *  cos  e.  I 

Die  Richtigkeit  dieser  Relationen  leuchtet  sofort  ein,  wenn  man  bedenkt,  dass  das 
Coordinatensystem  der  Ekliptik  aus  dem  des  Äquators  dadurch  entsteht ,  dass  man. 
die  X-Achse  als  Drehungsachse  angenommen,  das  Coordinatensystem  des  Äquators 
um  den  Winkel  e  (Schiefe  der  Ekliptik)  dreht.  Für  den  umgekehrten  Fall  wird  man 
leicht  aus  dem  Obigen  finden : 


y  =  y"  cos  e  +  z'  sin  e 

z  =  —  y'  sin  e  +  z'  cos  e, 

Die  eben  aufgestellten  Formeln  werden  auch  zur  Transformation  der  polaren  Coor- 
dinaten dienen  können.     Setzt  man  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  nach  den 
im  vorausgehenden  Kapitel  (pag.  6)  erhaltenen  Relationen  die  polaren  ein ,  so  wird 
sich,  nachdem  man  durchaus  mit  q  dividirt  hat,  nach  den  erstereu  Formeln  finden  : 
cos  a  cos  6  =  cob  i.  cos  ß  1 

sin  er  cos  d  =  sin  /.  cos  ß  cos  e  —  sin  ß  sin  e    >  8a) 
sin  o"  =  sin  i.  cos  (J  sin  e  +  sin  ß  cos  e.  ) 
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Die  letzteren  Formeln  geben  für  den  in  versen  Fall : 
cosAcosj?  =  co8ßcos<J 

sin  l  cos  ß  =  sin  a  cos  d  cos  e  --J-  sin  d  sin  e 
sin  ß  =  —  sin  er  cos  3  Bin  e  4-  sin  6  cos  c. 

Wendet  man  AdditionB-  und  Subtractionslogarithmen  an,  so  kann  man,  ohne  Hilfs- 
winkel zu  benützen .  die  Transformation  in  der  unveränderten  Form  durchführen ; 
ein  Zweifel ,  in  welchen  Quadranten  die  Winkel  zu  nehmen  sind ,  kann ,  da  cos  d 
beziehungsweise  cos  ß  immer  positiv  sein  muss,  nicht  entstehen. 

Durch  die  Einführung  von  Hilfswinkeln  können  die  Formeln  8a}  in  folgender 
Weise  für  die  gewöhnliche  logarithmische  Rechnung  umgestaltet  werden  : 
m  sin  M  =  sin  ß  1 

mcos  M  =  sin  l  cos  ß 
sin  a  cos  ö  =  m  cos  (jtf +  e )     ,    9) 
COS  a  cos  d  =  cos  l  cos  ß 

sin  ö  =  m  sin  {M-\-e}.  ) 

Diese  Formeln  werden  stets  mit  Sicherheit  angewendet  werden  können.  Um  die 
Richtigkeit  der  Rechnung  zu  prüfen,  kann  man  entweder  die  Formeln  8a)  unter  An- 
wendung von  Additions-  und  Subtractionslogarithmen  oder,  was  noch  zweckmässiger 
ist,  die  von  Tietjen  im  Berliner  astr.  Jahrbuche  für  1879  vorgeschlagenen  Prüfungs- 
gleichungen benützen.  Multiplicirt  man  nämlich  die  erste  Gleichung  in  8h)  mit 
—  sin  a,  die  zweite  mit  cos  a  und  addirt,  so  wird : 

cos  ß  sin  [A —  a)  =  - —  2  cos  a  sin  a  cos  6  sin  \  e  a+  cos  a  sin  6  sin  t 
=  2  sin  |  e  cos  a  m  sin  (M+  J  e). 

Da  [l  —  c)  in  der  Regel  ein  massiger  Dogen  sein  wird ,  so  genügt  die  eben  entwickelte 
Form  dem  praktischen  Bedürfnisse.  Subtrahirt  man  von  der  dritten  Gleichung  in  3a) 
die  dritte  in  8b)  so  findet  sich : 

(sin  ö  —  sin  ß)  ( 1  +  cos  e)   =  m  sin  e  {  cos  M  +  cos  [M  +  e) ) , 

oder,  wenn  man  von  den  bekannten  trigonometrischen  Transformationsformern  Ge- 
brauch macht: 

sin  4  [8— ß)  =  sec  \  [6  +  ß)  m  sin  £  e  cos  [M+  {  1} . 

Die  Prüfungsgleichungen  sind  demnach  : 

sin  [X  —  a)  =  1  cus  a  sec  ß    m  sin  \  f.  sin  [M  +  \e)    1 
sin  \  [d — ß)  =  sec "5  (d  4-  ß)  w  sin  \  &  cos  [M~+-\  ej.i 

Um  die  Anwendung  dieser  Formeln  zu  erläutern,  soll  hier  ein  Beispiel  vollständig 
durchgeführt  werden.    Es  sei  gegeben: 

A  =  2580  58'  3^03,     ß  =  -\-  i2°  48'  i8"o8,     e  =  230  27'  22*99, 
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dann  stellt  sich  die  Rechnung  nach  9)  wie  folgt : 


cos  l    q„2Si   5615 

sinfjtf  +  e)     9B2j7  2971 

cos  ß    9-989  0625 

m      9-992  3146 

sin  A     9„99i  9101 

COS  (Jtf  +  *)      9n992    7798 

sin  ß  =  m  sin  M    9345  6363 

sin  a  cos  d      9^85  0944 

sin  oder  cos  M    9n988  6580          sin  oder  cos  a      9„992  0595 

m  cos  M    9„98o  9726 

cos  a  cos  d      9n27°  024° 

M  i66°57'44H53 

sin  d      9n249  °H7 

M  +  e  igo  25     7-52 

cos  d      9-993  0349 

a  =  2590   4'36"86 

d   =  —  IO°  14'  2"4Ö. 

ie  Prüfungsrechnung  nach  10)  ergibt: 

je     ii°43'4i"495 

cos  a     9^77  5892 

M  +  ^  e  178   41   26-025 

acoea     9„578  6192 

sin  J  e       9308  0714         1»  sin  J  e  sin  (Jf  +  J  c)     7-659  3103 

sin  [M+te)     8358  9243 

sec  ß    o-oio  9375 

msin  \  e      9.300  3860 

sin  (1  -  «)    7b248  8670 

cos  [M  +  J  e)     9„999  8866 

[i,  —  a)  Probe  —  o°  6'  5^4 

1  (<*■+-/*)     1"   17'  7"82       {?.  —  a)  dirccte  Rechng  — 06  5-83 

sec  1  (d  +  /*j 

o-ooo   1093 

m  sin  £  e  cos  (M  +  -J  e) 

9«30°  2720 

i(*-0 

—  ii°  31'  10*27 

(5  —  0)  Probe 

—  230   2'    ao"54 

(d  —  /f  j  directe  Rechnung 

—  23     2     20-54. 

Die  Proben  stimmen  gut ,  da  aber  der  aus  der  Probe  resultircnde  Werth  für  a  in 
Bezug  auf  Genauigkeit  den  Vorzug  verdient,  so  wird  man  als  Resultat  der  Ver- 
wandlung annehmen : 

et  =  2590  4'  3Ö"87  ,  d  =  —  io°  14'  2*46. 

Für  die  viel  häufiger  uothwendige  Verwandlung  der  Rectascension  und  Decli- 
nation  in  Länge  und  Breite  wird  man  ganz  ähnliche  Transformationen  benützen  und 
erhalten : 

n  sin  N  =  sin  d 
n  cosJV  =  sin  a  cos  d 
sin  X  cos  ß  =  n  cos  (N —  1 
cos  ).  cos  ß  =  cos  a  cos  d  t     11) 

sin,*  =  »  sin  (iV—E). 
sin  [l  —  a)  =  2  cos  a  sec  ß  n  sin  \  e  sin  (iV —  £  e) 
1  J-  (d  —  fl  =   sec  J  (d  +  /J)  «  sin  £  e  cos  (TV—  $  «). 

Als  Beispiel  der  Anwendung  dieser  Formeln  sei  gegeben : 

o  =  8i°  48'  42"4,     d  =  68°  27'  5gM5,     «  =  230  27'  25"53. 


Zur  Probe : 
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Die  Verwandlung  in  Länge  und  Breite  nach  den  Formeln  1 
der  folgenden  Weise : 


!  stellt  sich  demnach  in 


<**«     9">53  58/7 

.m[iV-£) 

9-851    0645 

cos  S    9-564  7190 

n 

9999  4058 

sin  a    9-QQ5  5498 

cos  [N  —  e) 

9-847  8939 

sin  d  =  n  sin  N    9-968  5779 

sin  i  cos  ß 

9-847  2997 

sin  oder  cos  W    9-969  1721 

sin  oder  cos  / 

9-998  8044 

n  cos  N    9-560  2688 

cos  l  COS  ['(■ 

8-718  3067 

N    68°39'58"44 

sin  ß 

9850  4703 

N— «    45  12  3291 

cos  (* 

9848  4953 

i.  =  85°45'  2noo 

0=  + 

45V  49"°° 

Prüfungsrechnung : 

\e    11°  43' 42*765 

cos  a 

9"53  5877 

N—  |e    56    56  15675 

2  cos  er 

9454  6177 

sin  £  e      9-308  0842   .    n  sin  J 

e  «in  (W— J  e) 

9230  7743 

sin  (TV — -J  «',     9-923  2843 

sec? 

0-151   5048 

n  sin  -J  e      9'3°7  4900 

Bin  (J  -  »| 

8-836  8968 

cos  (N  —  £  t)     9-736  8352 

(il  —  a)  Probe 

3°56'i9"6o 

i  (*  +  tf   56°  47'  54^5      (A— «) 

directe  Rechng 

3   56  19-60 

sec  4  (d  +  ß) 

0-261  5472 

n  sin  -J  s  cos  (N  —  £  e) 

9044  3252 

*(*-« 

ii°4o'    5"25 

(«I  —  £)  Probe 

23°20'  IO" 50 

(d  —  $  directe  Ecchnung 

23    20    IO-50 

Die  Prurungsrechnungen  stimmen  in  diesem  Falle  vollständig. 

y.    Berechnung  der  Sormencoordinaten. 

Bei  der  Berechnung  der  Ephemeriden  der  Planeten  und  Kometen  ist  die  Kennt- 
nis der  rechtwinkligen  äquatorealen  Sonnencordinaten  von  Wichtigkeit;  man  kann 
dieselben  leicht  aus  der  Länge ,  Breite  und  Entfernung  der  Sonne  mit  Hilfe  der  früher 
angesetzten  Transformationsformeln  ableiten.  Ist  L,  B  und  R  beziehungsweise  die 
geocentrische  Länge,  Breite  und  Entfernung  der  Sonne,  so  ist  vorerst : 
X'  =  B  cos  L  eoB  B 

Y  =  R  sin  L  cob  B  cob  e  —  Reia  B  tun  e 
Z  =  R  sin  L  cos  B  Bin  c  -+-  R  sin  B  cos  e. 
Da  aber  die  tropische  Breite  der  Sonne  im  Maximum  den  Werth  von  etwa  eineT  Bogen- 
sekunde  erreichen  kann,  so  wird  mit  hinreichender  Genauigkeit  gesetzt  werden  können : 
X'  =  R  cos  L 

y  =  R  sin  L  cos  c  —  Ä  ein  e.  B  arc  1" 
*  Z*  =  R  sin  L  sin  e  -+-  R  cos  t.  B  arc  1". 
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Die  zweiten  Glieder  in  den  Ausdrücken  für  Y1  und  Z  können  als  Correctjonsglieder 
betrachtet  werden ;  man  wird  bei  der  Kleinheit  derselben  für  R  stets  die  Einheit  ein- 
setzen dürfen  und,  da  sin  £  und  cos  c  sehr  geringen  Änderungen  unterworfen  sind,  so 
können  beide  Functionen  von  e  in  diesen  Gliedern  als  constant  angesehen  werden. 
Nimmt  man  «  =  230  27'  20",  so  wird  man,  um  die  Correctionen  in  Einheiten  der 
siebenten  Decimale  zu  finden,  schliesslich  mit  ausreichender  Schärfe  setzen  dürfen : 

X'  =  R  cos  L 

V  =  R  sin  L  cos  e  —  19.3  B 

7!  =  R  sin  L  sin  e  +44-55. 

wobei  B  in  Bogensekunden  anzunehmen  ist.  Diese  äquatorealen  Sonnencoordinaten 
finden  sich  in  den  meisten  astronomischen  EphemeridenBammlungen. 

d.    Berechnung  der  hcliorenlrischen  Aquatorcoordmaten. 

Weiters  ist  bei  der  Berechnung  der  Ephemeriden  die  Kenntnis  der  heliocentri- 
schen  Äquatorealcoordinaten  des  Himmelskörpers  nüthig.  Da  aber  die  Elemente  meist 
auf  die  Ekliptik  bezogen  werden,  so  ist  es  gewöhnlich  leichter,  die  Ekliptikalcoordinaten 
zu  erlangen;  dieselben  müssen  dann  erst  für  den  Äquator  transformirt  werden;  hat 
man  aber  viele -derartige  Transformationen  auszuführen,  wie  dies  bei  der  Berechnung 
einer  Ephemeride  der  Fall  ist ,  so  wird  die  Anwendung  einiger  Hilfsgrösscn  die  Ar- 
beit wesentlich  abkürzen  und  erleichtern. 

Aus  den  Elementen  wird  man  r,  die  Entfernung  des  Himmelskörpers  von  der 
Sonne  und  v,  den  heliocentrischen  zwischen  dem  Perihel  und  dem  Orte  des  Himmels- 
körpers eingeschlossenen,  in  der  Richtung  der  Bewegung  gezählten  Bogen  erhalten. 
Bezeichnet  man  wie  oben  mit  to  den  Abstand  des  Periheiß  vom  Knoten ,  so  ist  der  Ab- 
stand des  Himmelskörpers  vom  aufsteigenden  Knoten  «  (Argument  der  Breite) ,  in 
derselben  Richtung  gezählt,  durch : 

u  =  e  +  w, 

bestimmt.  Legt  man  nun  ein  Coordinatensystem  so ,  dass  die  X  Y-Ebene  mit  der 
Ekliptik  zusammenfällt ,  die  positive  X-Achse  die  Himmelskugel  in  der  Länge  des 
Knotens  trifft,  so  wird  man  für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  haben : 

x0  =  r  cos  u 

y0^r  sin  w  cos  t 

z„  =  r  sin  u  sin  1. 

Dreht  man  dieses  Coordinatensystem  um  die  Z-Achse  so ,  dass  die  positive  X-Achse 
mit  dem  Friihjahrspunkte  zusammenfallt ,  so  werden  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
sein: 

x  =  xv  cos  3  —  y0  sin  ä 
y  =  xa  sin  Q  +  y„  cos  Q 

X  =  S-, 
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oder  durch  Substitution  der  früher  gefundenen  Werthe : 

x  =  r  {  cos  «  cos  Q  —  sin  u  sin  Q  cos  i  } 

y  =  r  {  cos  u  sin  Q  +  sin  u  cos  Q  cos  t } 

z  =  r  sin  u  sin  j. 

Verwandelt  man  diese  EkHptikalcoordinaten  mit  Hilfe  der  Relationen  7)  (pag.  12)  in 

äquatoreale,  so  wird  man  leicht  finden : 

x1  =  r  {  cos  u  cos  &  —  sin  u  sin  Q  cos  1 } 

V  =  T  {  cos  u  sin  Q  cos  £  +  sin  u  cos  Ö  cos  t  cos  e  —  sin  w  sin  t  sin  e  } 

z'  —  r  {  cos  u  sin  Q  sin  e  -+-  sin  «  cos  Q  cos  i  sin  e  +  sin  k  sin  1  cos  e  }. 

Setzt  man : 

Sin  a  sin  A  n  cos  Q 

sin  a  cos  ^  =  —  sin  Q  cos  t 
sin  A  sin  B  =  sin  Q  cos  £ 
sin  A  cos  B  =  cos  Q  cos  i  cos  e  —  sin  1  sin  e 
sin  c  sin  C  =  sin  Q  sin  e 
sin  c  cos  C  =  cos  Q  cob  *  sin  e  -)-  Bin  i  cos  e, 
so  ziehen  »ich  die  obigen  Ausdrücke  in  die  folgenden  eusammen : 
*'  =  r  sin  «  sin  (^  -(-  w) 
y'  =  r  sin  A  sin  (B  -+-  «1 
z'  =  r  sin  c  sin  {C  +  «)  ■ 
Die  Berechnung  der  Constanten  ö,  Ä,  c  und  Ckann  durch  die  Einführung  wei- 
terer Hilfsgrössen  etwas  vereinfacht  werden.    Setzt  man  nämlich : 
»  sin  N  =  sin  i 
»  cos  N  s=  cos  Q  cos  i, 
so  wird: 

sinAco8B  =  Mcos(jY+e) 
sin  c  cos  C  =  n  sin  (W  +  e) . 
Man  wird  sin  a,  sin  A  und  sin  c  stets  positiv  annehmen  können  und  danach  die  Qua- 
dranten, in  denen  A,  B  und  C  hegen,  bestimmen.  Zur  Controle  der  richtigen  Berech- 
nung der  Constanten  wird  man  auf  folgende  Weise  einen  geeigneten  Ausdruck  er- 
halten. Durch  entsprechende  gegenseitige  Multiplication  der  Ausdrücke  für  die 
Hilfswinkel  ergibt  sich : 

-    Bin  l>  sin  c  sin  ü  cos  B  =  sin  Q  sin  e  {  cos  Q  cos  t  cos  e  —  sin  1  sin  e  } 
sin  A  sin  c  cos  C  Bin  B  =  sin  Q  cos  e  {  cos  Q  cos  t  sin  e  -f  sin  t  cos  £  } ; 
die  Subtraction  dieser  Gleichungen  lässt  finden : 

sin  A  sin  c  sin  (C  —  B)  =  —  sin  Q  sin  i ; 
nun  ist  aber  auch  gesetzt  worden : 

.  sin  a  cos  A  =  —  sin  Q  cos  », 
demnach  gilt  auch  die  Gleichung : 

welche  als  Prufungsgleichung  benützt  werden  kann. 

Uppolmr,   Bebest  immun  Ken.    I.   1.  Antuf*.  3 
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In  den  zuletzt  aufgestellten  Ausdrucken  für  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
wird  es  zweckmässig  sein ,  das  Argument  der  Breite  u  in  v  +  w  aufzulösen  und  tu  mit 
den  Constanten  A.  B  und  C  zu  vereinigen.    Es  wird  dann  sein : 

Ä  =  A  -f-  (d  x  =  r  sin  a  sin  [A'  +  ") 

B  =  £  +  w  y'  =  r  sin  i  sin  (ß1  +  ») 

<T  =  C  +  w  z  =  r  sin  c  sin  (C  +  t>) . 

Sind  die  Elemente  auf  den  Äquator  als  Fundamentalebene  bezogen ,  so  gestaltet 
sich  die  Berechnung  der  Conatanten  viel  einfacher.  Man  wird  in  den  obigen  Aus- 
drücken e  gleich  Null  setzen  und  erhalten : 


sin  a  sin  Aa  =  cos  Q' 
sin  a  cos  Aa  =  —  sin  Q'  cos  • 
sin  b  sin  Ba  =  sin  Q' 
sin  b  cos  B„  =  cos  Q'  cos  t" 
sin  e    =  sin  t" 


A'=  Aa 

#  =  ßa 

ff  =a>' 


sin  a  sin  '^i'  -f-  ") 
1  4  sin  [B  +  c) 
i  c  sin  fC  +  ")- 

Ich  stelle  nun  die  Formeln,  die  zur  Berechnung  der  ÄquatorconBtanten  aus  den 
Ekliptikalelementen  dienen,  übersichtlich  zusammen : 


>3) 


cos  t 


sin  a  sin  A  =  cos  Q 
sin  a  cos  A  =  —  flin  Q 
n  sin  N        =  sin  t 
n  cos  iV       =  cos  Q  cos  i 

A'  =  A  +  m 

&  =  B  +  w 

C  =  C-|-to 
zur  Probe : 

tg.-  =  !i 

Es  können  aber  diese  Constanten  auch  dadurch  erhalten  werden ,  dass  man  vorerst  die 
ekliptikalen  Elemente  in  äquatoreale  verwandelt  und  dann  nach  den  oben  angesetzten 
sehr  einfachen  Formeln  13)  die  Aqu&torconstanten  ermittelt.  Man  kann  dieses  Ver- 
fahren zur  Controle  benützen. 

Als  Beispiel  der  Berechnung  der  Äquatorcons tauten  wähle  ich  die  oben  fpag.  9) 
angeführten  Elemente  des  Kometen  III  1862 ;  man  hat  für  dieselben  anzunehmen : 
ß  =  137™  27'  io"o2,     t—  113°34'  I2H24,     «  =  i52°45'  37"82,     e  =  23°  27'  26"i2 


sin  b  sin  B  =  sin  Q  cos  e 
in  b  cos  B  =  n  cos  [N  +  e\ 
sin  C  =  sin  3  sin  e 
cos  C  =  »  sin  (JV  -f-  e) 
2'  =  r  sin  o  sin  [j*V  +  t>) 
y  t=  r  sin  b  sin  (.Zf  -f-  t>) 
«'  =  r  sin  c  sin  ((7*  +  0) ; 

c»in{C  —  B) 


COS  6 

9.962  5385 

sin  t  =  »  sin  N 

9-962     I664 

sin  e 

9599  9538 

sin  oder  cos  JV 

9978   6527 

sin  Q 

9-830  0736 

n  cos  JV 

9469    2217 

cos  t 

9,601  9191 

N 

72°  10'  56"o4 

cos  '<■'  =  sin  a  sin  A 

9*867  3026 

N+e 

95   38  22-16 

sin  oder  cos  ^ 

9»972  5587 

cos  [&+  e) 

8«992  4157 

sin  a  cos  4 

9-431  9927 

n 

9-983  5137 

^ 

2900  9'  14^8 

«in  (AT  +  «) 

9997  8928 

sin  a 

9'894  7439 
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sin  b  Bin  B  9-792  6121  sin  c  sin  Ü  9-430  0274 

sin  oder  cos  B  9-995  0068  sin  oder  cos  C  9-983  5034 

sin  icos  B  8,975  9294  sin  c  cos  (7  9981  4065 

B  980  40'  i8H25  C  150  41'  32"74 

sin  b  9-797  6053  Bin  c  9-997  903 1 . 


Probe: 


x'  =  r.  9-894  7439  sin  {  82°  54'  52H8o  +  v) 

V'  =  '-  9797  6o53,Bin  (2510  25'  56*07  +  ») 

*     /  =  r.  9997  9031  sin  (1680  27'  io"s6  +  0) 

ein  b  sin  c     9-795  5084  COS  A     9537  2488 

sin(C— B)     9,9967314     sin  a  cos  ^     9.4319927 
sin  i  sin  c  sin  (C — 2f)     9*792  2398  tgt     0,3602471 

»     H3°  34'  >a"30, 
welcher  Werth  von  t  mit  dem  Ausgangswerthe  genügend  übereinstimmt. 

Zur  Probe  kann  man  auch  die  oben  ausgeführte  Verwandlung  der  ekliptikaleu 
Elemente  in  äouatoreale  benützen.    Setzt  man  wie  oben  (pag.  1 1}  die  Hittelwerthe  der 
nach  den  zwei  verschiedenen  Methoden  erhaltenen  Elemente  an,  nämlich : 
Q'  e=  14t0  28'  49"2i,     »T  =  950  37'  32*22,     et'  =  1680  27'  io"55, 
so  stellt  sich  die  Rechnung  nach  dem  FormelBystem  13)  wie  folgt: 

sin  8'    9-794  3369  sin  b  sin  Ba    9794  3369 

cos  »'     8,991  3495  sin  oder  cos  Ba    9996  7314 

cos  ö'  =  sin  a  sin  Aa     9,893  4258  sin  b  cos  Ba     8884  7753 

sin  oder  cob  Aa    9,9986818  Ba    82°  58' 45^2 

ein  a  cos  Aa     8-7856864  B'  251    25    56-07     , 

Aa    2740  27'  42"26  »in  *     9"797  °°55 

A'      82    54  52-81  sin  »'  =  sin  c     9-997  9032 

sin  a     9894  7440  ia'  =  C   1680  27'  lo"55, 

welche  Werthe  mit  den  früher  erhaltenen  gut  übereinstimmen. 

Die  eben  angegebenen  Formeln  können  jedoch  nach  der  Natur  der  Bahn  auch 
zweckmässig  abgeändert  werden.  Findet  nämlich  die  Bewegung  in  einer  Parabel  statt, 
so  ist,  wenn  man  mit  q  den  PerihelabBtand  bezeichnet,  wie  später  (pag.  58)  gezeigt 
wiTd:  r  =  ?sec|i>i, 

man  wird  demnach  in  obigen  Formeln  einsetzen : 
q  sin  a  =  m 
q  sin  b  ■--  n     \    15) 


=  m  sin  [A'  -+-  o)  ßec\  t>* 
=  n  sin  [B  +  »)  sec^  v1 
=  p  sin  (C  +  t>)  sec$  ff1. 
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Für  vom  Kreise  wenig  verschiedene  Bahnen  (Planetenhahnen)  werden  sich 
nachstehende  Transformationen  obiger  Ausdrücke  empfehlen.  Es  wird  im  zweiten 
Abschnitte  (pag.  57)  gezeigt  werden,  dass  zur  Berechnung  von  v  ein  Hilfswinkel  £ 
nothig  ist,  der  die  excentrische  Anomalie  genannt  wird  and  mit  v  und  r  durch  die 

beiden  Relationen : 

r  sin  v  =  a  sin  E  coa  cp 

r  coa  c  =  a  cos  B  —  o  sin  ip, 
verbunden  ist ;  a  und  q>  sind  Constanten ,  deren  Bedeutung  ebenfalls  im  zweiten  Ab- 
schnitte erörtert  wird.     Schreibt  man  zunächst  für  die  Werthe  der  Coordinaten  die 
aufgelöste  Form  hin,  so  resultirt: 

3?  =  r  sin  a  sin  A'  cos  t>  +  r  sin  a  coa  A'  sin  r 

y'  =  r  sin  b  sin  B'  cos  u  -f~  r  sin  b  cos  B'  sin  c 

z'  *=  r  sin  c  sin  C  cos  c  +  r  sin  c  cos  (7  sin  v. 

Setzt  man  für  die  Werthe  r  sin  0  und  r  cos  t>  die  oben  angeführten  Relationen  und 

weiters: 

V  sin  L'  =  «  sin  a  sin  ^4'  »»'  sin  M '  =  a  sin  0  sin  ß1 

?  cos  X/  =  a  sin  «  cos  <p  cos  ^'        m'  cos  M'  =?  a  sxa  b  cos  r/>  cos  Ä' 
K  =  —  sin  tp  f  sin  L'  fi'  =  —  sin  91  m'  sin  Jf' ■ 

ri  Bin  JV"  =  a  sin  c  sin  C 
n'  cos  N'  =  a  sin  c  cos  y  cos  C 
1/  =  —  sin  rp  n'  sin  JV', 
so  wird  man  als  neue  Form  für  die  rechtwinkligen  Äquatotcoordinaten  erbalten: 
x'  =  i'»m    {E  +  L')    +1' 
y'  =s  m'  sin  (E  +  M'\  +  ft' 
*'  =  n'Bin  (B+N')   -Hv,  | 
welche  Form  bei  der  Berechnung  einer  umfangreicheren  Planetenephemeride  wesent- 
liche Vortheilc  darbietet. 

b.    Der  Anfangspunkt  des  Coordinatensystemes  wird  geändert, 
er.    Heliocmtrischer  und  geocentrischer  Ort. 

Die  Coordinaten  eines  Himmelskörpers,  bezogen  auf  den  Erdmittelpunkt,  wer- 
den geocentriBche  genannt,  verlegt  man  aber  den  Anfangspunkt  des  CoordinatensyBtems 
in  das  Sonnencentrum,  so  bezeichnet  man  die  auf  diesen  Punkt  bezogenen  Coordinaten 
des  Himmelskörpers  als  heliocentrische.  Nennt  man  X,  Y  und  Z  die  geocentrischen 
Coordinaten  der  Sonne,  £,  17  und  £  die  geocentrischen  Coordinaten  des  Himmelskörpers 
und  endlich  x,  y  und  z  die  helioeentrischen  Coordinaten  desselben,  so  ist  offenbar : 
S=z+X ] 

:       i-»+r ! 
.{  —  '  +  *■; 
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Die  Berechnungsart  der  Grössen  x,  y,  z,  X,  Y  und  Z  ist  im  vorausgehenden  Kapitel 
angedeutet  worden ,  es  ist  daher  mit  Hilfe  der  eben  aufgestellten  Relationen  die  Erui- 
rung  von  |,  ij  und  £  ermöglicht;  will  man  sofort  die  geozentrischen  polaren  Coordi- 
naten  kennen,  so  wild  man  unter  der  Voraussetzung  äquatorealer  Coordinaten,  wenn 
mit  0  die  geocentrische  Entfernung  bezeichnet  wird,  haben : 

£  cos  a  cos  i  =  x  +  X  ' 

0sinacos<J  =  y  +  Y 
(,  Bin  3  =  »  + 

Diese  Form  des  ÄSberganges  auf  geocentrische  Coordinaten  wird  besonders  bei  der 
Ausführung  von  Ephem enden  Anwendung  finden;  bei  ersten  Bahnbestimmungen 
jedoch,  wo  fast  ausschliesslich  die  Ekliptik  als  Eundamentalebene  gewählt  wird,  werden 
etwas  abgeänderte  Formeln  mit  Vortheil  benützt.  Die  Breite  der  Sonne  kann  als  Behr 
klein  meist  vernachlässigt  werden ,  soll  dieselbe  aber  mit  in  Rechnung  gezogen  wer- 
den ,  so  gestatten  die  weiter  unten  mitgetb eilten  Methoden  eine  strenge  Eliminirung 
der  Sonnenbreiten ;  man  wird  daher  die  Ü-Coordinate  der  Sonne  der  Null  gleich  setzen 
können.  Bezeichnet  man  mit  /,  b  und  r  die  heliocentrische  Länge,  Breite  und  Entfer- 
nung (Radius  vector)  des  Himmelskörpers,  mit  L  und  R  die  geocentrische  Länge  und 
Entfernung  der  Sonne  (die  Breite  wird  dem  eben  Angeführten  gemäss  der  Null  gleich 
angenommen),  mit  X,  ß  und  p  die  geocentrische  Länge,  Breite  und  Entfernung  des 
Himmelskörpers,  so  wird,  wenn  man  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  sofort  die 
polaren  hinschreibt : 

0  cos  1.  eos  ß  ==■•■  r  cos  l  cos  b   {   R  cos  L    1 

0  sin  X  cos  ß  ■■■—  r  sin  l  cos  b  +  R  sin  L    \     3} 

0  Bin  ß  ■--■  r  Bin  b.  ) 

Diese  Formeln  können  von  Fall  zu  Fall  wesentlich  vereinfacht  werden ;  zählt  man  die 

Längen  von  einem  Punkte  aus ,  dessen  Länge  gleich  L  angenommen  wird,  so  erhält 

man  aus  diesen  Gleichungen : 

p  cos  [X  —  L)  cob  ß  =  r  cos  (l  —  L)  cos  b  +  R 
0  sin  (X  —  L)  cos  ß  =  r  sin  (/  —  L)  cos  b  l    4] 

0  sin  ß  =  r  sin  b. 
Wählt  man  als  Ausgangspunkt  die  Länge  l,  so  wird : 

0  cos  (Ä  —  1}  cob  ß  =  r  cob  b  -+-  R  cob  [L  —  1} 
q  sin  (X  —  t)  cos  ß  =  R  sin  [L  —  t) 
0  sin  ß  =  r  ein  b. 

Zählt  man,  wie  dies  heim  Übergang  auf  den  heliocentri sehen  Ort  vorteilhaft  ist,  alle 
Längen  von  X  aus  und  setzt  der  geforderten  Transformation  entsprechend  die  Formeln 
um,  so  wird  man  haben : 

r  cos  (/  —  X]  cos  b  =  0  cos  ß  —  R  cob  [L  —  X) 
rsin  (/—  X)  cos  4  =  —  ü  sin  (X  —  l)  }    6) 

r  sin  b  =.p  Bin  ß. 
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Will  man  aus  den  Elementen  direct  die  geozentrische  Länge ,  Breite  und  Entfernung 
des  Himmelskörpers  berechnen  ,  so  empfiehlt  es  Bich,  alle  Längen  vom  aufsteigenden 
Knoten  O  der  Bahn  zu  zählen  ;  es  findet  sich  dann : 

p  cos  (l  —  Q)  cos  (i  =  r  cos  {l  —  Q)  cos  b  +  R  cos  [L  —  Q) 
p  »in  (i  —  Q)  cos  ji  =  r  sin  (/ —  3)  cos  *  +  II  sin  [L  —  O] 
p  sin  //  =  r  sin  J. 
Ersetzt  man  nun  die  heliocentrischen  Längen  und  Breiten  durch  das  Argument  der 
Breite  und  die  Neigung  der  Bahn ,  so  folgt  aus  dem  in  Betracht  kommenden  recht- 
winkligen sphärischen  Dreiecke : 

me  u  —  cos  [I  —  Q)  cos  b 
sin  u  cos  i  =  sin  (/  —  Q)  cos  6 

und  man  erhält  die  zur  Anwendung  höchst  bequeme  Form : 
pcos  (X—  0.)  cos/J  =  rcos  u  -\-  Äcos  [L—  Q) 
p  sin  (Jl  —  Q)  cos  (S  =  r  sin  m  cos  »  +  Ä  sin  (Z,  — 

q  sin  tf  ■  —  r  sin  «  sin  t. 

/f.    Parallaxe. 

Ein  mit  der  eben  vorgetragenen  Transformation  der  Coordinaten  sehr  ver- 
wandtes, ja  identisches  Problem  ist  das  der  Parallaxe,  nnr  verlangt  die  Art  der  Ermitt- 
lung derselben  als  Correctionsgrösse  eine  etwas  verschiedene  Lösung  der  Aufgab«. 

Die  Beobachtungen  werden  ui  der  Erdoberfläche  erhalten ,  es  ist  aber  für  die 
meisten  Berechnungen  von  Vortheil  und  in  vielen  Fällen  geboten ,  die  Beduction  auf 
den  Erdmittelpunkt  oder  auf  einen  durch  die  Verhältnisse  bestimmten  Punkt  (locus 
fictus)  auszufahren.  Durch  diese  Verrückung  des  Anfangspunktes  des  Coordinaten- 
systems  entstehen  Änderungen  in  den  beobachteten  Coordinaten ;  den  Unterschied  der 
Richtungen  einer  vom  Beobachter  aus  zum  beobachteten  Objekte  gezogenen  Geraden 
gegen  eine  solche,  welche  dieses  Objekt  mit  dem  Erdmittelpunkte  verbindet,  bezeichnet 
man  mit  dem  Namen  der  Parallaxe.  Die  Parallaxe  eines  Himmelskörpers  kann  auch 
so  definirt  werden ,  dass  man  dieselbe  als  den  scheinbaren  Abstand  zwischen  dem  Be- 
obachter und  dem  Erdmittelpunkte,  vom  Himmelskörper  aus  gesehen,  bezeichnet.  Das 
vorliegende  Kapitel  fasst  aber  diese  Bezeichnung  etwas  weiter,  indem  in  dasselbe  die 
mit  der  Parallaxe  verwandten  Reductionen  einbezogen  werden. 

Die  zu  berechnenden  Reductionen  sind  Functionen  der  Erddimensionen  und  es, 
ist  nothwendig ,  vorerst  diese  näher  zu  betrachten.  Die  Erde  gleicht  nahezu  einem 
Rotationsellipsoid ,  dessen  kleine  Achse  durch  die  Pole  der  Erde  gelegt  ist.  Ist  a  die 
halbe  grosse  Achse  und  b  die  halbe  kleine  Achse,  so  ist  die  Abplattung  der  Erde  be- 
stimmt durch  die  Relation : 


Die  Grössen  a  und  b  müssen  aus  entsprechend  angestellten  Beobachtungen  (Gradmes- 
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sungen}  abgeleitet  werden.     Bessel  hat  durch  genaue  Discussion  der  vorhandenen 

Gradmeasungen  gefunden : 

a  =  3272  077-14  Toisen  =  6377  397-15  Meter 
b  =  3261  13933      •       =  635°  o?8-96       »     > 

woraus  sofort  folgt : 

Bei  Messungen  auf  der  Erde  mögen  allenfalls  a  oder  die  oben  angesetzten 
Längenmasae  (Toise ,  Meter)  oder  andere  verwandte  {Meilen ,  Klafter  etc.)  als  Einheit 
geniigen ;  bei  astronomischen  Berechnungen  aber  wird  die  Anwendung  derselben  un- 
bequem sein  und  man  hat  sich  dahin  geeinigt,  besonders  sobald  es  sich  um  Entfernun- 
gen innerhalb  des  Sonnensystems  handelt,  die  halbe  grosse  Achse  der  Erdbahn  als  Ein- 
heit einzuführen  (über  den  eigentlich  in  Betracht  kommenden  Werth  für  diese  Einheit 
vgl.  Abschnitt  II,  Kapitel  I  pag.  49) .  Es  muss  deshalb,  soll  der  Übergang  von  der  einen 
Einheit  auf  die  andere  ausgeführt  werden ,  das  Verhältnis  dieser  bekannt  sein,  welches 
wieder  nur  durch  Beobachtungen  erlangt  werden  kann.  Die  Kleinheit  der  Erde  im 
Verhältnisse  zu  ihrer  Entfernung  von  der  Sonne  macht  aber  diese  Bestimmung  sehr 
schwierig  und  es  bedarf  besonderer  Methoden,  um  genügende  Resultate  zu  erlangen; 
die  Auseinandersetzung  derselben  gehört  aber  nicht  hierher  und  ich  werde  hier  nur  im 
AnBchluss  an  eine  Arbeit  über  diesen  Gegenstand  von  S.  Newcomb  eine  Zusammen- 
stellung der  durch  die  verschiedenen  Methoden  erlangten  Resultate  geben.  Bezeichnet 
man  den  Winkel ,  unter  dem  der  Aquatorhalbmesser  der  Erde  von  der  Sonne  in  der 
Entfernung  1  gesehen  erscheint ,  als  die  Sonnenparallaxe  it,  so  ergeben  sich  für  diese 
Grösse  folgende  Werthe : 

1.  Aus  den  Meridianbeobachtungen  des  Mars  im  Jahre  1862,  ausgeführt  nach 
dem  Plane  Winnecke's,  fand  sich  n  =  B"8$$  ±  o"o2o. 

2.  Die  Marsbeobachtungen  desselben  Jahres  mit  Hilfe  von  an  Refractoren  an- 
gebrachten mikrometrischen  Apparaten  ergaben  tc  =  8"842  ±  o"o40. 

3.  Durch  Powalky's  neue  Discussion  des  Venusdurchganges  von  1769  wird 
n  =  8"86  ±  o"o4. 

4.  Die  parallak tische  Ungleichheit  des  Mondes  gibt  mit  Rücksicht  auf  Einzeln  - 
werthe,  die  Hansen,  Stone  und  Newcomb  gefunden  haben 

a  =  8"838  ±  o"o25. 

5.  Aus  der  Mondgleichung  der  Erde,  die  nach  vierzehnjährigen  Greenwicher, 
fünfjährigen  Washingtoner  Beobachtungen  und  Le  Verrier's  Bestim- 
mung abgeleitet  ist,  wird  n  =  8"8og  ±  o"o54. 

6.  Foucault's  Bestimmung  der  Lichtgeschwindigkeit  ergibt  n  =  8"86  ±? 

Newcomb  zieht  aus  diesen  sechs  Bestimmungen  als  wahrscheinlichsten  Werth  für 

die  Sonnenparallaxe :  „„„  „    .      „ 

*  n  =  8"848  ±  o  013, 

welcher  Werth  für  11  in  diesem  Werke  durchaus  adoptirt  ist. 

Seit  der  Publication  der  NewcomVschen  Arbeit  sind  mehrfache  Bestim- 
mungen der  Sonnenparallaxe   unter  Anwendung  verschiedener  Methoden   vorgenom- 


DigitizGd  by  Vj OOQ  IC 


24 

men  worden ,  welche  die  obigen  Werthe  sehr  nahe  bestätigen.  So  finden  Camphell 
und  Neison  aus  der  paraüaktischen  Ungleichheit  des  Mondes  mit  Benützung  der 
Greenwicher  Beobachtungen  zwischen  den  Jahren  1862  und  1876  inclusive  den  Werth 
vr  =  8*848  ±  o"oo7 ;  Maxwell  Hall  aus  in  Jamaica  bei  verschiedenen  Zenithdistanzen 
angestellten  Marsbeobachtungen  8"-j8g  ±  o"o6o;  Gill  auf  Ascension  durch  dieselbe 
Methode  8"7 8  ±  o"o  12;  Michelson  und  T o d d  aus  neuen  sehr  genauen  Bestimmun- 
gen über  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  8"8o8  ±  o"oo6,  welcher  Werth 
durch  eine  neue  und  genauere  Beobachtungsreihe  Michelson's  fast  völlig  bestätigt 
wird.  Ferner  wäre  noch  zu  erwähnen,  dass  zu  den  bisher  benützten  Methoden  der 
Parallaxenbestimmung  eine  neue  hinzugetreten  ist,  nämlich  die  von  Galle  in  Vor- 
schlag gebrachte :  die  Parallaxe  jener  kleinen  Planeten ,  welche  der  Erde  verhältnis- 
mässig, nahe  kommen ,  im  Falle  günstiger  Oppositionen  direct  zu  bestimmen  und  da- 
raus, wie  hei  Mars,  einen  Schluss  auf  die  Sonnenparallaxe  zu  ziehen.  Galle  leitet  aus 
den  Flora-Beobachtungen  des  Jahres  1873  den  Werth  8"873  ±o"c-43  ah.  Schliesslich 
könnte  noch  hervorgehoben  werden,  dass  die  vorläufig  bekannt  gewordenen  wenig  be- 
friedigenden Resultate  des  Venusdurchgan ges  deB  Jahres  1874  im  Allgemeinen  Werthe 
ergeben,  die  nicht  viel  von  8"8  zu  sein  scheinen.  Man  könnte  die  angeführten  Be- 
stimmungen dazu  verwerthen,  den  von  Newcomb  angegebenen  Werth  der  Sonnen- 
parallaxe zu  verbessern  ;  da  jedoch  der  letztere  nunmehr  nahezu  allgemein  den  Rech- 
nungen zu  Grundegelegt  wird  und  durch  das  Hinzuziehen  der  neueren  Beobachtungen 
keine  wesentliche  Änderung  erfahren  wurde,  so  werde  ich  denselben  unverändert  in 
der  Folge  in  Anwendung  ziehen. 

Bezeichnet  man  mit  A  die  Entfernung  des  Beobachtungsortes  vom  Erdmittel- 
punkte, ferner  mit  6  und  ip'  seine  geocentriBche  Rectascension  und  Declination,  so  sind 
die  rechtwinkligen  Aquatorcoordinaten  desselben  in  Bezug  auf  den  Erdmittelpunkt : 

£  =  k  008  9/  OOB  0 

t)=h  cos  <p'  sin  I) 
£  =  h  sin  <p'. 

Es  stellt  sich  die  Aufgabe,  h,  <p'  und  0  aus  den  Daten  der  Beobachtung 
(Beobachtungsort  und  Zeitangabe]  zu  ermitteln.  Ich  nehme  zuerst  die  Bestimmung 
der  letzteren  Grösse  vor. 

6  ist  offenbar  -mit  der  Zeit  veränderlich ,  da  sich  im  Verlaufe  eines  Tages  die 
Erde  um  ihre  Achse  dreht ;  diese  Umdrehung  wird  in  Rücksicht  auf  ein  festes  Coordi- 
natensystem  in  einem  Sterntage  vollendet.  Die  Rectascension  des  Beobachtungsortes 
wird  für  den  Erdmittelpunkt  oh  sein,  wenn  mit  dem  Erdorte  der  Frühjahrspunkt  cul- 
minirt,  es  ist  in  diesem  Augenblicke  für  den  Erdort  ebenfalls  o*  Sternzeit.  Cnlminirt 
ein  anderer  Punkt,  dessen  Rectascension  8  sein  mag,  gleichzeitig  mit  dem  Eidorte,  so 
ist  8  die  Rectascension  des  Erdortes ,  aber  auch  gleichzeitig  der  Stundenwinkel  des 
Frühjahrpunktes  für  diesen  Ort,  oder  die  Sternzeit ;  es  ist  demnach  8  identisch  mit  der 
Sternzeit  des  Ortes.  Eine  jede  Beobachtung  muss  stets  die  Angabe  enthalten ,  wann 
dieselbe  angestellt  ist ;  diese  Zeitangabe  ist  gewöhnlich  in  mittlerer  Zeit  des  Beobach- 
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tungsortes  oder  eines  bestimmten  anderen  Meridians  angegeben.  Es  stellt  sich  demnach 
vorerst  die  Aufgabe,  aus  der  mittlem  Zeit  die  zugehörige  Sternzeit  zu  berechnen.  Hit 
Hilfe  der  Angaben  der  Ephemeriden  wird  dies  leicht  ausgeführt  werden  können.  Die- 
selben geben  für  jeden  mittleren  Mittag  des  Normalmeridians ,  für  den  das  Jahrbuch 
berechnet  ist ,  den  Unterschied  Sternzeit  —  mittlere  Zeit ,  d.  h.  die  Sternzeit  im  mitt- 
leren Mittag ;  kennt  man  die  mittlere  Zeit ,  die  seit  diesem  mittleren  Mittag  des  festen 
Meridians  verflossen  ist ,  und  verwandelt  diese  in  Sternzeit ,  so  wird  die  Summe  dieser 
Zeit  und  der  Steinzeit  im  mittlem  Mittag  die  gesuchte  Sternzeit  sein. 

Ein  in  Sternzeit  ausgedrücktes  Zeitintervall  kann  leicht  in  mittlere  Zeit  um- 
gewandelt werden ,  wenn  man  bedenkt ,  dass  im  Verlaufe  eines  tropischen  Jahres  ein 
Sterntag  mehr  sein  muss ,  als  in  demselben  mittlere  Tage  enthalten  sind.  Nun  iat 
das  tropische  Jahr  gleich  365-2422  mittleren  Sonnentagen ,  es  sind  also  in  demselben 
366-2422  Sterntage  enthalten;  daraus  ergeben  sich  zur  gegenseitigen  Transformation 
eines  Intervalles  Sternzeit  (/„)  in  ein  Intervall  mittlere  Zeit  (Jq)  die  Relationen : 

sps,J     .j 

und  umgekehrt : 

wobei : 

angenommen  ist. 

Zu  dieser  Umwandlung  gewähren  die  vorhandenen  Ephemeriden  und  Samm- 
lungen astronomischer  Tafeln  sehr  geeignete  Hilfsmittel.  Die  bequemste  Tafel ,  die 
mit  dem  Argumente  mittlere  Zeit  sofort  die  Reduction  auf  Steinzeit  angibt,  findet  sich 
in  der  Wamstorifschen  Tafelsammlung :  man  nennt  diese  Reduction  die  Acceleration 
der  Fixsteine.  Das  Intervall  des  Argumentes  in  dieser  Tafel  ist  bo  gewählt ,  dass  die 
Reduction  von  o'i  zu  0*1  vorschreitet;  ich  habe  einen  Auszug  der  Tafel  als  Tafel  I 
in.  das  vorliegende  Werk  aufgenommen,  mich  aber  begnügt,  die  Reduction  von 
Sekunde  zu  Sekunde  vorschreiten  zu  lassen ,  da  bei  Parallaxenrechnungen  die  Abkür- 
zung der  Zeit  auf  volle  Sekunden  gestattet  ist.  Die  Anwendung  ist  einfach  genug. 
Will  man  zu  einem  gegebenen  Zeitintervalle  mittlerer  Zeit  das  zugehörige  Sternzeit- 
intervall  auf  volle  Sekunden  genau  finden ,  so  geht  man  mit  dem  Argumente  mittlere 
Zeit  in  die  Tafel  ein ,  nimmt  zu  dem  der  gegebenen  mittleren  Zeit  zunächst  liegenden 
Argumente  die  Reduction  und  addirt  diese  zu  dem  gegebenen  Zeitintervalle.  Es  sei 
z.  B.  zu  verwandeln  i6Ä  57™  41  mittlere  Zeit  in  das  entsprechende  Sternzeitintervall. 
Die  Tafel  I  gibt  mit  dem  Argumente  16*  56™  36*  (das  zunächst  liegende  Argument) 
die  Reduction  +  2m  47* ;   c'e  Rechnung  gibt  als : 

1 6*  5  7m    4'  mittlere  Zeit 
Acc.    +2     47 

16   5g     51  Sternzeit. 

Wollte  man  eine  grössere  Genauigkeit  erlangen ,  so  müsste  man  durch  lineare  Inter- 
polation den  genaueren  Werth  der  Acceleration  ermitteln ;  in  solchem  Falle  ist  aber 

Oppolipr,   Bahnhaitlnmnngen.   I.    i.  KuSagf.  4 
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die  in  diesem  Werke  aufgenommene  Tafel  nicht  bequem.  Für  das  gewählte  Beispiel 
würde  sich  durch  Interpolation  ergeben : 

i6A  57m    4*00  mittlere  Zeit  ■    , 

Acc.    +2     47-08 

16  59  51-08  Sternzeit. 
Hat  man  jedoch  keine  Hilfstafeln  zur  Hand  und  ist  eine  Genauigkeit  von  einer 
halben  Sekunde  in  der  Ermittlung  der  Acceleration  auereichend ,  so  genügt  das  fol- 
gende höchst  einfache  von  Herrn  R.  Schräm  benutzte  Verfahren,  dessen  Berechtigung 
sich  leicht  aus  den  hier  geltenden  Zahlenverhältnissen  ergibt.  Man  dividire  die  Stun- 
den mittlerer  Zeit  durch  sechs  und  setze  den  Quotienten  als  Minuten ,  den  Rest  als 
Zehnersekunden  an ;  die  Einheiten  der  Sekunden  ergeben  sich  aus  der  Division  der 
gegebenen  mittleren  Zeitminuten  durch  sechs,  vermindert  um  die  Anzahl  der  Aece- 
lerationsminuten.    Das  obige  Beispiel  gibt: 

16  :  6  =  2m  40* 

{57  :  6)  —  2-7  = 7_ 

demnach  die  Acceleration  :  zm  47'. 
Hat  man  sich  derart  die  seit  dem  mittleren  Mittag  verflossene  Sternzeit  aus  der 
entsprechenden  Angabe  der  mittleren  Zeit  verschafft,  so  ist  einfach  dieser  gefundene 
Wcrth  zu  der  Stemzeit ,  die  im  mittleren  Mittag  statt  hat ,  zu  addiren ,  und  man  erhält 
so  die  gesuchte  Sternzeit.  Der  geforderte  Werth :  Sternzeit  weniger  mittlere  Zeit  im 
mittleren  Mittag,  findet  sich  aber  in  den  Ephemeriden  nur  für  gewisse  Meridiane  z.  B. 
im  englischen  Nautical  almanac  für  Greenwich,  im  Berliner  astr.  Jahrbuch  für  Ber- 
lin etc.,  für  andere  Meridiane  mnss  ans  den  Angaben  der  Ephemeriden  der  verlangte 
Werth  erst  berechnet  werden.  Von  einem  mittleren  Mittag  bis  zum  nächsten ,  also  in 
einem  mittleren  Tage  eilt  die  Sternzeit  der  mittleren  Zeit  um  3'™  56*555  Sternzeit 
voran.  Nun  tritt  für  einen  beliebigen  Meridian  der  mittlere  Mittag  um  den  Längen- 
Unterschied  l  (früher  bei  östlicher,  später  bei  westlicher  Länge),  der  östlich  negativ, 
westlich  positiv  gezählt  wird,  verändert  ein ;  drückt  man  also  diesen  Längenunterschied 
in  Einheiten  der  Stunde  aus ,  so  ist  die  Correction  (in  Zeitsekunden) ,  die  man  an  die 
Angabe  des  Jahrbuches  für  die  Sternzeit  des  mittleren  Mittags  anzubringen  hat ,  be- 
stimmt durch : 

Corr.  =  ^|i^  /  =  9*8565  l. 

So  hegt  z.  B.  die  Sternwarte  Wien-Josefstadt  iim  50*4  östlich  von  Berlin  und 
,ä  jin  2ji3  östlich  von  Greenwich;  es  ist  demnach  die  Correction,  die  man  für  diese 
Sternwarte  an  die  Angaben  der  Jahrbücher  anzubringen  hat  ■ 

für  das  Berliner  astr.  Jahrbuch:  —     1*94, 
für  den  Nautical  almanac:  —  10-75. 
In  der  Tafel  III  sind  neben  der  Länge  die  diesbezüglichen  Reductionen  für  alle  im 
Berliner  astr.  Jahrbuche  für  1 883  angeführten  Sternwarten  fÜT  den  Berliner  Meridian 
geltend  angesetzt,  ausserdem  für  einige  Observatorien ,  die  jetzt  nicht  mehr  bestehen, 
von  denen  sich  aber  aus  dem -Anfange  des  gegenwärtigen  Jahrhunderts  zahlreiche 
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Beobachtungen  vorfinden.     Ich  werde  nun  auch  ein  Beispiel  anfuhren.     Es  sei  die 
Sternzeit  zu  suchen  fiir:    1867  Oktob.  1   nA  26™  29*80  m.  Zt.  Josefstadt. 
Tafel  I  +     1     52-77 
Berl,  Jahrbuch — 1*94;   12    38     49-15 

qA    -,m  n*7j  Stemzeit  Josefstadt. 

Auf  diese  Weise  ist  es,  wenn  die  Zeitangabe  der  Beobachtung  gemacht  ist, 
nicht  schwierig,  das  verlangte  ß  zu  berechnen ;  doch  kann  man  auch  auf  eine  etwas 
andere,  in  vielen  Fällen  bequemere  Weise  diese  Transformation  vornehmen.  Häufig 
ist  es  ohnedies  nöthig ,  die  Ortszeit  auf  einen  bestimmten  Meridian ,  der  in  einem 
Jahrbuche  als  massgebend  angenommen  ist,  zu  übertragen.  Man  addirt  die  Angabe 
des  Jahrbuches  für  den  Mittag  des  Normalmeridians  zur  Ortszeit,  berechnet  aber  die 
Acceleration  der  Fixsterne  nicht  für  diese,  sondern  für  die  auf  den  Normalmeridian 
übertragene  Beobachtungszeit.  Die  Richtigkeit  dieser  Regel  ergibt  sich  leicht  aus 
dem  Vorstehenden,  oder  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  Differenz  der  mittleren 
und  Steinzeiten  für  zwei  verschiedene  Orte  gleich  dem  Längenrrnterschiede  ist,  wie 
dies  auch  für  die  Differenz  der  wahren  Zeit  gilt.    Im  obigen  Beispiel  ist : 

nA  itm  29*80  mittl.  Zeit  Josefstadt  =  u*  14*"  39*4  mittl.  Zeit  Berlin. 
+      1     50-83  Acc  für  Berliner  Zeit. 
12    38    51-09  (Berl.  Jahrbuch,  für  o*  Berl.  Zeit) . 
o*    7m  11*72  Sternzeit  Josefstadt. 
Dieses  letztere  Verfahren  wird  besonders  dann   mit  Vortheil   gebraucht,  wenn  man 
Beobachtungen   mit  einer  für  den  Normalmeridian  gerechneten  Ephemcride  zu  ver- 
gleichen hat. 

Aus  dem  bisher  Vorgetragenen  wird  man  auch  die  Regeln  für  das  umgekehrte 
Verfahren,  nämlich  zu  einer  gegebenen  Stemzeit  die  mittlere  zu  finden,  ableiten 
können.  Die  Losung  dieser  Aufgabe  wird  auch  bei  Bahnhestimmungen  bisweilen 
in  Betracht  kommen.  Manche  Beobachter  theilen  die  Meridianbeobachtungen  ohne 
Angabe  der  Üeobachtungszeit  mit,  bei  solchen  ist  aber  die  angesetzte  Rectascension 
unmittelbar  die  Sternzeit  der  Beobachtung.  Will  man  dieselbe  in  mittlere  Ortszeit 
verwandeln,  so  wird  man  zunächst  durch  Addition  des  Längenunterschiedes  die  Stem- 
zeit des  Normalmeridians  ermitteln,  subtrahirt  man  hiervon  die  für  den  mittleren  Mit- 
tag geltende  Stemzeit,  so  erhält  man  die  seit  dem  Mittag  verflossene  Zeit  in  Sternzeit 
ausgedrückt:  die  Tafel  II  gibt  mit  diesem  Argumente  die  Reduction  dieses  Zeifc- 
intervalls  auf  mittlere  Zeit  in  derselben  Anordnung  wie  Tafel  I.  Durch  Subtraction 
dieser  Reduction  nebst  der  für  o*  mittlere  Zeit  des  Normalmeridians  geltenden  Stem- 
zeit des  Beobachtungsdatums  von  der  beobachteten  Rectascension  findet  sich  un- 
mittelbar die  Beobachtungszeit  in  mittlerer  Ortszeit.  Es  wurde  die  Rectascension 
des  Planeten  Eunomia  am  Meridianinstrumente  zu  Bonn  beobachtet:  1866  Jan.  1. 
5*53"*  0*32  =  6h  i8m  11*94  Berliner  Stemzeit.  Man  hat  als  Argument,  da  nach  dem 
Berliner  Jahrbuch  für  1866  Jan.  1.  die  Stemzeit  im  mittl.  Mittag  i8A  43'"  29*45  *st> 
den  Werth  1  iA  34*"  42*;  es  ist  demnach : 


•  Google 


a  =  5*  53"»  0*32 

Tafel  II  =        —      i    53-81 
Steinzeit  1.  Januar  =  —  18    43    29-45 
mittl.  Zeit  Bonn  =        nA   7"*  37*06. 
Hat  man  den  Werth  9*8565  7  berechnet,  der  für  Bonn,  da  l  =  -\-  25™  1  iJ6  ist,  +  4*14 
gefunden  wird ,  bo  wird  es  bei  einer  grösseren  Zahl  derartiger  Verwandlungen  be- 
quemer sein,  diese  Quantität  zur  Berechnung  der  Steinzeit  für  den  mittleren  Mittag 
von  Bonn  zu  verwenden.    DaB  Verfahren  erläutert  sich  durch  die  Durchführung  des 
eben  gewählten  Beispieles  nach  dieser  zweiten  Methode : 
a  =     5*  53"*  0*32 


Berl.  Jahrb. 

.Jan.  1866  +  4*14  sso  18    43  33-59 

Sternzeit  seit  oh  =  11      9  26-73 

Tafel  II  =  —     i  4967 

mittl.  Zeit  Bonn  =  nA  7™  37*06 

Wendet  man  keine  Hilfstafeln  an  und  genügt  eine  Annäherung  auf  eine  halbe  Se- 
kunde, so  kann  das  oben  aufgeführte  Schram'sche  Verfahren  in  ganz  gleicher  Weise 
zur  Ermittlung  der  Retardation  benützt  werden. 

Die  zur  Berechnung  der  Coordiuaten  des  BeobachtungsorteB  nothwendige 
Grösse  6  kann  man  demnach  als  bekannt  voraussetzen  und  nun  an  die  Ermittlung 
der  Grössen  k  und  tp'  schreiten ,  welche ,  da  die  Erde  als  regelmässiges  Rotations- 
-  ellipsoid  betrachtet  werden  kann,  nur  Functionen  der  Polhöhe  oder  der  geographi- 
schen Breite  des  Beobachtungsortes  sind. 

Ware  die  Erde  eine  Kugel,  so  würde  h  stets  dem  Äquatorhalbmesser  gleich 
sein ,  der  für  die  folgenden  Untersuchungen  als  Einheit  angenommen  wird ,  und 
ip'  (die  geocentrische  Polhöhe)  mit  der  Polhöhe  tp  zusammenfallen ,  indem  die  Pol- 
höhe eines  Beobachtungsortes  mit  dem  Winkel  identisch  ist,  den  das  Luth  mit  der 
Äquatorebene  bildet.  Die  allerdings  geringe  Abplattung  aber  veranlasst,  dass  h  mit 
der  Annäherung  an  die  Pole  kleiner  wird  und  dass  das  Loth  nicht,  gegen  das  Erd- 
centrum gerichtet  ist.  Es  stellt  sich  also  die  Aufgabe ,  h  und  tp'  als  Functionen  von  ip 
darzustellen. 

Denkt  man  sich  durch  die  Erdachse  eine  Ebene  gelegt,  so  wird  der  Durch- 
schnitt dieser  Ebene  mit  der  Erdoberfläche  einen  Meridian  bilden  und  legt  man  in 
diese  Ebene  ein  Coordinatensystem  so,  dass  der  Anfangspunkt  mit  dem  Erdmittel- 
punkte zusammenfällt,  die  X-Achse  nach  dem  Äquator,  die  positive  Y-Achse  nach 
dem  Nordpol  gerichtet  ist,  so  wird  auf  dieser  Ebene  der  Durchschnitt  mit  der  Erd- 
oberfläche als  Ellipse  erscheinen ;  ip'  wird  der  Winkel  sein ,  den  die  durch  den  Er- 
mittelpunkt  und  den  Beobachtungsort  hindurch  gelegte  Linie  mit  der  X-Achse  ein- 
schliesst,  tp  der  Winkel,  den  die  Normale  mit  der  Abscissenach.se  bildet.  Bezeichnet 
man  die  Coordinaten  des  Beobachtungsortes  durch  x  und  y,  so  wird  sein : 
tg  9'  —  X 

dx 

HSV ■ * 
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Aus  diesen  beiden  Gleichungen  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen,  die  für  die 
Ellipse  gelten,  wird  man  q>'  als  Funktion  von  tp  darstellen  können.  Die  Gleichung 
der  Ellipse  gibt,  wenn  man  mit  a  und  b  die  grosse  und  kleine  Halbachse  bezeichnet : 

ft'a:*  +  aV  =  o1*1;  0 

durch  Differentiation  nach  x  und  y  wird  zunächst : 

ftxdx  +  a%ydy  =  o, 
oder:      .  _£_=__*!*£ 

x  a'     dy  ' 

Mit  Rücksicht  auf  die  oben  angesetzten  Relationen  für  tp  und  tp'  ist  sofort ; 

wodurch  rp'  als  Function  von  tp  dargestellt  ist.  Um  nun  A  ebenfalls  als  Function  von  (p 
darzustellen,  wird  man  sich  der  Relationen : 

x  =  A  cos  tp',         y  =  A  sin  y', 
bedienen.     Quadrirt  man  dieselben  und  setzt  sie  in  die  Gleichung  i)  ein,  so  wird 
«Aalten  :  j,  CM  ^  {  ,  +  £  ^  ?.,j  _  „,. 

für  diese  Gleichung  kann  man  aber  setzen : 

A'  cos  y's  {  i  +  tg  <p  tg  fp' }  =  «*, 

somit  ist:  ,   ■■/      wc*y'  -*/       «w  91  . 

K  (1  +tg*tfcV)  —  ■    K  cos»'«w[V'-  T)  '  3' 

Wiewohl  die  Bestimmung  von  tp'  und  A  durch  die  Formeln  2)  und  3)  sehr  einfach  ge- 
schieht, so  ist  es,  da  der  Unterschied  {tp' —  tp)  niemals  gross  werden  und  ebenso  A  nur 
um  ein  Geringes  von  der  Einheit  verschieden  sein  kann,  doch  meist  von  Vortheil, 
zur  Bestimmung  von  tp'  und  A  Reihen  mit  dem  Argumente  tp  zu  entwickeln ,  welche 
die  eben  angeführten  Unterschiede  unmittelbar  angeben. 

Vorerst  sollen  aber  zwei  Lagrange 'sehe  Reihen  abgeleitet  werden,  welche 
die  Losung  des  vorgelegten  Problems  in  höchst  einfacher  Weise  vermitteln.  Es  sei 
gegeben  eine  Relation  von  der  Form : 

tg  x  =  n  tg  y.  4) 

Man  kann  den  Unterschied  (x  —  y)  nach  einer  periodischen  Reihe,  die  nach  dem  Sinus 
der  geraden  Vielfachen  des  Bogens  tp  fortschreitet,  entwickeln.    Es  ist  zunächst : 

%.-*»-(.-.)*»    oder       £<•-;'   -<— Ogjf. 
woraus  folgt : 

sin  (x  —  ff)  =  (n  —  1)  sin  y  cos  [ [»  —  y)  +  y]. 
Bestimmt  man  daraus  tg  ix  —  y)  und  schreibt  abkürzend : 

m  =  ^TT'  5> 

so  erhalt  man  statt  der  Relation  4)  die  Form: 

tg(*  —  y)   =     ^"n'y     .  6) 
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Nun  ist  aber  nach  bekannten  imaginären  Beziehungen,  wenn  mit  t  die  imaginäre  Ein- 
heit und  mit  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet  wird : 


••  — r  {  e  —  e 


tg«  =  4-f        .         }. 

*  t     l      IM  ' 

e  +   i 
Führt  man  diese  Relationen  in  6)  ein,  so  folgt  unmittelbar : 


»(*-»■■ 


m  {  e  - 


-  m  {  e  - 


Schreibt  man  diese  Gleichung  logarithmisch  und  erinnert  sich  der  bekannten  logarith- 
mischen Reihe : 

log  nat  (i  —  *)  =  —  z  —  \  3*  —  4  *■» 9] 

so  findet  sich  ohne  Schwierigkeit: 

,         iyi     —  »»»'             ,  ,         4y»'    —  4J"'  ,  ,         «yi    —  6yi 

a:  —  y  =  m  — ^{  e  —  e        }  -\ m3  —?{  e  —  e        J  +  -  -  ms  —r{  e  —  «       }  +  ■••■, 

und  mit  Rücksicht  auf  die  ersten  Relationen  in  7) : 

x  —  y  =  m  sin  zy  +  J  m2  sin  4y  +  4  »*J  sin  6y  +  ■  ■  ■  •      10) 
Das  Resultat  dieser  Transformationen  lässt  sich  also  dahin  aussprechen,    dass  Aus- 
drücke von  der  Form  4}  oder  6)  sich  in  Reihen  von  der  eben  hingeschriebenen  Gestalt 
entwickeln  lassen. 

Ausdrucke  von  der  Form ; 

ß1  =  1  -f-  y1  —  2y  cos  2y ,  11) 

lassen  ebenfalls  elegante  Reihen  für  log  {t  finden,  die  nach  dem  Cosinus  der  geraden 
Vielfachen  des  BogenB  y  angeordnet  sind-  Es  ist  mit  Rücksicht  auf  die  zweite  Re- 
lation in  7) : 

*yi  —  ay> 

(P=  [i—fm     )  [1— »•         ), 

daher  mit  Benützung  der  Reihe  9)  : 

2  log  ß  *y»  4y»  *y» 

-7  .  =  —  v*  —  i  y*e  —  $  A  — 

Mod.  ,  . 

—  *j*  —  4j"  —  oyi 

—  ye       —  \  y^e      —  \  yH   —  ■  ■  ■  ■ , 

somit  nach  der  zweiten  Gleichung  in  7) : 

log  ß  =  —  Mod.  {  y  cos  2y  +  \  y*  cos  4y  +  J  y*  cos  6y  H }.    12} 
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Um  nun  von  den  Reihen  10)  und  12)  für  das  vorgelegte  Problem  Gebrauch 
machen  zu  können ,  erübrigt  für  die  Bestimmung  von  <p '  —  <p  nichts ,  als  die  Be- 
stimmung von  m.    Nun  ist  aber  nach  5)  (pag.  39} : 

^.  —  1 

_  _  i-i  _     £ (6-a)(8  +  g) 

a  +  i         ~       &    ,  ~  a«+6*         ■  3J 

Setzt  man  die  oben  (pag.  23]  angegebenen  numerischen  Werthe  für  a  und  b  ein  und 
drückt  die  Coefficienten  in  Einheiten  der  Bogensekunde  aus,  so  erhält  man  nach  10) 
die  Relation: 

rp'—  y  =  —  n'  3o"65sin  2<p  +  i"i6sin4y  -f- ;     14) 

die  übrigen  Glieder  dieser  Reihe  werden  unmerklich,  weil  der  Coefficient  von  sin  bq> 
nur  — o"oo3  beträgt. 

Soll  der  Ausdruck  12)  für  die  Bestimmung  von  log  /*  verwerthet  werden,  so  be- 
darf es  einiger  Transformationen  der  Form  3) ;  man  hat: 

jn a*geo  ip"       g*  +  b*  ty  tp* g*  +  M  +  [g*  —  b*)  cob  i<p 

~  1  +  tg  v  tg  9'  ~  o*  +  6»  tg  p*  _  **  +  &  +  [ä>  —  lP)  cob  19. 

_  [jg  +  P}*  +  (■»*  -  W  +  M"*  +  H  ("'  —  61)  oo»  *<P 
~~ "*       («  +  i)*  +  (a  —  6)»  +  2  [o  +  6)  (a  —  b)  cob  29        ' 
oder: 

U)      U  +  JI  +  e=j).  +  ,£=»)„.„   • 

Setzt  man  abkürzend : 

5*— as  S  — *  ,, 

m  =  it  +  ii.         P  =  7+l<  l6> 

und  beachtet,  dass  im  ersten  Coefficienten  geschrieben  werden  kann : 

a*+>» ö+l  ä~+ft 

0  +  6  i~  2T    ' 

o*  +  6*      o«  +  62 
SO  ist: 

1      **  +  P_7+-b  ^i-p  ^  j 

und  die  Gleichung  15)  nimmt  die  Form  an : 

M\« /1— j\i  1  +  m»  —  »m  oos  >g  . 

Bildet  man  den  Logarithmus  dieses  Ausdruckes,  nämlich : 

log     =  log  (1  —  p)  —  log  (1  —  m}  +  i  log  (1  +  »t1  —  2m  cos"  ztp) 
—  i  log  (1  +  p1  —  2p  cos  2<p) , 
und  wendet  auf  die  enteren  beiden  Glieder  die  Reihe  9) ,  auf  die  letzteren  die  Reihe  1 2) 
unter  Berücksichtigung  der  Ausgangsform  1 1)  an,  so  findet  sich : 

log  *  =  Mod  |(M_?)  +*(**-&+*  W-P3)  +  ■  ' 
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oder  mit  Einführung  der  numerischen  Werthe  : 

log  k  =  9-999  2747  +  o-oöo  7271  cos  zip  —  o-ooo  0018  cos  4$J. 

Das  Berliner  astr.  Jahrbuch  gibt  seit  dem  Jahre  1868  in  dem  Verzeichnisse  der  Stern- 
warten  für  jede  derselben  die  geocentrische  Breite  ip'  und  log  h. 

Noch  bequemer  gestaltet  sich  die  Rechnung  durch  Einführung  der  von  Hansen 
zuerst  benützten  excentrischen  Polhöhe.  Schreibt  man  die  Gleichung  der  Ellipse  in 
der  Gestalt :  .  . 

«»  +  b*  =  '  ' 
und  setzt  cos  ip,  =  —,  was  wegen  x  <  a  unter  allen  Umständen  gestattet  ist ,  so  wird 
in  Folge  der  eben  hingeschriebenen  Gleichung  für  die  Ellipse  nothwendig : 

sin  q>t  =  £  oder  y  =  b  sin  y, .  20) 

Es  bestehen  daher  die  Relationen : 

|  =  *  cos  <p'  =  cos  <pt  ,         f  =  j  sin  9/  =  sin  g>, ; 
daraus  folgt : 

tg  Vi  —  1  *g  <P% 
und  in  Verbindung  mit  2)  (nag.  29)  : 

tg9>i=7tG1P-     21) 
Macht  man  wieder  von  der  Reihe  10)  Gebrauch  und  setzt  wie  oben  (Gl.  16)  pag.  3t) : 

so  wird  sein : 

9>i  —  oj  =  j>  sin  291  -|-  £  />*  Bin  49?  -4-  f  ^3  sin  6qo  +  .  . ,        23) 
oder  numerisch  in  Einheiten  der  Bogensekunde : 

Vi  —  <P  =  —  5'  45*33  8m  2V  +  °"29  sm  49  —  -•■       24} 
Der  Coefncient  des  nächsten  Gliedes  beträgt  nur  —  o"oooj.    Drückt  man  die  Coordi- 
naten  in  Einheiten  des  Äquatorhalbmessers  a  aus,  so  wird : 
x  =  cos  q>,  \ 

y  ■■=  b  sin  <pt        \      25) 
log  *  ==  9998  5458.  / 

Die  bisherigen  Entwicklungen  haben  die  Möglichkeit  geboten ,  mit  Hilfe  der 
Beobachtungszeit  und  der  geographischen  Breite  des  Beobachtungsortes  seine  Coordi- 
naten  zu  finden  und  es  kann  nun  an  die  Lösung  der  eigentlichen  Aufgabe  geschritten 
werden,  die  jedoch  in  zwei  wesentlich  verschiedenen  Formen  durchgeführt  werden 
muss ,  je  nachdem  die  Entfernung  des  Gestirns  von  der  Erde  (mindestens  näherungs- 
weise)  bekannt  oder  völlig  unbekannt  ist.  Ist  die  Entfernung  des  Gestirns  bekannt, 
so  ist  es  am  zweckmässigsten ,  die  Beobachtung  selbst  vom  Einflüsse  der  Parallaxe  zu 
befreien,  d.  h.  dieselbe  auf  das  Erdcentrum  zu  reduciren.    Da  die  Beobachtungen  sich 
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meist  auf  den  Äquator  als  Fundamentalebene  beziehen,  so  dürfte  es  für  den  rorliegen- 
den  Zweck  hinreichend  sein,  den  Einfluss  der  Parallaxe  in  Rectascension  und  Declina- 
tion  abzuleiten  und  nur  die  ersten  Potenzen  der  Änderungen  mitzunehmen ;  denn  die 
Parallaxe  kommt  nur  bei  solchen  Himmelskörpern  in  Betracht,  die  sieb  ausserhalb 
der  Attractionssphäre  der  Erde  befinden,  kann  also  nur  kleine  Werthe  erreichen. 
Sind  a,  8  und  p  die  geocentrischen  Coordinaten  des  Himmelskörpers,  «',  3'  und  o'  aber 
dieselben  Coordinaten  in  Bezug  auf  den  Beobachtungsort,  so  erhält  man  durch  die 
Transformation  der  Coordinaten  zunächst : 

ß'  cos  8'  cos  a'  =  o  cos  8  cos  a  —  h  cos  <p'  cos  8 
o'  cos  8'  sin  a  =  0  cos  S  sin  o  —  A  cos  q>'  sin  6 
0'  sin  d"  =  p  sin  d  —  h  sin  <p  . 
Bei  diesen  Relationen  ist  zu  beachten,  das»  h,  o  und  <j'  in  derselben  Einheit  auszu- 
drücken sind.    Betrachtet  man  der  oben  angeführten  Voraussetzung  gemäss  h  als  eine 
im  Verhältnis  zu  o  und  o'  kleine  Grösse  erster  Ordnung,  und  demnach  die  Unterschiede 
or  —  a',  S  —  6"  und  0  —  o'  ebenfalls  als  solche,  so  wird  man  setzen  können : 

—  Ä  cos  <p'  cos  6  =  dz    i 

—  A  cos  tp'  sin  '$  =  dy    \     26) 

—  A  sin  9/  de  <fe.  J         / 
Durch  Differentiation  der  Ausdrücke : 

z  =  $  cos  d  cos  « 
y  =  0  cos  d  sin  o 
8  =  0  sin  d, 
wird  erhalten : 

dx  =  —  0  cos  8  sin  a  der  —  0  cos  a  sin  iS  dd  +  cos  d  cos  a  dq 
dy  =       p  cos  d  cos  a  rf«  —  0  sin  a  sin  8  d8  +  cos  <J  sin  a  rfo 
dz  =       0  cos  d  </ö  -|  ■  sin  d  dp. 
Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  —  sin  a,  die  zweite  mit  cos  a,  so  wird  nach 
Addition  beider : 

da  = -.dx  -\ -~dy. 

g  COS  Ü  (J  008  <T      7 

multiplicirt  man  aber  die  erste  mit  cos  a,  die  zweite  mit  sin  a  und  addirt,  so  folgt : 

cos  a  dx  +  sin  a  dy  =  cos  8  rfo  —  0  sin  8  d8. 
Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  —  sin  8  und  addirt  dazu  den  für  dz  gegebenen 
Werth,  nachdem  derselbe  mit  cos  8  multiplicirt  worden  ist,  so  wird  gefunden : 

,»  COS  o  «in  J    ,  sin  c  Bin  J    ,  cos  J   , 

da  =  — dx au  -J —   -  dz. 

Für  manche  Zwecke  ist  auch  die  Kenntnis  von  ^  wünschenswerth ;  den  Ausdruck 
hierfür  wird  man  leicht  aus  den  beiden  Gleichungen  erhalten,  die  zur  Bestimmung  von 
d8  gedient  haben,  wenn  man  die  eine  statt  mit  —  sin  8  mit  cos  8.  die  andere  statt 
mit  cos  8  mit  sin  8  multiplicirt  und  addirt.    Es  findet  sich  dann : 

dp  =  cos  a  cos  8  dx  4-  sin  a  cos  8  dy  -f-  "in  8  dz. 

Oppolier.   B*hnli«tiiinaii[pn.   I.   S.  Anfluge.  S 
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Setzt  man  für  dx,  dy  und  dz  die  in  26)  erhaltenen  Werthe  ein ,  für  Ä,  um  dasselbe  in 
Einheiten  des  Erdbahnhalbmessers  auszudrucken,  hn  (wo  n  die  Sonnenparallaxe)  und 
schreibt  ausserdem : 

da  =  a'  —  a        dd  =  6'  —  6        dg  =  p'  —  p, 
so  werden  die  Correctionen ,  welche  an  die  Beobachtung  anzubringen  sind ,  um  diese 
auf  den  Erdmittelpunkt  zu  beziehen  : 

,         nh  cos  <p'  sin  (0  —  a)  1 


ä  —  6"  =  —  [—  sin  d  cos  tp'  cos  (0  —  or)  +  cos  Ö  sin  ijp'] 
p  —  q'  =  nh  [cos  d  cos  <p'  cos  (ff  —  et)  +  sin  ö  sin  9)'] 


*7) 


Die  Kenntnis  von  p  —  p'  wird  in  den  seltensten  Fällen  in  Betracht  kommen  ,  die  Be- 
rechnung dieser  Grösse  daher  wohl  stets  weggelassen  werden  können. 

Die  eben  mitgetheilten  Formeln  eignen  sich  in  dieser  Gestalt  besonders  dazu, 
die  Bestimmung  der  Parallaxe  durch  Tafeln,  welche  für  jede  Sternwarte  gesondert 
berechnet  werden  müssen ,  zu  erleichtern ,  ohne  dass  dieselben  einen  übermässig 
grossen  Umfang  erheischen  würden.     Berechnet  man  für  eine  gegebene  Sternwarte 

den  Ausdruck :  j 

ich-arn  tp'  =  n  —  sin  <p{  =  7>2, 

und  bringt  mit  dem  Argumente  Stundenwinkel  die  Werthe : 

A   =       nh  cos  tp'  sin  [0  —  et)  —       n  cos  tpt  sin  (6  —  o)   I 
i)i  =  —  nh  cos  tp'  cos  (0  —  er)  =  —  ;r  cos  tp\  cos  {ff  —  et),  j 

in  eine  Tafel,  so  berechnet  sich  die  Correction  für  Parallaxe  nach  der  Form  : 
A  ) 

e  cos  <r  | 

d  —  tT  =  —  sin  S  -i — -  cos  ö. 
P  Q  \ 

Wollte  man  auch  die  Correction  der  Diatanz  kennen,  so  würde  für  diesen  Fall  sein : 

p  —  p'  =  —  Dl  cos  d  +  7)a  sin  d. 

Man  wird  bemerken ,  dass  man  für  A  und  7?i  dieselbe  Tafel  benützen  kann ,  da  beide 

Werthe  nur  insofern  sich  unterscheiden,  als  das  Argument  von  Dt  um  —  qo°  von  jenem 

für  A  verschieden  ist.    Tafeln  für  mehre  Sternwarten,  nach  diesen  Formeln  berechnet, 

finden  sich  in  der  Inauguraldissertation  von  II.  Kreutz  »Über  die  Bahn  des  grossen 

Kometen  von  1861,  Bonn  1880.« 

Stehen  keine  derartigen  Ililfstafeln  zu  Gebote,  so  wird  man  die  obigen  Formeln 

durch  Einführung   eines  Hilfswinkels   für   die  Rechnung  bequemer   zurecht   legen. 

Setzt  man :  , 

Sin  tp  =  g  sin  y 

cos  ip'  cos  (ß  —  0}  =  g  cos  ;', 
so  wird  die  Berechnung  der  Correction  für  Parallaxe,  da  : 


z9) 
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ist,  durch  die  folgenden  Formeln  bewerkstelligt  werden  können : 


ö  -  ff  =  2.  »!»=*>        D  =  „k  sin  „-. 

Q  tiay  r      > 

Da  die  Rechnung  nach  diesen  Formeln,  wenn  nur  die  Logarithmen  der  Werthe  tg  tp', 

A  und  D  für  jede  einzelne  Sternwarte  gegeben  sind  ,  kaum  mehr  Zeit  in  Anspruch 

nimmt,  als  jene  nach  den  obigen  Ausdrücken  mit  Anwendung  besonderer  Hilfstafeln , 

so  habe  ich  unter  Heniitzung  der  Neweomb'schen  Sonnenparallaxe  (pag.  23]  in  der 

Tafel  III,  welche  auch  die  Längen  und  die  Reductionen  der  Sternzeit  im  mittl.  Mittag 

enthält  (veigl.  pag.  26),  die  diesbezüglichen  Logarithmen  für  alle  im  Berliner  astr. 

Jahrbuch  für  1S83  angeführten  Sternwarten  auf  vier  Decimalen  angesetzt ;   dieselbe  ist 

von  (iinzel  siebenstellig  berechnet  worden.    Die  Divisiun  des  Ausdruckes  nh  cos  <p 

durch  15,  welche  den  Coefticienten  A  ergibt,  erklärt  sich  daraus,  dassdie  Rectascensio- 

nen  meist  in  Zeitinass  angesetzt  sind ;  die  obigen  Formeln  geben  die  Parallaxencorrec- 

tion  für  die  Rectascension  in  Zeitsekunden,  für  die  Declinatiou  in  Bogensckunden. 

Wollte  man  p  —  p'  ebenfalls  bestimmen ,  so  rindet  sich  leicht  in  Einheiten  des 

Radius :  , ,  cos  i v  —  <f;  „ 

p  —  p  =/>—.'■-        arc  1  . 
f         1  Bin  y 

Die  Grossen  tg  </ ■',  A  und  B  können  ebenfalls  leicht  durch  die  excentrische  Polhöhe 

ausgedrückt  werden,  man  erhalt : 

tg  tp'  =  —  tg  tp, ,        A  =  -  cos  tp, ,        D  s=  tt  -  sin  tp, . 

Ich  werde  nun  ein  Beispiel  vollständig  durchführen.      Der  Komet  III  1862 

wurde  in  Clinton  am  31.  Juli  1862  wie  folgt  beobachtet: 

1862  Juli  31.  11*  2bm  24*4  mittl.  Z.  Clinton.  «  =  5*  55'"  11*12,    rf  =  4-  73°  10'  b"-,, 

Es  war  für  diese  Zeit  log  p  —  00237.     Aus  der  Tafel  III  findet  sich  für  Clinton : 

lug  tgy'  =  9.9676 

1(>g  — ff*~  =  9'635*  =  log  A 

log  nh  sin  tp'  =  0-7788  =  log  D. 

Zuerst  ermittelt  man ,  indem  die  Acceleration  mit  dem  Argument :    Bcobachtungszeit 

+  Länge  (vergl.  pag.  27).  aus  der  Tafel  I  entnommen  wird,    die  Sternzeit  und  den 

Stundenwinkel:       ....    „  ..         h    ,,„      ,  „  Amt 

mittl.  Zeit     n"  26'"  24*  0  =  20"  4m  3is 

Acc.  für  17*  2im6  +2    51  ß  —  11=14    9    2° 

Stemzt.  Juli  31-0       8    35     16  =2i2°2o'o. 

Die  weitere  Rechnung  stellt  sich  so : 

cos  (W  —  o.) 


9n9268 

sin  \f>  —  BJ 

9,1'tz 

sin  (/  —  d) 

9-9337 

o„04o8 

A  ein  [d  —  et 

9*3034 

Dtm[y  —  1) 

07125 

IJ2Q  i8'8 

L'OS  Ö 

9.4618 

niny 

9.8689 

59     8-7 

log  [P.  x  e. 

9„90i6 

log  [P,  X  f) 

08436 

da 

—  °'755 

dl 

+  6"6i 

db,  Google 
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Die  Beobachtung,  reducirt  auf  den  Erdmittelpunkt,  ist  demnach : 
a  =  5A  55m  10*37     -     '  =  +  73°  io'  ij"3- 
Die  Berechnung  von  rfß  habe  ich  als  nicht  nöthig  übergangen. 

Bei  Meridianbeobachtungen,  für  welche  der  Stundenwinkel  [6  —  a)  je  nachdem 
die  obere  oder  untere  Culmination  stattfindet ,  gleich  o"  oder  i8o°  wird ,  gestaltet  sich 
die  Berechnung  der  Parallaxe  höchst  einfach ;  indem  die  oben  aufgestellten  Formeln 
die  folgende  Gestalt  annehmen : 

Obere  Culmination : 
a  —  a'  =  o 

6  —  8'  =  —  sin  [fp'  —  8) 
p  —  q  =  7tk  cos  (fp'  —  8}  arc  i". 

Untere  Culmination : 
a  —  a'  =  o 

8  —  8'  =  —  sin  [fp'  +  8} 
q  —  ß'  =  —  nh  cos  [tp'  +  8)  arc  i 

Wesentlich  anders  muss  das  Problem  behandelt  werden ,  wenn  die  Distanz  des 
Himmelskörpers  von  der  Erde  nicht  bekannt  ist,  ein  Fall ,  der  bei  ersten  Bahnbestim- 
mungen eintritt;  man  kann  nun  nicht  mehr  die  Beobachtung  für  Parallaxe  corrigiren, 
sondern  man  muss  den  Erdort ,  der  aus  den  Ephemeriden  entlehnt  wird  und  für  den 
Mittelpunkt  gilt,  entsprechend  dem  Beobachtungsorte  ändern;  da  aber  in  der  Regel 
die  Sonnenorte  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegt  werden ,  so  werde  ich  die  Formeln 
unmittelbar  so  stellen,  dass  man  'den  Sonnenort  dem  Standpunkte  des  Beobachters  ent- 
sprechend verbessert.  Wird  der  Äquator  als  Fundamentalebene  gewählt ,  -was  aller- 
dings bei  ersten  Bahnbestimmungen  selten  mit  Vortheil  geschieht ,  so  wird  man  am 
besten  das  folgende  Verfahren  einschlagen.  Man  entlehnt  die  auf  ein  bestimmtes 
Äquiuoctium  bezogenen  Längen ,  Breiten  und  Entfernungen  der  Sonne  aus  der  Ephe- 
meride  und  berechnet  auf  die  früher  (pag.  16)  gezeigte  Weise  die  rechtwinkligen 
Coordinaten ;  sind  dieselben  X ,  Y,  Z ,  so  sind  die  Coordinaten  des  Sonnenmittel' 
punktes  in  Bezug  auf  den  Beobachtungsort : 

y-, 
z-C 

Bezeichnet  man  die  für   Parallaxe  corrigirte  Rectasceusion ,    Declination  und  Ent- 
fernung der  Sonne  mit  Ait ,  D0  und  R0 ,  so  wird  sein  : 

Bf,  cos  A0  cos  D0  =    B  cos  L  —  nh  cos  o/cos  6  arc  i" 

Bf,  sin  Aa  cos  Dn  =    B  sin  L  cos  e  —  ■  9-3  B" —  nh  cos  fp'  sin  6  arc  1" 

R0  sin  D„  =    R  sin  L  sin  t  +■  44.5  B" —  nh  sin  fp'  arc  1". 

Da  die  Erde  nur  unbedeutende  Abweichungen  aus  der  Ebene  der  Ekliptik  macht, 
weshalb  die  auf  diese  senkrechte  Coordinate  ihrer  Kleinheit  wegen  entweder  ganz 
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fortgelassen  werden  kann  oder  durch  Anbringung  von  kleinen  Correctionen  leicht  in 
voller  Strenge  berücksichtigt  wird,  so  wählt  man  bei  ersten  Bahnbestimmungen  mit 
Vortheil  die  Ekliptik  als  Fundamentalebene.  Die  Genauigkeit  der  jetzigen  Beobach- 
tungen wird  es  gerechtfertigt  erscheinen  lassen ,  die  aus  der  Berücksichtigung  der 
Sonnenbreiten  entstehenden  Correctionen  wenigstens  bei  Planetenbahnbestimmungen 
mitzunehmen ,  da  durch  das  folgende  von  Gauss  in  Vorschlag  gebrachte  Verfahren 
die  Sonnenbreiten,  mit  der  Parallaxe  vereinigt,  leicht  in  Rechnung  gezogen  werden 
können :  diese  Methode  ist  jedoch  nicht  anwendbar,  wenn  die  Breite  des  beobachteten 
Objectes  der  Null  gleich  ist.  Gauss  führt  nämlich  statt  des  Beobachtungsortes  einen 
andern  Ort,  den  locus  nctus,  ein,  den  er  dadurch  bestimmt,  dass  in  demselben  die 
Sehlinie  (die  Verbindungslinie  zwischen  Beobachtet  und  Himmelskörper]  die  Ekliptik 
schneidet.  Wie  man  sieht,  ist  die  Breite  dieses  locus  nctus  der  Bestimmung  gemäss 
gleich  Null  und  projicirt  sich  der  Himmelskörper  vom  locus  nctus  und  dem  Beobach- 
tungsorte aus  auf  dieselbe  Stelle  der  Himmelskugel.  Da  das  Licht  eine  bestimmte 
Zeit  braucht,  um  vom  Beobachtungsorte  zum  locus  nctus  zu  gelangen,  so  wird  dem 
entsprechend  bei  Übertragung  der  Beobachtung  auf  den  neuen  Ort  an  die  Zeit  der- 
selben eine  Correction  berücksichtigt  werden  müssen,  über  welche  das  Nöthige  weiters 
beigebracht  werden  soll. 

Die  Fundamentalebene  ist  nun  die  Ekliptik  und  es  müssen  die  geocentrischen 
Coordinaten  des  Beobachtungsorte b  auf  dasselbe  Coordinatensystem  bezogen  werden. 
Da  man  0  als  geocentrische  Rectascension  und  <p  als  Declination  des  Beobaehtungs- 
ortes  auffassen  kann,  so  wird  man  einfach  diese  Coordinaten  nach  den  bekannten  Vor- 
schriften in  Länge  und  Breite  umsetzen.  Diese  Berechnung  kann  mit  vier-  oder  fünf- 
stelligen Tafeln  durchgeführt  werden.  Man  hat  hierfür  (vergl.  1 1)  pag.  14)  ; 
n  sin  N  =    sin  <p'  » 

n  cos  N  =    cos  q>'  ein  0 

cos  b  sin  /   =    »  cos  {N —  e)  ]•  32) 

cos  b  cos  /    =    cos  <p'  co8  6 

sin  b    =    n  sin  {N  —  s) ,  J 

in  welchen  Formeln  l  und  o  die  geocentrische  Länge  und  Breite  des  Zenithes  des 
Beobachtungsortes  (Nonagesimus)  sind ;  h  bleibt  natürlich  ungeändert.  Nennt  man  Z,„ 
B  und  lin  die  geocentrischen  Coordinaten  der  Sonne ,  L  und  R  die  Coordinaten  der 
Sonne  vom  locus  nctus  aus  gezählt,  und  sind  k  und  ß  die  beobachteten  Längen  und 
Breiten ,  o0  die  Entfernung  des  Himmelskörpers  vom  Beobachter,  p  die  Entfernung 
des  ersteren  vom  locus  nctus,  so  sind  die  heliocentrischen  rechtwinkligen  Coordinaten 
des  locus  fictus:  —  JJcosZ 

—  R  sin  L , 

die  heliocentrischen  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Erdcentrums : 

—  Ro  cos  Lu  cos  B 

—  .*?„  sin  La  cos  B 
-i^sinÄ, 
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die  geocentrischen  Coordinaten  des  Beobachtungsortes : 

Ä  cos*  cos  4 

k  sin  /  cos  6 

h  sin  b . 
wobei  aber  bemerkt  werden  muss.  dass  A,  sobald  dasselbe  in  Einheiten  des  Aquator- 
halbmessers  der  Erde  ausgedrückt  wird,    um  die  Coordinaten  homogen  7.n  machen, 
mit  sin  ?r  multiplicirt  werden  muss.    Endlich  sind  die  Coordinaten  des  Beobachtungs- 
ortes vom  locus  fietus  aus  : 

(ff  —  ffJ  eo8  *  ™*  $ 

(e  —  fcJ sin  *  «os  /* 

(ff  —  ffo)  ™»  /*• 
/wischen  diesen  Coordinaten  bestehen  aber  offenbar  die  Relationen  : 

—  R  cos  L  =  —  [p  —  pD)  cos  l  cos  [S  —  Ra  cos  Z,„cos  B  -\-  k  sin  ,r  cos  /  cos  h  \ 

—  R  sin  L  =  —  (g  —  p„)  sin  Ä  cos  [t  —  R„  sin  i-ucos  B  +  A  sin  ;r  sin  J  cos  4  J-  33) 

o  =  —  (p  —  ß„)  sin  ß  —  R0  sin  5  +  h  sin  /t  sin  4.  I 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  sin  i,„ ,  die  zweite  mit  —  cos  L„ 
und  addirt  beide,  ferner  die  erste  mit  —  cos  L0,  die  zweite  mit  —  sin  L0  und  addirt 
"  ebenfalls,  so  erhält  man,  nachdem  für  (p  —  pj  der  Wcrth  aus  der  dritten  Gleichung 
substituirt  worden  ist,  sofort : 

Hsin[L-XJ  =  -/^—  sin(Z,0 — i-)-\-h  sin  n  [cos  b  sin  (La — 1\  —  7^-»  sin  (Ai — *)]  1 
Rcos(L-L^)  =R0coaB — "Q°    coa(Lu-X) — hsui!t[coa 4 cos [L(,-l] — ^-cos(i-1(-A;],l 

aus  welchen  Gleichungen  R  und  {L  —  X„)  bestimmt  werden  können.  Im  Allgemeinen 
wird  der  Bogen  L  — La  und  der  Unterschied  R  —  Rv  klein  sein  und  es  wird  genügen, 
nur  die  ersten  Potenzen  dieser  Grössen  in  Rechnung  zu  ziehen ;  dem  entsprechend  sind 
die  weiter  folgenden  Transformatione«  durchgeführt.  Für  sehr  kleine  Werthe  von  ,i 
können  die  aus  der  Einführung  des  locus  fietus  entstandenen  Correctionen  sehr  merk- 
lieh werden ;  in  diesen  Fällen  wird  also  die  Berechnung  nach  den  strengen  Formeln  34) 
nothwendig.  Wird  [i  —  u ,  so  verliert  das  Verfahren  seine  Brauchbarkeit  und  man 
muss  auf  seine  Benützung  verzichten.  Um  nun  für  die  gewöhnliche  Anwendung  ge- 
eignete Formeln  zu  erhalten,  entwickelt  man  aus  34)  leicht  mit  Berücksichtigung  der 
ersten  Potenzen  der  kleinen  Grössen : 

L  =  La  4- M"     °~   '   [B  —  -"-  sin  4]   +    *-  cos  4  sin  [L0 —  l) 
R=  R0  —  Ro^lSh^J}  [ß  —  ~  sin  4]  —  hie  cos  4  cos  (L„—  /)}  arc  1". 
Da  log  R0  aus  den  Ephemcriden  unmittelbar  entnommen  wird,  so  ist  die  Kenntnis 
von  d  log  Ra  wünschenswerther  als  diejenige  von  d  Ra.    Die  auf  pag.  30  angegebene 
logarithmische  Reihe  gibt,  wenn  man  : 

X    __       _ 
Rt  ~   '        m> 
setzt ,  zunächst : 

log  £    =  M{—  m—  }ffil-;ni-  •  -    }, 
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und,  indem  man  bei  den  ersten  Potenzen  stehen  bleibt  und  den  oben  für  iji  gefundenen 
Werth  substituirt : 

logÄ  =  log-Ra  — Jf  j"0*^"*'^-  Jj™*]+   £  COSÄCOB^-i)  j, 

wobei,    wenn  die  Correction  des  briggischen  Logarithmus  von  Ra  in  Einheiten  der 
siebenten  Reeimale  gefunden  werden  soll,   zu  setzen  ist: 
log  M  =--  1-32336. 
Es  erübrigt  noch,  die  Zeit  zu  bestimmen,  welche  das  Licht  braucht,  um  vom 
Beohachtungsorte  zum  locus  nctus  zu  gelangen.    Aus  der  dritten  Gleichung  33}  findet 
man  mit  Berücksichtigung  der  ersten  Potenzen : 

9  —  ft>  =  -i^i  I -£  sin  b  —  B\  arc  1". 

e         v"         sin  jt  lRa  J 

Da  das  Licht  nach  Nyrcns  Aberrationsconstante  498-65  Zeitsekunden  braucht,  um  die 
Entfernung  1  zu  durcheilen,  so  wird  die  Correction  der  Keobachtungszeit : 
dt  =  -?°-  [**-  sin  b—a\  498*6,5  arc  1". 

Hin  .1  L  «o  J 

Will  man  diese  Correction  in  Einheitendes  mittleren  Sonnentages  haben ,  so  wird  an- 
zunehmen sein : 

log  C  =  2„44686 — 10, 
Die  zur  Berechnung  des  locus  nctus  nöthigen  Formeln  sind  also  ,  übersichtlich 
zusammengestellt : 

L  =  L.  +  ^n-(V--?)  \b  —  *"  sin  b]  +  t"  cos  Ö  sin  IL-  —  Jl 

t«  1*  L  -"u  J  «o 

log  Ä  =  log  »„  -  Jf  {•" -«c=  "J  [ß  -  ^  sin  »]  +  £  co«  i  00.  (£„  -  /)} 
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log  3f=  1.32336 

log  C  =  2„44686 — 10.  | 

Die  Correction  von  log  R0  wird  in  Einheiten  der  siebenten,  die  von  dt  in  Einheiten 
des  mittleren  Sonnentages  erhalten. 

Als  Beispiel  wähle  ich  die  Reduction  einer  Beobachtung  des  Planeten  Elpis  auf 
den  locus  nctus  ;  die  Grundlage  der  Rechnung  bildeten  nachstehende  Werthe : 
1868  Mai  18     10*  33™9*mittl.  Zeit  Josefstadt   =  Mai  18-43  '465*1  mittl.  Zeit  Berlin 
i  =  258°58'5  £  =  +12°  48*3 

L0  =    580  9'  2"io  .  B  =  —  o"36         log  R„  =  0-005  285° 

0  =  215°  75  'P'  =  48°  i*5  wg  A/r  =  0-9460. 

Die  Bestimmung  der  Länge  und  Breite  des  Zenithes  des  Beobachtungsortes  gab : 
/=  185°  57'  b  =  560  38'. 

*)  Für  (Ue  Verwandlung  der  in  Stunden ,  Minuten  und  Sekunden  angesetzten  Beobachtung  zeit 
«ird  man  den  zweiten  Theil  der  Tafel  XIX  im  zweiten  Bande  mit  Vortheil  benatzen  können. 
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Es  fand  sich  weiter : 

log  -^    0.9407       sin  {La  —  l)  9-5508  L0  —  l  2320  12*0 

sin  b    9-9217                  cotg  ß  0-6434  sin  [La  —  /}  «„8977 

cos  b    97404       cos  (La  —  X)  9„97o6  cos  [La  —  Ij  0,1,7874 

„  sin  b     +  7"a85            log  dL\  [„0776  log  diu  o„5788 

B  —  j?  sin  b    —  7"645                   dLj  —  1  i"g$j  ■  dLa  —  $"792 

log  I  B  —    ™  sin  b\     0*8834        log  d  log  Ri  2^8208  log  (flog  An     1-7919 

log  jj  cos  A    o-68u               tflog  Äi  —  661-9  <*l°g  An  +61-9 

(A,  — i)     159°  »°'5               -^A>  —  i5u75  ^log-ft,,  —600. 

Die  Correction,  welche  an  die  Beobachtungszeit  anzuhringen  ist,  findet  man : 
cosec  ß    065  4 

log  C     Ib543 

dt    +  o-ooo  001 , 

■  also  so  klein ,  dass  dieselbe  ohne  Nachtheil  vernachlässigt  werden  könnte.    Man  hat 
dem  zufolge  anzuwenden : 

T=  1868  Mai  18-43  '466 
L  =  58°8'  4ÖH35 
log  R  =  0005  2250. 
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Anhang. 

Ein  mit  der  Parallaxencorrection  sehr  verwandtes  Problem,  welches  eich  bei 
Baubestimmungen  häufig  darbietet,  ist  die  Wegschaffung  der  Sonnen  breite  aus  der 
Rechnung,  wenn  die  Distanzen  p  genähert  bekannt  sind ;  wie  dies  ohne  Kenntnis  des 
Abstandes  auf  eine  strenge  Weise  geschieht,  ist  eben  gezeigt  worden.  Wird  die  Sonnen- 
breite, wie  früher,  B  genannt,  so  ist  der  verticale  Abstand  des  Erdmittelpunktes  von  der 
Ekliptik  —  R  sin  B.  Legt  man  mm  durch  den  Erdmittelpunkt  und  das  beobachtete 
Object  vertical  auf  die  Ekliptik  eine  Ebene  und  nimmt  in  derselben  ein  Coordinaten- 
system  an,  dessen  Anfangspunkt  der  Erdmittelpunkt  ist,  und  dessen  X-AchBe  in  der 
Durchschnittslinie  dieser  Ebene  mit  der  Ekliptik  liegt,  so  ist  die  x-  und  y-Coordinate 
des  beobachteten  Objectes,  dessen  geocentrische  Breite  mit  ß  bezeichnet  sei : 

x  =  q  cos  ß,         y  =  o  sin  ß. 
Die  Coordinaten  des  auf  die  Ekliptik  projicirten  Erdmittelpunktes ,  auf  welchen  die 
Beobachtung  bezogen  werden  soll,  sind : 

3?  =  o,  y'  =  R  sin  B, 

daher  die  Coordinaten  des  beobachteten  Objectes  in  Bezug  auf  den  Projectionspunkt : 
x"  =  e"  cos  \fi  +  dß)  =  x  =  Q  cos  ß 
y"  =  q"  Bin  $  +  dß)  =  y  —  y'  =  q  sin  ß  —  R  sin  B. 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  —  sin  ß,  die  zweite  mit  cos  ß  und  addirt, 
so  findet  sich  sofort : 

p"  sin  (dß)  =  —  R  cos  ß  sin  B. 
Bei  der  Kleinheit  von  B  wird  es  aber  genügen ,  die  ersten  Potenzen  der  Änderungen 
mitzunehmen,  man  wird  daher  haben : 

dß  =  -*fco.ß.        ,) 

Die  Länge  bleibt  natürlich  ungeändert.  Da  R  stets  wenig  von  der  Einheit  verschieden 
ist,  so  kann  mit  hinreichender  Genauigkeit  die  Reduction  der  beobachteten  Breite 
berechnet  werden  nach : 

Man  wird  ohne  Schwierigkeit  bemerken ,  dass  die  stets  unbedeutende  Änderung  der 
Distanz  keinen  merkbaren  Einfluss  auf  die  Beobachtungszeit  ausüben  kann. 


katKititmuI«.   I.   1.  Aaltga. 
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n.  Abschnitt.  Di«  Ooordinaten  in  ihrem  Verhältnisse  rar  Zeit, 

1.  Kepler'«  Gesetze. 

Die  bisherigen  Erfahrungen  lehren,  dass  jeder  Körper  im  Räume  auf  jeden  ande- 
ren eine  Fernwirkung  ausübt,  welche  sich  als  eine  Anziehung  äussert.  Nach  Newton's 
den  Erscheinungen  im  Allgemeinen  genügender  Hypothese  über  das  Mass  dieser  Kraft, 
wirkt  dieselbe  proportional  der  Masse  des  Körpers  und  umgekehrt  proportional  dem 
Quadrate  der  Entfernung.  Es  soll  nicht  untersucht  werden,  in  wie  weit  diese  Annahme 
über  das  Bild  der  Kraft  berechtigt  ist,  ich  führe  hier  nur  an,  dass  diese  Voraus- 
setzungen selbst  bei  den  genauesten  Untersuchungen  sich  auf  das  Beste  erproben; 
es  ist  also  das  Resultat  der  Kraft  mindestens  der  Hauptsache  nach  richtig  erfasst. 

Das  Problem  der  Bahnbestimmung  muss  demnach  davon  ausgehen,  die  Gesetze 
anzuleiten,  welche  sich  für  die  Bewegung  der  Himmelskörper  aus  dem  Newton- 
sehen  Attractionsgesetze  ergeben.  Vorläufig  soll  die  Untersuchung  auf  den  einfachsten 
Fall,  das  Problem  zweier  Körper,  beschränkt  werden:  diese  Einschränkung  ist  in 
Rücksicht  auf  die  Massenvertheilung  in  unserem  Sonnensysteme  bei  ersten  Bahn- 
bestimmungen gestattet ;  ferner  können  die  Körper  wegen  ihrer  nahezu  sphärischen 
Gestalt  als  materielle  Punkte  betrachtet  werden.  Diese  letztere  Annahme  wird  über- 
dies später  bei  den  für  die  Untersuchung  der  Ptäcession  und  Nutation  nöthigen  Ent- 
wicklungen naher  begründet  werden. 

Da  die  zu  lösende  Aufgabe  dem  Sonnensysteme  angehört,  so  kann  man,  um 
für  die  in  Betracht  kommenden  Kräfte  ein  Mass  festzusetzen,  als  Einheit  die  Wirkung 
der  Sonne  einführen,  welche  als  eine  wesentlich  positive  Grösse  durch  *a  bezeichnet 
werden  soll.  Weil  nun  die  Kraft  durch  ihre  Wirkung  in  einer  gewissen  Zeit  gemessen 
wird ,  gleichzeitig  aber  auch  eine  Function  der  Entfernung  ist ,  so  muss  bestimmt 
werden,  zu  welcher  Entfernung  die  Wirkung  in  der  Zeiteinheit  gehört.  Man  hat  sich 
geeinigt,  unter  k1  die  Wirkung  der  Sonne  zu  verstehen,  die  sie  im  Verlaufe  der  Zeit- 
einheit (mittlerer  Sonnentag)  in  der  Entfernung  i  (mittlere  Entfernung  der  Erde  von 
der  Sonne)  ausübt.  Über  die  Bestimmung  dieser  Grösse  aus  den  Beobachtungen  und 
die  hierbei  zu  berücksichtigenden  Voraussetzungen  wird  das  Nöthige  weiter  unten 
folgen. 


•  Google 
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Um  die  Differentialgleichungen  für  die  Bewegung  zweier  Massenpunkte 
Mund  w»  zu  erhalten,  soll  ein  festes  rechtwinkliges  Coordinatensystem  angenommen 
werden;  die  Coordinaten  des  Massenpunktes  M  seien  §',  rf  und  £',  die  von  m 
aber  £,  i;,  £;  die  Entfernung  beider  Massenpunkte  r  wird  dann  offenbar  bestimmt 
sein  durch :  r»  =  (f  -  I)'  +  W  -  ,)'  +  ff  -  £)>, 

und  die  anziehende  Wirkung  beider  Körper  aufeinander  nach  dem  Newton'schen 
Attractionsgesetze :  M  m 

mit  weichet  Kraft  beide  Körper  sich  einander  zu  nähern  streben.  Um  nun  das 
d'Alembert'sche  Princip  anwenden  zu  können,  nach  welchem  die  bewegende  Kraut 
dem  Producte  der  bewegten  Masse  in  die  Beschleunigung  gleich  gesetzt  werden 
muss,  wird  man  vorerst  die  Gesammtkraft  in  die  Componenten  nach  den  Achsen 
m  zerlegen  haben.  Bezeichnet  man  mit  (xr),  (yr)  und  (zr)  die  Winkel,  welche  die 
von  M  nach  m  gezogen  gedachte  Linie  r  mit  den  positiven  Coordinatenachsen  ein- 
schliesst  und  deren  Cosinus  offenbar  durch ; 

cos  [xr)  =  *=£,  cos  fyr)  =  ^-=^,  cos  (*r)  =  £=£, 

bestimmt  sind,  so  erhält  man  der  Reiht;  nach  die  auf  den  Massenpunkt  M  wirken- 
den Krafteomponenten :  M 

—*  ■  c«  H  —  ^r  $  —  n 

^-  cos  (t/r)  =s  ^j-  (i)  —  if\ 
~  cos  (w)  =  ^g-  (C  —  ?), 
welche  nach  dem  d'A lemb er t 'sehen  Principe  den  Ausdrucken ■- 

*w,    "%    «% 

dt"  dfl '  dP ' 

gleich  zu  setzen  sind,  also  für  die  Bewegongsgleichungen  des  Massenpunktes  M 
die  Ausdrucke: 

«V  ">   rs  ci  <*V  "»   /_  „'l  ^f*  m   IT  Y'\ 

ä.  =  ?  (I — £0.      5p  =  ji  In  —  vi .      #  -  *  (C  -  P). 

Um  die  Bewegungsgleichungen  für  den  zweiten  Massenpunkt  zu  erhalten,  wird  man 
zu  beachten  haben ,  dass  die  Anziehung  in  der  Richtung  von  m  nach  M  wirkt, 
daher  bei  der  Zerlegung  nach  den  Componenten  die  oben  benützten  Cosinusfactoren 
mit  umgekehrtem  Zeichen  einzuführen  sind.  Man  gelangt  dann  durch  den  früher 
gezogenen  ganz  ähnliche  Schlüsse  zu  den  folgenden  für  m  geltenden  Bewegungs- 
gleichungen : 

g=*(r-i>,     g -£<*'- 1).     S-Jip-o- 

Führt  man  nun  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  ein,  welches  seinen  Anfangs- 
punkt in  M  hat  und  dessen  Coordinaten  durch: 

|  —  f  =  x,         r  —  tj'  =  y,         C  —  JT  =  2. 
dargestellt  werden  nnd  berücksichtigt,  dass : 

d*f        (Pf Ar  rf*i7        dhf d*y  (Pf        d*f dH 

~dP~  dP~~  lP>  <#  ~ "  Ä*  —  dfl'  '&        V  ~dP' 

r*  =  xi+yi  +  ■*, 
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wird,  so  gibt  die  Subtraction  der  obigen  Bewe^ungsgleichungen ,  wenn  man  statt 
M,  der  obigen  Definition  entsprechend  i2,  demnach  für  m  den  Werth  tnK1  einsetzt, 
also  m  in  Theilen  der  Sonncnmasse  ausdrückt,  die  Bewegungegleichungen  des 
Himmelskörpers  in  Bezug  auf  den  Sonnenmittelpunkt  wie  folgt: 

2 +*(■+->  5=0   | 
g+*'o+-)5=o      .) 

§  +  *■(. +»)J  =  o.    ) 

Die  nun  vorzunehmende  Integration  dieser  drei  linearen  Differentialglei- 
chungen zweiter  Ordnung  wird  auf  sechs  willkürliche  Constanten  führen,  welche 
die  Elemente  der  Bahn  sind  und  aus  den  Beobachtungen  bestimmt  werden  müssen. 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  —  y,  die  zweite  mit  x  und  addirt, 
so  erhält  man  sofort  einen  Ausdruck,  der  als  ein  vollständiges  Differential  erscheint ; 
es  wird  nämlich : 

ah       d>r     ar  dt     y  dt\ 

x-&-y-ap= dt =  °- 

Multiplicirt  man  dann  die  erste  Gleichung  mit  z,  die  dritte  mit  —  x  und  addirt, 
und  verbindet  ebenso  die  zweite  und  dritte  Gleichung  in  i)  nach  Multiplikation 
der  ersten  mit  —  z,  der  letzten  mit  y,  so  finden  sich  nach  der  Integration  folgende 
drei  Gleichungen: 

-,^_„^?_£.        1 

z%-x%  =  k*       2> 
yTt-*%=k*>  ) 

kx,  ki  und  &j  stellen  Integrationsconstanten  vor.  Werden  nun  die  Gleichungen  z) 
der  Reihe  nach  mit  z,  y  und  x  multiplicirt  und  addirt,  so  erhält  man  sofort : 

V  +  %  +  M  =  °-  3) 

Diese  Gleichung  gehört  einer  Ebene  an,  welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten  (Sonnenmittelpunkt)  geht ,  drückt  also  in  analytischer  Form  das  erste 
Kepler'sche  Gesetz  aus,  welches  lautet:  Ein  um  die  Sonne  als  Attractionscentrum 
sich  bewegender  Himmelskörper  beschreibt  seine  Bahn  in  einer  Ebene,  die  durch  den 
Sonnenmittelpunkt  geht.  Da  bei  Ableitung  dieser  Relation  die  das  Attractions- 
gesetz  enthaltenden  zweiten  Glieder  in  den  Gleichungen  i)  links  vom  Gleichheits- 
zeichen eliminirt  wurden,  so  ist  das  erste  Kepler'sche  Gesetz  allen  Centralbewe- 
gungen  eigen.     Der  Gleichung  3)  kann  die  Form 

*+  G\V  +  Ctx  =  o,         4) 
ertheilt   werden,    weshalb   offenbar  zur  Denuirung   der  Bewegungsebene  zwei  will- 
kürliche  Integrationsconstanten   genügen,     die    in    jedem   speciellen  Fall    aus    den 
Beobachtungen  bestimmt  werden  müssen. 
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Für  die  weiteren  Integrationen  wird  es  sich  als  zweckmässig  erweisen,  Ton  dem 
Resultate  det  Gleichung  3)  Gebrauch  zu  machen  und  sofort  die  Bahnebene  als  die  XY 
Ebene  in  die  Gleichungen  1}  einzuführen;  dann  sind  z  und  dessen  Ableitungen 
gleich  Null  zu  setzen.  Es  liegen  demnach  für  die  weitere  Behandlung  die  folgenden 
beiden  Differentialgleichungen  vor: 

ePx    ,     ,, ,      ,       ,  x 


welche  bei  der  Integration  nunmehr  auf  vier  willkürliche  Integrationsconstanten 
führen  werden.  In  der  That  sind  zwei  von  den  sechs  ursprünglichen  Integrations- 
constanten in  der  Gleichung  4)  aufgetreten. 

Behandelt  man  die  beiden  letzten  Gleichungen  wie  früher,  so  resultirt : 

•*-rS-«fc      «) 

wobei  Cs  die  dritte  Integrationsconstante  ist.  Weil  das  Differential  des  Sectors  dS, 
je  nachdem  man  polare  oder  rechtwinklige  Coordinaten  benützt,  ausgedrückt  ist 
durch: 

2  dS  =  r^dv  =  xdy  —  ydx, 
so  folgt  sofort  aus  6) : 

2dS  =  r*dv  =  xdy  —  ydx  =  C3dt.         7) 
Die  Integration  ergibt,  wenn  durch  S  eine  Sectorfläche  dargestellt  wird: 

zS=03t+  C4;  8) 
Ct  ist  die  vierte  Integrationsconstante.  Diese  Gleichung  spricht  das  zweite  Kep- 
ler'sche  Gesetz  aus,  welches  aus  denselben  Gründen  wie  das  erste  von  dem  Attrac- 
tionsgesetze  unabhängig  und  demnach  allen  Centralbewegungen  eigen  ist,  nämlich : 
Die  durch  den  Radius  vector  eines  bestimmten  Himmelskörpers  beschriebenen  Flächen 
sind  den  Zeiten,  in  welchen  sie  überstrichen  werden,  direct  proportional.  Die  Inte- 
grationsconstante C4  kann  als  jene  doppelte  Sectorfläche  aufgefasst  werden,  die  zwi- 
schen einem  als  fixe  Ausgangslinie  zu  wählenden  und  dem  für  die  Zeit  t  =  ■■  0  statt- 
findenden Radius  vector  eingeschlossen  ist. 

Aus  den  Gleichungen  5)  können  noch  andere  Relationen  abgeleitet  werden, 
welche  die  restlichen  zwei  Integrationen  ausführen  lassen ;  indem  man  die  erste  mit 
zdx  :  dt,  die  zweite  mit  idy  .-  dt  multiplicirt ,  erhalt  man  nach  der  Addition  der 
Producta: 

\  dt  äfi  ^  dt  def  ^       r>       v    *     y  <aj 

Nun  folgt  aber  aus  der  Gleichung: 

r*  =  z*  +  y', 
durch  Differentiation : 

dr 

daher  man  leicht  findet: 


+  »3.  91 


m 
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Wird  nun  mit  dt  multiplieirt,  so  gibt  die  Integration  dieses  Ausdruckes : 

womit  die  fünfte  Integrationsconstante  eingeführt  erscheint.  Man  wird  beachten,  dass 
die  zwei  ersten  Glieder  zusammen  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  darstellen ;  be- 
zeichnet man  dieselbe  mit  g,  so  resultirt  aus  10) : 


l/  n      ,     »**('+"»)  ,,\ 


welche  Gleichung  später  eine  interessante  Folgerung  gestatten  wird.    Die  Elimina-  * 
tion   des  Quadrates   der  Geschwindigkeit  aus    10)   durch  Benützung   des   Quadrates 
der  Gleichung  6)   (pag.  45)  laset  zunächst  für  das  letztere: 

und  nach  9)  (pag!  45) : 

(£)"+ (*)'-£)'=% 

finden ;  subtrahirt  man  dieses  Resultat  von  der  Gleichung  10) ,  eo  ist  die  gewünschte 
Elimination  erreicht  und  man  hat: 

(f)'^«^ +  ***('  +  ») '-CA 

oder: 

^-"         ,  rdr  12) 

wobei  das  Doppelzeichen  durch  die  Badicirung  auftritt.  Die  Gleichung  1 2)  kann  offen- 
bar in  geschlossener  Form  integrirt  werden,  und  würde  dann  die  sechste  und  letzte 
Integrationsconstante  einführen:  weil  jedoch  die  hieraus  resultirenden  Ausdrücke 
anderweitig  bequemer  erlangt  werden  können,  so  soll  diese  Integration  hier  nicht 
vorgenommen  werden.  Will  man  durch  die  sechste  Integration  sogleich  die  Gestalt 
der  Curve,  welche  der  Himmelskörper  beschreibt,  erhalten,  so  wird  man  dv  als 
Function  von  r  und  dr  darstellen  müssen. 

Aus  der  Gleichung  7)  (pag.  45)  folgt: 

*-$ 

somit  gibt  die  Gleichung  12)  die  Relation: 

±  dv  =  *  13 

aus  welcher  durch  die  letzte  Integration  die  Form  der  Curve  erhalten  werden  kann  ; 
hierbei  wird  auch  die  Zweideutigkeit  des  Zeichens  wegfallen.  Um  die  Integra- 
tion leichter  ausführen  zu  können,  wird  es  sich  empfehlen,  die  Constanten  C3  und  Cb 
durch  zwei  andere  Grössen,  a  und  e,  zu  ersetzen,  welche  mit  den  ersteren  in  fol- 
gender Verbindung  stehen  sollen: 

Cs  =  —  *'"+m),        C3»  =  a  (1  —  ««)  **  (1  +  mj.        14) 
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Die  Substitution  dieser  Grössen  in  13)  läset  leicht  finden: 

ry.„-r*-.t(,-,<) 
Multiphcirt  man  Zähler  und  Nenner  mit  '  '  ~     ,  so  erhält  man 

»(■ 


V- 


Setzt  man  nun : 

■•£=*_.  *__'•_£-*,».,      ,,) 

er  a  er*  -" 

so  ergibt  »ich : 

±  dv  =  —    ; =  d  (arc  cos  a;) . 

yi  — ** 

Hieraus  folgt  durch  Integration : 

±  v  =  arc  cos  x  ^:  X,  16) 

welche  Gleichung  in  X  die  sechste  und  letzte  Integrationsconstante  enthält.  Letztere 
wurde,  mit  dem  doppelten  Vorzeichen  versehen,  angesetzt ;  es  ist  dies  in  der  That  ge- 
stattet, wenn  man  für  einen  speciellen  Fall  eine  diesbezügliche  feste  Wahl  trifft. 
Aus  der  Gleichung  16)  folgt: 

„(.  +  !)_._  ij«li=ä_,|,        „) 

wobei  aber  das  Doppelzeichen  weggelassen  wurde,  da: 

cos  (e  +  X)  =  cos  ( —  v  —  X] , 
ist.  Bestimmt  man  aus  der  Relation  17)  den  Werth  von  r,  so  findet  sich : 

9  ~  !+••»  (.  +  »)•  l8> 

Dieser  Auedruck  ist  aber  die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  in  den  polaren 
Coordinaten,  deren  Anfangspunkt  in  einem  Brennpunkte  liegt ;  r  stellt  den  Radiue- 
vector  vor,  (e  -+-  X)  den  Winkel,  welchen  die  grosse  Achse  mit  dem  Leitstrahle  r  ein- 
Bchliesst ;  hierbei  ist  derjenige  Theil  der  grossen  Achse  für  die  Zählung  massgebend, 
welcher  zwischen  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  und  dem  zunächstliegenden 
Scheitel  des  Kegelschnittes  (Ferihel)  eingeschlossen  ist. 

Die  Gleichung  18)  drückt  das  dritte  Kepler'sche  Gesetz  aus,  nämlich:  die 
Kähnen  der  Himmelskörper  sind  Kegelschnittslinien,  in  deren  einem  Brennpunkte 
die  Sonne  sich  befindet.  Kepler  hat  dasselbe  in  der  Beschränkung  auf  Ellipsen 
ausgesprochen. 

a  ist  die  halbe  grosse  Achse  und  e  die  Excentricität  des  Kegelschnittes,  der 
Parameter  p  ist  bestimmt  durch : 

p  =  a  (1  —  «*),  19) 

Derjenige  Brennpunkt,  welcher  im  Sonnencentrum  liegt,  bildet  den  Anfangspunkt  des 
Coordinaten  Systems.    Die  Gerade,  welche  mit  der  grossen  Achse  des  Kegelschnittes 
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zusammenfällt,  wird  als  die  Apsidenlinie,  die  zwei  Durchschnittspunkte  dieser  Ge- 
raden mit  der  Bahn  weiden  je  nach  der  grösseren  oder  kleineren  Entfernung  vom 
Sonnenmittelpunkte  als  Aphel  oder  Perihel  bezeichnet ;  ist  q  der  lineare  Abstand  des 
Perihels  vom  Sonnenmittelpunkte,  so  besteht  die  Relation ! 

P  =  J(i  +«).  20) 

Zählt  man  den  Winkel  0  vom  Perihel  aus ,  so  ist  die  in  1 8)  auftretende  Integrations- 
constante  X  der  Null  gleich ;  in  diesem  Falle  erhält  v  den  Namen  der  wahren  Ano- 
malie und  die  Gleichung  18)  nimmt  die  Gestalt  an ; 

r  =  -r£ 21) 

I    +  I  COM  V  ' 

Anlässlich  dieser  Definition  kann  man  anführen ,  dass  bis  zum  Anfange  des  jetzigen 
Jahrhunderts  die  wahre  Anomalie  in  elliptischen  Bahnen  vom  Aphel  gezählt  wurde ; 
die  jetzt  allgemein  angenommene  von  Gauss  in  der  Theoria  motus  eingeführte 
Zählweise  vom  Perihel  ist  vermöge  ihrer  gleichmässigen  Anwendung  auf  alle  Kegel- 
schnitte consequenter. 

Mit  Bücksicht  auf  die  nunmehr  erlangte  Kenntnis  der  Bahngestalt  wird  das 
Integral  8)  (pag.  45}  eine  einfache  Bestimmung  der  ConBtante  k  gestatten,  sobald  man 
für  die  Zeit-  und  Masseinheit  bestimmte  Annahmen  macht;  Über  die  Masseneinheit 
(Sonnenmasse  =  1}  ist  bereits  verfügt.  Ist  T  die  aus  den  Beobachtungen  abzuleitende 
Umlaufszeit  eines  Planeten,  die  in  mittleren  Sonnentagen  ausgedrückt  werden  soll 
(hiermit  ist  der  mittlere  Sonnentag  als  Zeiteinheit  fixirt) ,  ferner  a  und  b  die  halbe  grosse 
und  kleine  Achse  seiner  Bahn ,  so  beschreibt  der  Radius  vector  r  in  der  Zeit  2*  die 
ganze  Ellipsenfläche ;  dieselbe  ist  aber  bekanntlich : 

ahn  =  Tta1  Vi  —  e3.       22) 
Nun  gibt  das  Integral  8}  (pag.  45]  für  die  Zeit  t,  und  £j  die  Werthe : 

2  «1  =  C9t,  +  C4 

2  S>  =  C&  -r-  C4. 
Entspricht  der  Zeitunterschied  t%  —  (,  einem  Umlaufe  T,  so  ist  auoh  Ä,  —  Sy  die  ge- 
sammte  Ellipsennache  und  man  hat,   wenn  für  Cs  der  Werth  nach  Gleichung  14) 
(pag.  46)  eingeführt  wird  : 

ziuflVi  —  «*  =  Vä  Vi  —  «a  iV,  +  m  t, 
oder :  %, 

Entlehnt  man  T  und  m  den  Elementen  der  Erdbahn  und  setzt  hierbei  die  halbe  grosse 
Achse  der  Erdbahn  der  Einheit  gleich,  womit  die  Masseinheit  fixirt  wird,  so  ist  k  voll- 
ständig bestimmt  durch :  ,  a  *  24) 

*—  rvV+^i 


Für  k  gelten  demnach  die  folgenden  Einheiten  gleichzeitig : 
Einheit  der  Zeit :  der  mittlere  Sonnentag. 

Einheit  des  Weges :  die  mittlere  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne. 
Einheit  der  Masse :  die  Sonnenmasse. 


DigitizGd  by  Vj OOQ  IC 


49     

Gauss  hat  in  der  Theoria  motus  die  Bestimmung  der  Grösse  k,  die  man 
als  Attractionsconstante  bezeichnen  kann,  unter  den  Annahmen : 
T=  365-256  3835  mittlere  Sonnentage 
m=   1  ■  354  7io, 
nach  der  Formel  24)  durchgeführt  und  gefunden : 

k   =  0-017  2°2  P98  95 
log*   =8-235  581  441  4—10 
log  k"  =  3-550  006  574  6; 
hierbei  ist  gesetzt : 

Über  T  und  m  könnten  gegenwärtig  voraussichtlich  genauere  Annahmen  gemacht 
werden,  welche  allerdings  die  Grösse  k  nur  in  geringem  Masse  abändern  würden. 
Diese  Variabilität  von  k  hätte  jedoch  manche  Unzukömmlichkeiten  im  Gefolge ,  wes- 
halb man  sich  dahin  geeinigt  hat ,  an  dieser  Grösse  keine  Abänderungen  vorzuneh- 
men ,  sondern  sie  als  absolute  Constante  gelten  zu  lassen ;  um  aber  mit  der  Glei- 
chung 23)  nicht  in  Widerspruch  zu  gerathen ,  bestimmt  man  die  mittlere  Entfernung 
der  Erde  von  der  Sonne  nach : 

welche  Grösse  sich  somit  in  Etwas  von  der  Einheit  unterscheiden  wird.  So  findet  eich 
iE.  B.,  wenn  man  nach  Le  Verrier  die  mittlere  siderische  Bewegung  der  Erde  in  einem 
julianischen  Jahre  (365-25  mittlere  Sonnentage)  =  1295977"  4427  annimmt  und  die 
Blasse  m  =  1  -330  000  setzt : 

log  a  =  o-ooo  000  009  9. 
Infolge  dieser  Festsetzung  gilt  daher  nicht  mehr  die  mittlere  Entfernung  der  Erde  von 
der  Sonne  als  Einheit  der  Entfernung,  sondern  diese  erscheint  durch  die  Gauss'sche 
Attractionsconstante  festgelegt  und  würde  als  jene  mittlere  Entfernung  bezeichnet 
werden  müssen,  in  welcher ' unter  der  Annahme  des  obigen  Attractionsgesetzes  ein 
Massenpunkt  von  der  Masse  1  :  354  710  in  365-2563  835  mittleren  Sonnentagen . um 
die  Sonne  geführt  würde.  Diese  Definition  lässt  sich  aber  wesentlich  vereinfachen; 
wenn  man  die  Umlaufszeit  entsprechend  der  gemachten  Massenannahme  modificirt; 
man  hat  dann : 

r=ryr+~S,       oder:   T  =  ~- 

und  ich  wäre  geneigt ,  für  die  Einheit  der  Entfernung  im  Sonnensysteme  die  folgende 
Bestimmung  festzustellen :  Als  Einheit  der  Entfernung  hat  man  den  Radius  einer 
Kreisbahn  zu  betrachten,  in  welcher  ein  Punkt  von  unendlich  kleiner  Masse  unter  der 
Annahme  des  numerischen  Werthes  der  Gaues'Bchen  Attractionsconstante  k  den 
Umlauf  in  ~  mittleren  Sonnentagen  vollenden  würde ;  hierbei  ist  anzunehmen : 
log  k  =  8-235  5Sl  441  4°°  °°° 
log  ^=logr  =  2-562  598426958  115 

T  =  365-256  898  400  519  mittl.  Sonnentage. 

Oppoliar.  Baknb«UD«mii|*a.  1.   3.  Aalig*.  " 
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Diese  strenge  Definition  der  Masseinheit  wird  in  der  Folge  durchaus  festgehalten 
werden.  Der  allgemein  übliche  und  auch  im  vorliegenden  Werke  gehrauchte  Aus- 
druck, dass  die  mittlere  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne  als  Masseinheit  gilt,  wird 
m  dem  Sinne  der  durch  die  obige  Definition  festgestellten  Einheit  zu  verstehen  sein. 

Die  Gleichung  23}  (pag.  48)  erlaubt  unmittelbar  die  Ableitung  des  vierten  und 
letzten  Kepler1  sehen  Gesetzes.  Da  die  Con  staute  k  für  alle  Planeten  identisch  ge- 
funden werden  muss,  so  wird  auch  die  Gleichung: 


TyT+^      r.vTT^T 
oder: 

j-i.  ri  =     a''     ■      g    , 
1  1  -r-mt      1  +m 

bestehen.  Setzt  man  hier  die  in  unserem  Sonnensysteme  kleinen  Grössen  m  und  m, 
der  Null  gleich,  so  erhält  man  das  vierte  Kepler'sche  Gesetz  in  der  von  Kepler 
aufgestellten  Fassung ,  nämlich :  Die  Quadrate  der  UmlaufBzeiten  verhalten  sich  wie 
die  Würfel  der  grossen  Achsen.  Kepler  hat  also  durch  sein  letztes  Gesetz  nur  einen 
Näherungsausdruck  gefunden ,  der  aber  bei  der  Kleinheit  der  PlanetenmaBsen  nicht 
allzu  sehr  von  der  Wahrheit  verschieden  ist. 

Die  Gleichung  1 1)  (pag.  46)  gestattet,  wie  schon  oben  bemerkt  wurde,  eine  sehr 
interessante  Folgerung.  Setzt  man  für  Cs  den  Werth  nach  14}  (pag.  46),  so  resultirt 
für  die  Geschwindigkeit  des  Himmelskörpers  der  Ausdruck : 

g  =  k  YI+mY±  —  i.      25) 

Weil  nun  -  positiv  für  die  Ellipse ,  Null  für  die  Parabel ,  negativ  für  die  Hyperbel  ist, 
so  wird  die  Bahn  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  sein,  jenachdem  die  Geschwindig- 
keit kleiner,  gleich  oder  grösser  ist  als : 

Wegen  des  geringen  Unterschiedes  zwischen  dem  Factor  y,  ^.m  und  der  Einheit  wird 
man  auch  sagen  dürfen ,  dass  die  Gattung  des  Kegelschnittes  durch  die  Geschwindig- 
keit in  der  Entfernung  r  bestimmt  ist.    Die  Hahn  wird  also  sein : 

eine  Ellipse,  wenn  g  <  h  y  ^ 

.    Parabel      »     g  =  k  l/i 

•    Hyperbel  •     g  >  *  l/i, 
welche  Relationen  von  der  Richtung  der  Bewegung  unabhängig  sind. 

2.   Die  Relationen  zwischen  der  Zelt  und  dem  Orte  in  der  Bahn. 

Die  Hilfsmittel ,  um  für  eine  beliebige  Zeit  den  Ort  eines  Himmelskörpers  in 
der  Bahn  berechnen  zu  können,  sind  zwar  durch  die  bezüglichen  im  vorigen  Kapitel 
ausgeführten  sechs  Integrationen  vollständig  gegeben,  aber  noch  nicht  in  eine  Form 
gebracht,  die  dem  praktischen  Bedürfnisse  entsprechen  würde.    Die  für  die  folgenden 
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Untersuchungen  massgebende  Gleichung  7)  (pag.  41)  wird  sich  mit  Rücksicht  auf 
Gleichung  14)  (pag.  46)  schreiben  lassen: 

r*dv  =  k  YP  (t  +  m)  dt.  1) 

Nun  ist  aber  nach  dem  Resultate  der  Gleichung  21)  (pag.  48),  weil  die  Curve  ein 
Kegelschnitt  ist : 

fJ= £ ■ 

schreibt  man  der  Kürze  halber : 

(k)  =,  k  Vi+m, 

und  integrirt  rechts  vom  Gleichheitszeichen  in  der  Gleichung  i),  so  findet  sich  sofort : 
[int  _  f       <fo  . 

*k~h  +  .~s»]»'  2> 

welchem  Ausdrucke  nach  erfolgter  Integration  noch  eine  Constante  hinzuzufügen  ist, 
welche  die  Constante  f4  gewissermassen  ersetzt.  Die  nächste  Aufgabe  besteht  in  der 
Ausführung  der  in  der  Gleichung  2)  angezeigten  Integration  ;  um  diese  in  übersicht- 
licher Weise  für  alle  Kegelschnittsgattungen  durchführen  zu  können ,  sollen  mit  dem 
Ausdrucke  unter  dem  Integral  einige  Transformationen  vorgenommen  werden. 
Setzt  man: 

,  =  tgi.,       *  =  ^r,  =  i±^A,,l 

1— «■  .  .Jt  1        3' 

"••  — r+?"      d'"TT^'  ) 

so  wird: 

{k)t   _  f        U  +  **  dt 

,/fr     J{*  +  «  +  **(■  -*)}*' 
Schreibt  man  überdies : 

und  multiplidrt  beiderseits  mit  (1  +  »)',  so  erhält  man : 

1*)  t  (1  +  «2  _  f  dx         c  gj;  <) 

Die  Integration  dieser  Gleichung  ist  sofort  durchführbar ,  wenn  t  der  Null  gleich  ist, 
was  mit  der  Annahme  e  =  t  übereinkommt ;  für  die  Parabel  nimmt  sie  somit  die 
Gestalt  an : 

wobei  durch  /  die  Integrationsconstante  dargestellt  ist. 

Ehe  ich  aber  die  Integration  für  den  allgemeinen  Fall  vornehme,  will  ich  einige 
Reductionsformeln  entwickeln,  deren  man  zur  Zurückführung  des  Atisdruckes  5)  auf 
das  Grundintegral : 

bedarf.    Es  ist  offenbar : 

/'    x*dx        __  f—xbxdz         X 


y  Google 


sa    — 

Wendet  man  auf  den  letzteren  Ausdruck  die  Integration  durch  Theilung  an  und 
beachtet,  dass : 

d- 


—  ibxix 


ist,  so  wird  sofort  gefunden : 

r  gjg  _  _  _     *      .  _l  r_^__ ,    7) 

J[a  +  6z™  ~          %  S  (fl  +  Sa*)  ~  i  bja  +  bz* 
womit  das  zweite  Glied  des  Ausdruckes  5)  leicht  auf  das  obige  Grundintegral  reducirt 
werden  kann.    Zur  Reduction  des  ersten  Gliedes  beachte  man,  dass : 
,    i  bx (1  jag dx         ibdx 

ist ;  schreibt  man  im  ersten  Gliede : 

(2  bx)*  =  4  [•  +  bx*}  b  —  4  ab, 
so  hat  man  auch : 

.»Si«     iS«Jx  ,        dx 

aa  +  bxi  —  ~  r+fcP  +  4  «»  [a  +  6ji,i ■ 

Hieraus  findet  sich  leicht  durch  Integration : 

/L_i? 3= * .    J_  f  <**     ,         8) 

7(0  +  5**)*        »•(•  +  »**]  ^  i«./a  +  4** 

womit  die  Reduction  des  ersten  Gliedes  in  5)  auf  das  obige  Grundintegral  auch  erreicht 
ist.    Demselben  kann  aber  die  Form : 


und  b 
che  Aue 

VI' 


ertheilt  werden.    Stellt  man  sich  unter  a  und  b  positive  Grössen  vor,  so  führt  jede 
dieser   Formen  auf  verschiedene   analytische  Ausdrucke ;    im  ersten   Falle  hat  man 


fuhrt  man  nun  eine  neue  Variable  ein  durch : 
so  ist: 

■TF5P  =  vsf^i)  ~  Tz,11"1"** 

oder: 

Ist  der  Coefficient  von  x1  negativ,  so  hat  man : 

_* vi*         yi**    , 


yfe[,+yi,)[,-yi,j    ,y*\,-yi,   ,+yi.v 
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Führt  man  hier,  wie  oben,  die  Variable  y  ein,  so  wird : 

So  vorbereitet  hat  die  Integration  der  Gleichung  5)  (pag.  51)  keine  Schwierig- 
keit.  Man  erhält  zunächst  durch  die  Anwendung  der  Formeln  7]  und  8) : 

Nun  ist  aber : 
daher  auch : 

Ist  e  positiv,  also  «<i,  demnach  die  Bahn  eine  Ellipse,  so  wird  man  zur  Integration 
die  Formel  9)  anzuwenden  haben  und  erhalten : 

(*H(H-.)i(i-,)    _ 


wobei  /  die  Integrationsconstante  darstellt.    Ist  aber  e  negativ,  also  «  >  i,  somit  die 
Bahn  eine  Hyperbel,  so  setzt  man  zunächst  in  1 1 ) 

-•-i-iri.  -3) 

und  erhält  durch  die  Anwendung  von  10)  sogleich : 

wie +.)i[.-.) ...    .    1  . ,  n-Mü 


r^°"{^l+/-  ,4) 


Die  Gleichungen  6),  12)  und  14)  enthalten  also  die  allgemeine  Losung  des  Problems, 
die  Zeit  mit  der  wahren  Anomalie  zu  verbinden.  Die  Gleichungen  12)  und  14)  werden 
jedoch  für  die  numerische  Rechnung  sehr  unbequem  und  unsicher,  wenn  sich  die 
Excentricitat  wenig  von  der  Einheit  unterscheidet ;  man  wird  demnach  die  obigen 
Gleichungen  der  Reihe  nach  unter  der  Annahme  einer  Ellipse ,  Parabel ,  Hyperbel 
und  einer  nahezu  parabolischen  Bahn  näher  betrachten  und  die  wichtigsten  Relatio- 
nen, von  denen  in  der  Folge  vielfach  Gebrauch  gemacht  wird,  entwickeln  müssen. 

a.  Ellipse. 

Die  Gleichung  1 2)  gibt,  wenn  man  beiderseits  mit  Ve  multiplicirt,  und  sich  der 
Relation  p  =  a  (1  —  e2}  erinnert : 

\k)t         ntvr  ,         ,  ,  .,-.      „ 

4  =  ~T+üi  +  *arctg(*Vc)  —  Ma  , 
in  welchem  Ausdrucke  3/u  die  Integrationsconstante  vorstellt.    Setzt  man  nun,   um 
denselben  der  Rechnung  zugänglicher  zu  machen  : 


'Y*  =  fci'VhjH  =  *8*Ät  f5) 
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(»1 

'«4« 

-     d 

1  +  tg  i  «S  , 

c  = 

.'/<         ' 

E  —  e  sin  E 

=  H,  +  pt 

5*     

bo  wird  man  die  WurzelgrÖsse  l/^x~~  8teta  poBitiv  wählen  können;  knüpft  man  an 
die  Winkel  v  und  E  die  Bedingung,  dase  dieselben  stets  kleiner  als  3600  seien,  so  ist  o 
durch  E  und  umgekehrt  unzweideutig  bestimmt.    Aus  dieser  Relation  folgt  aber : 

tind  da  bekanntlich : 

ist,  so  wird,  wenn  man  abkürzend 

einführt,  erhalten 

■7) 

welche  Gleichung  das  Kepler'sche  Problem  darstellt,  (i  wird  die  tägliche  mittlere 
siderische  Bewegung  genannt,  M  ist  die  mittlere  Anomalie,  die  zur  Zeit  t  gehört, 
Ma  ist  die  mittlere  Anomalie  für  die  Ausgangsepoche  der  Zählung  der  Zeit  t  und  ist 
durch  die  Elemente  gegeben  ;  E  wird  die  excentrische  Anomalie  genannt,  aus  der  mit 
Rücksicht  auf  die  Gleichung  15)  die  wahre  Anomalie  v  berechnet  werden  kann,  c  ist 
die  Excentricität  und  wird  bei  elliptischen  Hahnen  häufig  durch  den  sogenannten 
Excentricitätswinkel  <p  dargestellt ;  letztere  beiden  Grössen  sind  durch  die  Relation : 

verbunden.  Sind  demnach  M^  und  (i  durch  die  Elemente  einer  vorgelegten  Bahn  ge- 
geben ,  so  hat  die  Berechnung  der  mittleren  Anomalie  M  für  eine  beliebige  Zeit  t 
keine  Schwierigkeit;  i  ist  die  seit  der  Epoche,  zu  der  M0  gehört,  verflossene  Zeit  in 
mittleren  Sonnentagen.  Aus  der  mittleren  Anomalie  M  hat  man  nach  der  Gleichung  17) 
die  excentrische  Anomalie  zu  bestimmen ;  da  diese  Gleichung  eine  transcendente  ist, 
so  muss  sie,  wenn  zur  mittleren  Anomalie  die  zugehörige  excentrische  E  gefunden 
werden  soll,  durch  Versuche  gelöst  werden ;  sind  die  letzteren  zweckmässig  geleitet, 
so  wird  das  Ziel  stets  um  so  rascher  zu  erreichen  sein,  je  massigere  Werthe  der 
Excentricität  zukommen. 

Ist  einmal  ein  Näherungswerth  von  E  bekannt,  so  wird  die  Rechnung  nach 
der  Formel  17)  für  M einen  Werth  finden  lassen,  der  sich  wenig  von  dem  vorgelegten 
unterscheiden  wird ;  hierbei  wird  man,  da  E  und  M  Bogengrössen  sind,  zweckmässig 
nach  der  Form : 

M  =  E  —  ~r,  sin  E=  E—  «"sin JE,  19) 

rechnen,  in  welcher  für  die  Bögen  die  Bogensekunde  als  Einheit  gilt.  Bezeichnet 
man  den  erhaltenen  Näherungswerth  von  E  mit  £1 ,  den  daraus  resultirenden  Werth 
der  mittlem  Anomalie  mit  M\,  so  wird  die  Differenz  M —  Mt  sofort  das  Hilfsmittel 
bieten,  eine  wesentlich  genauere  Annahme  über  E  zu  machen.  Begnügt  man  sich 
mit  den  ersten  Potenzen  der  Änderungen ,  so  wird  durch  Differentiation  der  Glei- 
chung ig)  leicht  gefunden : 

*  =  *  +  ,-.-..?*,  •  *°> 

War  der  Fehler  M  —  J/|  klein,  so  wird  iE,  dem  wahren  Werthe  sehr  nahe  entsprechen 
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and  eine  fortgesetzte  Anwendung  der  Formeln  19)  und  20)  das  vorgesteckte  Ziel  er- 
reichen lauen.  Ist  sonst  keine  Näherung  bekannt,  so  kann  man  allenfalls  lix  =  M 
setzen,  doch  wird  das  Encke'sche,  durch  N.  II  erz  (astr.  Nachr. Nu.  2354)  wesentlich 
erweiterte  Verfahren  meist  so  genäherte  Werthc  für  Ü,  ergehen,  dass  eine  einmalige 
Wiederholung  des  eben  beschriebenen  Verfahrens  zum  Ziele  fuhrt.  Ich  werde  die 
diesbezüglichen  Vorschriften  hier  entwickeln. 

Die  Kepler'sehe  Gleichung  kann,  wenn  man : 
x  =  E  —  M , 
setzt,  wie  folgt  geschrieben  werden : 

x  =  e  sin  (jfcf  +  x)  —  e  sin  M  {1  —  \  x1  +  ^  x*  —  ^  s*  +  .  .  .}  + 
+  0  cos  M  {x  —  *  c>  +  -rij  «•  —  ^  *»  +  .  . .}, 


oder  auch : 


■-i**  +  A*,-Tfe*l  +  - 


■  ■in  M 


1  +  1  -TtniM  <*>*■*  M  ft  *-—  Th  ^  +  TAB  **  —  ■ 
Setzt  man  der  Kürze  halber : 

nimmt  die  Glieder  siebenter  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Excentricität  mit  und  beachtet 
dabei,  dass  x  und  tg  y  Grossen  erster  Ordnung  sind,  so  erhält  man  zunächst : 

ar  =  tgy  —  \x*tgy  —  J  cotg  M  x1  tgys  +  ^ra^tgy  +  ^  cotg  M  x*  tg  y* 

—  Th^tgy  +  ^cotgiPx*tg^— , 

oder  durch  Umkehrung : 

*  =  tgy  —  $  tgys  —  f  cotg  Jtftgy*  +  ü  tg  y* +-  ^  cotg  Jf  tg  y« 

-P-{1Vcotgjn-fH}tgy'  +  .... 

Entwickelt  man  nach  Potenzen  von  17  =  sin  y  und  bedenkt,  dass  : 

«gy  =  p=j=  =  <i  +  i  •)■  +  *>]* +  *•;'  +  ■■•, 

ist,  so  wird  man ,  wenn  die  Glieder  siebenter  Ordnung,  die  schon  etwas  mehr  zusam- 
mengesetzt sind,  weggelassen  werden,  erhalten : 

x  =  t]  —  i  cotg  M  i)«  +  £  1)*  +  -fö  cotg  M  ij8, 
welcher  Ausdruck ,  so  lange  die  Excentricität  nicht  allzu  gross  ist ,  in  einfacher  Weise 
einen  sehr  genauen  Werth  für  die  excentrische  Anomalie  liefert.    Will  man  x  in  Bogen- 
Sekunden  erhalten ,  so  sind  die  CoSfficienten  durch  arc  1"  zu  dividiren.    Die  zur  Rech- 
nung nöthigen  Formeln  sind  zusammengestellt : 

tg  y  =  ,  LTjf M 

ij  =  tgy  cosy 
x"  =  a  ij  4*  ß  cotg  M  t}4  +  /  ij*  +  3  cotg  M  «■ 
log  o  =  5-3i4  425»        log  0— '4»5S°  274 
log  y  =  4536  27  log  d  =  4-2706 

Bi=M  +  x" 
Mi  =  Ei  —  aetin  Ex  =  Et  —  e"  sin  E, 
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Hierbei  sind  alle  Bögen  in  Einheiten  der  Bogenseknnde  verstanden.  E-j  wird,  mit 
seltenen  Ausnahmen  stets  der  Wahrheit  hinreichend  nahe  kommen ,  meist  sogar  der 
Werth  E\  schon  genügen.  Sollte  sich  aber  der  Werth  von  Et  noch  nicht  hinreichend 
genau  erweisen,  so  rechne  man : 

M?  =-.  E^  —  e"  sin  Ej 

'*  =  *  +  r£i=T5,l 

und  Betee  dieses  Verfahren  fort ,  bis  die  genügende  Übereinstimmung  hergestellt  ist. 
Um  die  Kürze  und  Bequemlichkeit  der  Methode  anschaulich  zu  machen,  setze  ich  hier 
ein  Beispiel  vollständig  an. 

Es  sei  M  =  332°  28'  54*77  und  log  e  =  9-389  7262  gegeben,  also  log  e" 
=  4-7041513  ;  man  habe  die  zugehörige  exzentrische  Anomalie  zu  suchen.  Die  Rech- 
nung nach  2t)  (pag.  55)  stellt  sich,  wie  folgt ; 

i?5     5»782  18 

dcotgJf    4,5598 

V*    4-9386 


m» 

9,664  6693 

cos  M 

9-947  8574 

e  cos  M 

9337  5830 

e  cos  M \ 

0-106  5502 

e  sin  M 

9,054  3955 

w» 

9,1609457 

cos  y 

9.995  4905 

1 

9,156  436s 

logai 

4,470  8613 

cotg  M 

0,283  <88 

ßaotgM 

4-819  462 

V1 

6-625  745 

atj  —8°  12'  5o"75 

ßcotgMt}*  +  27.874 

y  rf>  —      2-082 

3  cotg  M  ija  —     0-3 1 5 

x  —  8°  12'  25n27 

M-\-x  =  Ex  324    16   29-50 

sin  Ex  9»7°o  33  66 

^sin£i  —8°  12'  25*27 

Mx  33^    28  54-77. 


Der  Werth  von  Jft  stimmt  also  bereits  völlig  mit  dem  vorgelegten  Werthe  von  M,  so 
dass  die  Berechnung  von  Ej  nicht  mehr  erforderlich  und  der  strenge  Werth  von  E 
schon  durch  JS,  erlangt  ist.  Man  wird  beachten,  dass  der  hier  für  s  angenommene 
Werth  für  eine  Planetenbahn  schon  recht  beträchtlich  ist ;  die  obigen  Formeln  werden 
selbst  für  die  extremsten  Falle  unseres  Planetensystems  E,  dem  wahren  Werthe  von  E 
bis  auf  wenige  Bogensekunden  nahe  bringen ,  so  dass  mit  der  Berechnung  von  E^  die 
Versuche  stete  als  beendigt  betrachtet  werden  dürfen. 

Da  nach  dem  Bisherigen  E  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  kann ,  bo  wird  es 
nun  angemessen  erscheinen ,  in  Kürze  die  wichtigsten  Relationen  abzuleiten ,  welche 
zwischen  der  excentrischen  Anomalie  E,  der  wahren  Anomalie  t>  und  dem  Radius 
vector  r  bestehen. 

Man  wird  zu  diesem  Zwecke  die  früher  entwickelten  Gleichungen  21)  (pag.  48} 
und  1 5)  (pag.  47)  benützen.    Dieselben  sind : 

,-  •'— 1  I 
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Es  soll  zunächst  aus  diesen  beiden  Gleichungen  eine  wichtige  Relation  erlangt  werden, 
aus  der  alle  übrigen  leicht  abgeleitet  weiden  können.  Macht  man  ähnliche  Transfor- 
mationen wie  früher  3)  (pag.  51)  und  schreibt : 

-  =     "I'  —  «3}     __  "(1—  gtÜL+J) 

dividirt  überdies  im  letzteren  Ausdruck  den  Zähler  und  Nenner  durch  (1  +  e)  und 
führt  für  -^-^  ts  den  Werth  nach  der  zweiten  Gleichung  in  23)  (pag.  56)  ein,  so  findet 
sich :  «  (1  -  *)  wc  \  x*  .    __    .  eo.j.g  24j 

Aus  dieser  Gleichung  resultirt : 

Vr  cos  |  t>  =s  Va  (  1  —  e)  cos  £  B,  25) 

wobei  man  an  die  WurzelgrösBen  die  Bedingung  knüpfen  kann,  dass  beide  stets  positiv 
zu  nehmen  sind  (vgl.  Bemerkung  zu  15)  pag.  54).  Multiplicirt  man  diese  Gleichung 
beiderseits  mit  der  zweiten  in  23) ,  so  wird  erhalten : 


Vr  sin  $  «  =  Va  {1  -f-  e)  sin  |  B.  26) 

Die  Gleichungen  25)  und  26)  gestatten  in  bequemer  und  einfacher  Weise  die  Bestim- 
mung der  wahren  Anomalie  v  und  des  Radius  vector  r  aus  E.  Quadrirt  man  diese 
Gleichungen  und  addirt,  so  findet  sich  leicht : 

r  =  a  {1  —  e  cos  E) ,  27} 

welche  Relation  unmittelbar  die  Berechnung  des  Radius  vector  aus  der  excentrischen 
Anomalie  gestattet.   Die  Quadrirung  der  Gleichungen  25}  und  26}  und  die  Subtraction 

derselben  ergibt :  ,        _         .  „, 

rc«8r  =  a  (cos  E  —  e) ;  28) 

die  Multiplication  dieser  Gleichungen  dagegen  : 

r  sin  v  ■-  -  a  cus  rp  sin  E.  29) 

Die  Gleichungen  28)  und  29)- leisten  dasselbe,  was  die  Gleichungen  25]  und  26)  er- 
geben ,  nur  bieten  sie  den  Vortheil ,  dass  die  Bestimmung  von  v  und  r  aus  E  bei  der 
numerischen  Ausfuhrung  in  wesentlich  genauerer  Weise  ausfällt.  Weiters  ergibt  die 
Division  der  Gleichung  28)  durch  27)  : 

C0B  i—tvom'E* 

und  aus  dieser  Gleichung  resultirt,  wenn  man  dieselbe  nach  cos  E  auflöst : 

cos  E  =  ^y^Ji  ■  31) 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  25)  mit  sin  J  7?  und  subtrahirt  das  Resultat  von  der 
Gleichung  26) ,  nachdem  die  letztere  mit  cos  \  F.  multiplicirt  worden  ist,  so  folgt : 

Bin  i  (.  -  E)  =  Y\  {£+^Tzj£SS}  sin  E  =  sin  }  ;  ]/f«n  E,    3z) 
durch  welche  Gleichung  bei  einer  massigen  Excentricität  der  Unterschied  zwischen  der 
wahren  und  der  excentrischen  Anomalie  mit  grosser  Genauigkeit  bestimmt  werden  kann. 
Die  Gleichung  28)  lässt  die  geometrische  Bedeutung  des  Winkels  E  leicht  dar- 
legen.   Beschreibt  man  aus  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse,  deren  grosse  Achse  20  sei, 

Opptliar,   IlahubeBtinimuDgon     I.   1,  Anflüge.  S 
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mit  dem  Radius  a  einen  Kreis,  fallt  von  irgend  einem  Punkte  der  Ellipse  ein  Perpen- 
dikel auf  die  grosBe  Achse  und  verlängert  dasselbe  nach  rückwärts ,  bis  es  den  früher 
beschriebenen  Kreis  trifft,  so  ist  der  Winkel,  den  der  Radius  nach  diesen  Schnitt- 
punkt mit  dem  gegen  das  Perihel  gerichteten  Abschnitte  der  grossen  Achse  bildet, 
die  excentrische  Anomalie  ;  dies  leuchtet  sofort  aus  der  oben  angezogenen  Gleichung 
ein,  wenn  man  beachtet,  dass  der  Abstand  des  Mittelpunktes  der  Ellipse  vom  Brenn- 
punkte t»  ist. 


In  der  Parabel  wird  e  =  i ,  somit  erhält  die  Gleichung  für  den  Radius  vector 
die  Form: 

Zur  Berechnung  der  wahren  Anomalie  dient  die  Gleichung  6)  (pag.  51} ;  dieselbe  wird, 
wenn  man  die  Zeit  vom  Perihel  aus  zählt ,  wodurch  die  Integrationsconstante  Null  ist, 
geschrieben  werden  können : 

K*9  '* 
Hierbei  ist  (A)  =  k  Vi  +  m  mit  k  identificirt,  weil  für  die  Kometen  bisher  keine  merk- 
liche Masse  nachgewiesen  werden  konnte.  Sollte  aber  die  Berücksichtigung  derselben 
jemals  nöthig  werden,  so  wird  man  in  den  folgenden  Formeln  statt  (  überall  t  V 1  +  m 
zu  setzen  haben.  Ich  werde  in  der  Folge  den  Factor  Vi  +  m  für  die  Parabel  stets  der 
Einheit  gleich  annehmen. 

Die  cubische  Gleichung  2)  kann  für  jeden  speciellen  Fall  direct ,  oder  was  be- 
quemer ist,  mit  Hilfe  entsprechend  constmirter  Tafeln  gelöst  werden.  Hat  man  eine 
solche  nicht  zur  Hand,  so  wird  man  sich  mit  V ortheil  des  folgenden  Verfahrens  be- 
dienen können.    Setzt  man  etwa : 

tg  |  0  =  2  cotg  2  y  =  cotg  y  —  tg  y , 
so  ist : 

tg  $  o»  =  —  3  tg  \  t  +  cotg  y*  —  tg  y» ; 

somit  nimmt  die  Gleichung  2)  die  Gestalt  an : 
Setzt  man  weiter : 


cotg  y  =  Fcotg  |  ß} 
j  wird  auch : 

*=  .1* ... 


cotg/J=  - 


<*?) 


Bezeichnet  man  den  Werth  des  constanten  Factors : 
/fr 

mit  e,  so  ist  die  Berechnung  der  wahren  Anomalie  in  der  Parabel  in  dem  folgenden 
Formelsystem  enthalten : 
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log  c=  1-7388423 


tgß  = 


.% 


3) 


tg  y  =  Ftg  j  (3 

tg  I  »  =  2  cotg  2  y.   ) 
Hierbei  ist  zu  beachten ,  dass  als  Ausgangspunkt  für  die  Zählung  der  Zeit  die  I'erihel- 
zeit  gilt  und  dass  in  der  Parabel  die  Anomalie  vor  dem  Perihel  negativ ,  nach  dem- 
selben positiv  angesetzt  wird. 

Zur  Erläuterung  der  vorstehenden  Formeln  soll  das  folgende  Heispiel  vorgenom- 
men werden.  Ea  sei  (  —  —  36-553  97,  log  q  =  9519  0730  gegeben,  man  habe  hier- 
für die  wahre  Anomalie  und  den  Radius  vector  in  der  parabolischen  Bahn  zu  suchen. 
Die  Rechnung  nach  3)  stellt  sich  wie  folgt : 

£logy     97595365  y    —  27°  25'    9VJ 

I  log  q    9.278  6095  2  y    —  54    50  18-06 

k>g  t     in562  9345  cotg  2  /     9„847  8320 


■  3A  : 


7»7i5  675o      .  tg£»    0,1488620 


tg/*    9B454  5'73  i»    —    54°37'57"87 

ß    — >5°53'46"20  e     —109    15.55-74 

kfi    —    7    56  33-10         cos  Je     97625400 
*%\ß     9n'44  938>  cos  ^  o1     95250800 

tgy     9«7'4  9794  %r    9  993  9930- 

Kei  weitem  bequemer  ist  es,  bei  der  Rechnung  von  den  für  diesen  Fall  construirten 
Tafeln  Gebrauch  zu  machen.  Die  bekannteste  derselben  ist  die  Barker'sche  Tafel, 
welche  mit  dem  Argumente  t»  den  Werth : 

J/=75  tgjt.  +  25  tg^r», 
tabnlirt  enthält ;  hier  ist  demnach  zu  setzen : 

ql*     . 

log  C  =  9960  1277. 
Der  Werth  von  C  ist  offenbar : 

Die  zu  dieser  Rechnung  erforderlichen  Tafeln  finden  sich  von  100"  zu  100"  in  Olbers' 
Werk  über  die  Bestimmung  einer  Kometenbahn  (zweite  von  Encke  besorgte  Aus- 
gabe) und  von  i'zu  1'  in  Watson's  Theoretical  Astronomy.    Es  erscheint  aber  zweck- 1 
jr,  statt  der  Constante  O  die  Einheit  selbst  einzuführen  und  demnach  den  Werth  :  1 


in  Tafeln  zu  bringen ;  eine  solche  ist  diesem  Werke  als  Tafel  IV  angeschlossen.  Die- 
selbe gibt  von  10"  zu  10"  den  Werth  von  M  und  zwar  für  die  ersten  zehn  Grade  von  t> 
den  Werth  selbst,  von  io°  angefangen  bis  176"  den  Logarithmus  von  3f,  und  ist  von 
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J.  Strobl  mit  grosser  Sorgfalt  und  seltener  Ausdauer  durchaus  zehnstellig  berechnet 
worden.  In  den  ersten  zehn  Graden,  welche  den  Werth  von  M  selbst  angeben ,  sind 
die  Tafeln  auf  sechs  Decimalen,  in  den  übrigen  Graden,  bei  denen  sich  log  M  tabulirt 
findet ,  auf  sieben  Decimalen  abgekürzt  und  wird  die  letzte  Stelle  stets  so  weit  richtig 
gegeben ,  als  dies  durch  eine  sorgfältige  zehnstellige  Rechnung  geleistet  werden  kann. 
Dieser  Rechnung  war  auf  Vorschlag  von  R.  Schräm  die  folgende  Formel  zu  Grunde 
gelegt  worden ,  die  sich  leicht  aus  dem  obigen  Ausdrucke  für  M  findet : 

M  —  *~  --'-"-ivA.  U  +  "08  ül ; 

hierdurch  kann  nach  einer  einmaligen  Interpolation  in  der  zehnteiligen  Tafel  der  Werth 
von  log  M  ermittelt  werden.  Die  Werth e  von  cos  v  wurden  dem  Thesaurus  mathe- 
maticus  von  Pitiscus  (Francofurti  1613)  entlehnt,  die  Logarithmen  der  Zahlen  aus 
Vega'e  sehr  verlasslichem  Thesaurus  logarithmorum  (Leipzig  1794),  die  trigonome- 
trischen Functionen  bis  p  =  io°  ebenfalls  dem  Thesaurus,  für  die  weiteren  Grade  aber 
den  wesentlich  genaueren  Tafeln  von  Gellibrand(Trigouometria  britannica.  Goudae 
1633) ;  bei  Benützung  dieser  Tafel  wurde  die  elfte  Decimale  in  Rechnung  genommen. 
Die  Tafel  ist  nur  bis  1 76°  ausgedehnt,  da  die  Interpolation  in  den  letzten  Graden  schon 
schwierig,  bei  1800  aber  unthunlich  wird;  es  wird  später  ein  Verfahren  angegeben 
werden,  wie  man  für  die  in  der  Anwendung  allerdings  seltenen  Fälle  einer  die  Grösse 
von  1 80°  nahezu  erreichenden  wahren  Anomalie  mit  Bequemlichkeit  t>  und  r  zu  be- 
rechnen im  Stande  ist. 

Ich  werde  den  Gebrauch  der  Tafel  IV  kurz  erläutern.  Dieselbe  gibt  für  die 
positiven  Werthe  von  v  und  zwar  von  o°  bis  io°  für  jede  zehnte  Sekunde  die  Werthe 
von  M,  von  io°  bis  1 760  den  briggischen  Logarithmus  von  M ;  für  die  negativen  Werthe 
von  v  hat  man  sich  M  mit  dem  negativen  Vorzeichen  versehen  zu  denken.  Jede  Seite 
enthält  zwei  Grade  und  am  Fusge  einige  Proportionaltheile ;  in  keinem  Theile  der  Tafel 
wird  es  nöthig  sein,  bei  der  Interpolation  auf  zweite  Differenzen  Rücksicht  zu  nehmen. 
Sind  t  und  q  gegeben ,  so  berechnet  man : 

Jf--i-.  4) 

und  erhält,  mit  dem  Werthe  M  in  die  Tafel  eingehend,  durch  eine  einfache  Interpola- 
tion den  Werth  von  0.  Sind  aber  o  und  q  gegeben,  und  soll  daraus  f.  bestimmt  werden, 
so  entlehnt  man  mit  dem  Argumente  v  der  Tafel  IV  den  Werth  von  M  und  hat: 

t  =  Mqh.       5) 

Einige  Beispiele  werden  zur  Erklärung  dienen.  Es  sei  log  q  =  9-519  0730  ge- 
geben und  für  die  Zeitmomente,  welche  36-55397,  0-99927  Tage  vor  und  ioooo-o  Tage 
nach  dem  Periheldurchgange  liegen,  die  wahre  Anomalie  zu  bestimmen;  man  hat 
nach  4) : 

log  o  /*  =  9-278  6095 
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I 

II 

III 

t 

—  36-55397 

—  o-99927 

-f-  ioooo-oo 

logf 

'»562  9345 

9„999  6S28 

4-000  0000 

»g-M 

*n284  325° 

0„72I  0733 

4-721  3905 

M 

— 

—  5-261  060 

— 

„    _  ,09°  15'  55"76      —  70  18'  47n76        170°  44'  32"55* 

Für  den  umgekehrten  Fall  können  diese  Beispiele  wieder  verwerthet  werden.  Es  seien 
die  drei  eben  berechneten  wahren  Anomalien  und  die  oben  angeführte  Periheldistanz 
gegeben,  dann  stellt  sich  die  Rechnung  nach  5)  wie  folgt: 

u     —  1090  15'  55"76         —  7°  18'  47"76         1700  44'  32*554 
M  —  —  5-261  061  — 

log  M    2,284  325°  Or.721  0734  4-721  3905 

log  (     1,1562  9345  9*999  6829  4-000  0000 

t     —  36-55397  —  0'99927  +  IOOOO-OO. 

Man  wird  bemerken ,  dass  in  dem  dritten  Beispiele  die  wahre  Anomalie  genauer  an- 
gesetzt ist,  als  in  den  beiden  vorhergehenden,  um  seiner  Zeit,  wenn  man  den  Radius 
vector  nach  der  Formel : 

'=4?'  6) 

berechnet ,  den  Logarithmus  von  cos  J  v  mit  genügender  Genauigkeit  zu  erhalten ; 
zwar  würde  in  dem  gewählten  Beispiele  die  Mitnahme  der  Hunderttheile  der  Sekunde 
fast  ausreichen,  doch  ist  bei  noch  grosseren  Anomalien  das  Ansetzen  weiterer  Decimalen 
der  Bogensekunde  geboten. 

Die  Anwendung  der  Barker'schen  Tafel  wird,  wie  schon  oben  erwähnt,  in  den 
Fällen,  wo  die  wahre  Anomalie  nahe  i8o°ist,  wegen  der  Interpolation  mit  höheren 
Dinerenzwerthen  sehr  unbequem,  für  den  Grenzfall  selbst  unmöglich.  Ich  will  daher 
die  Methode  auseinandersetzen],  die  man  im  Falle  sehr  grosser  Anomalie  mit  ¥  ortheil 
in  Anwendung  ziehen  kann. 

Der  Gleichung  2)  (pag.  58)  kann  die  Form: 

-^  =  \  *9  *  •»  (»  +  3  »tg  *  *q,       7) 

(»9)  rt 
ertheilt  werden.    Setzt  man  abkürzend : 

x  =  cota  1c,       y  =  \=JL  1  8) 

so  ergibt  sich  aus  7)  leicht : 

x  =  y  {1  +  3  x*)V*  =  y  {1  •+■*»—**  +  **•—¥*•+...).       9) 

Kehrt  man  diese  Reihe  um ,  so  dass  sich  x  nach  steigenden  Potenzen  von  y  ergibt ,  so 
findet  man : 

x  =  y  {1  +  y*  +  y*  +  |  y8  +-  oy"  +  .  .  .}.  10) 
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Will  man  Grössen  sechster  Ordnung  von  y  übergehen,  so  kann  gesetzt  werden : 

*  =  -^;      ■ 

t—S2' 
bestimmt  man  nun  aus  y  den  Bogen  w  durch : 

y  =  sin  w , 
so  hat  man  die  von  Nicolai  (Astr.  Nachr.  Nr.  79)  gegebene  Näherungsform : 

bestimmt  man  aber  aus  1 0}  den  Ausdruck  für  log  x,  so  findet  sich .  wenn  man  alle 
Glieder  bis  zur  achten  Ordnung  mitnimmt : 

log  x  =  log  y  +  Mod  {y1  +  i  y1  —  tV  y8  +  •  ■  •}■ 
Die  Glieder  sechster  Ordnung  verschwinden  und  man  hat  demnach  den  folgenden  bis 
auf  Grössen  achter  Ordnung  richtigen  Ausdruck : 

log  cotg  1  v  =  log  y  +  Mod  y1  (1  +  \  y»)  1 1) 
Für  log  y  =  9- 1802,  welcher  Werth  der  wahren  Anomalie  s=  1620  23' entspricht,  betragt 
der  Fehler  dieses  Ausdrucks  nur  eine  halbe  Einheit  der  siebenten  Decimale ;  letzterer 
kann  demnach  bis  zu  dieser  Grenze  mit  Sicherheit  in  Anwendung  gebracht  werden ; 
da  aber  die  Benützung  der  Barker'schen  Tafel  selbst  bei  165°  noch  hinreichend  be- 
quem ist,  so  wird  durch  das  Verfahren  der  fehlende  Theil  der  Barker'schen  Tafel  in 
einfacher  Weise  ersetzt. 

Für  die  umgekehrte  Rechnung  bedarf  es  keiner  besonderen  Formeln ;  der  Aus- 
druck 7)  (pag.  61)  in  einer  für  diesen  Fall  geeigneteren  Form  geschrieben,  ergibt : 

t  _  (»  tft     i+Jcotgi_^  lz] 

6  A      '         ootg  i  u»  ; 

Hierbei  wird  es  gewöhnlich  von  Wichtigkeit  sein ,  den  Radius  vector  möglichst  genau 
darzustellen ,  weshalb  man  in  ersterein  Falle  zur  Berechnung  anwendet : 

in  letzterm  Fall,  da  der  Radius  vector  durch  anderweitige  Angaben  bestimmt  ist ,  wird 
man  behufs  Anwendung  der  Formel  12]  aus  dieser  die  Cotangente  der  halben  wahren 
Anomalie  bestimmen  und  zu  diesem  Zwecke  rechnen : 

cosi»  =  |/|,         cotgi»  =  ^i|;  14) 

der  ku  ms  \  0  gehörige  Werth  von  sin  J  v  kann ,  ila  \  v  nicht  viel  von  go°  verschieden 
ist,  mit  Bequemlichkeit  aus  der  logarithmischen  Tafel  entlehnt  werden. 

Die  Formeln  11]  und  13)  sollen  nun  durch  ein  Beispiel  erläutert  werden.  Ich 
werde  zu  diesem  Zwecke  die  bezüglichen  Ausdrücke  zusammenstellen  und  dann  die 
Zahlen  des  obigen  Beispieles  III  (pag.  61)  zur  Anwendung  vornehmen : 

iogy<9-*s  | 

y  =  y  frf         lo8  /  =  °'479  2708 

V*  }     15) 

log  cotg  £  0  =  log  y  ■+-  Mod  y1  (1  -|-  £  y5)  ;     log  Mod  =  9-637  7843   I 
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Die  Rechnung  nach  diesen  Formeln  stellt  eich  wie  folgt : 


log< 

4-000  oooo 

logy1 

7 

810048 

}log( 

1-333  3333       ! 

log^y1 

7 

50g  918 

rVi 

0-238  8073 

log  (1  +  *  y1) 

0 

001  403 

logy 

8-905  4740 

log  Corr. 

7 

450  '35 

CoEiect.  ■+ 

0002  8193 

cotg  \  V2 

7 

81Ö  5866 

cotg  4  p 

8-908  2933 

1  +  cotg  4  es 

0 

002  8376 

i" 

850  22'  i6"i7 

J(i+cotgjo') 

9 

521  9106 

c 

170  44  32-54 

logr 

1 

705  3240. 

Noch  bequemer  laset  sich  die  Rechnung  gestalten,  wenn  man  geeignet  construirte 
Hilfstafeln  benätzt.    Setzt  man : 

cotg  4  t 

B  =  2  «  =  a^M  K      16) 


so  ist  mit  Rücksicht  auf  1 


ein  v  =  sin  w  fö, 
)  »nd  9)  (P»g-  »■) : 
.(■  +  ;- 


n=H?. 


..Vi 


die  Fonnel  7)  (pag.  6 1 )  kann  leicht  auf  die  Form  gebracht  werden : 

,s*            1  i     1     n  1      1        i     1     »1 s  *  +  J  cotK  1  "a 
—  37-  =  f  tg  J  os  (»  J-  ™»*<*  1  «* — --- 

'   (10)  « 


-  cotg  4  o1) 


der  letzte  Factor  ist  hier 

*tg'*t>»(i  +  cotg  4^) 

i-Vi, 


(|  +  Ootg*f>»] 
für  den  ersten  Factor  wird  erhalten : 


=  i  (tg  V  °  +  cotg  i  •) 


Entwickelt  man  nun  log  b       '3  mit  Hilfe  der  logarithxnischen  Reihe  in  : 

log6_1/8  =  Mod{^i*  —  £=±x*  +  £^±z*—  . ..},     18) 
und  nennt  den  Werth  dieser  Reihe :  —  J  log  sin  w,  so  ist : 

log  sin  v  =  log  sin  v>  -\-  d  log  sin  to. 

Die  Rechnung  dieser  Correction  des  log  sin  w  kann  aber  ohne  Schwierigkeit  zu  jedem 
beliebigen  Wetthe  von  log  sin  w  ausgeführt  werden ,  denn  sin  tc  =  2  y  wird  zu  einem 
gegebenen  Wertne  von  t  und  q  nach  1 6)  berechnet  werden  können ;  x  findet  sich  mit 
Hilfe  des  eben  gefundenen  Werthes  von  y  durch  die  Reihe  io) ;  ist  x  bekannt,  so  gibt 
die  Reihe  18)  unmittelbar  J  log  sin  v>. 

Will  man  für  den  umgekehrten  Fall  aus  r  und  v  in  Verbindung  mit  dem  be- 
kannten Werthe  von  q  die  Zeit  finden ,  so  bedarf  es  allerdings  keiner  Hilfstafeln ,  denn 
die  Formeln  12}  und  13)  gewähren  eine  hinreichend  bequeme  Rechnung,  doch  wird 
diese  durch  eine  Hilfstafel  etwas  vereinfacht. 

Sind  v,  r  und  q  gegeben,  so  wird  es  im  allgemeinen  in  diesen  Fällen  vortheil- 
hafter ,  sin  t>  aus :  ._ 

Si».  =  2,in5,]/f, 
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zu  berechnen,  mit  welchem  Werthe  man  x  =  cotg  \  t>  und  daraus  mit  Hilfe  der 
Reihe  1 8)  J  log  sin  c  erhält,  so  dass  sein  wird  : 

log  sin  w>  =•  log  sin  c  -+-  d  log  sin  v ; 

die  Zeit  t  findet  sich  dann  bestimmt  durch :  , 

t  _iy»yyr  \' 

1  -  TR«' 

Die  Berechnung  dieser  Ausdrücke  von  Fall  zu  Fall  mit  Benützung  der  obigen  Reihen 
wäre  sehr  unbequem.  Um  diesen  Nachtheil  zu  beheben  sind  durch  A.  Palisa  Tafeln 
auf  zehn  Stellen  genau  berechnet  worden,  welche,  auf  sieben  Decimalen  abgekürzt, 
diesem  Werke  als  Tafel  Va)  und  Vb)  angefügt  sind ;  die  erste  gibt  mit  dem  Argumente 
log  sin  w  den  Werth  rf  log  sin  w  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale,  die  zweite  mit 
dem  Argumente  log  sin  v  die  Correction  J  log  sin  c  in  derselben  Einheit.  Die  Formeln 
sind  zusammengestellt,  folgende : 

t  und  q  gegeben : 

sin  w  —   a  -tf^>  log  a  =  0-780  3008 

log  sin  c  =  log  sin  w  +  A  log  Bin  w 

J  log  sin  u>  mit  Argument  log  sin  w  aus  Tafel  Va) 
/sin  Vi  f\  1 

'  =  «(-aft-)  ' 

r  und  }  gegeben  (eventuell  v) : 
sin  0  =■  -=  2  sin  Vi  "  1/  — 
sin  w  =  log  sin  t>  4-  A  log  sin  " 
^  log  sin  v  mit  Argument  log  sin  b  aus  Tafel  Vb) 


■9) 


IVL\ 


logas=  2340  9023. 


Ich  will  noch,  um  die  Anwendung  der  Formeln  19)  zu  erläutern,  das  oben  gewählte 
Beispiel  vornehmen : 

log  t    4000  0000    J  log  sin  v>  — 0.000  0183  ausTafelVa,  Argument;  lg  sin  w 
Jlog  t     1-333  3333  »i»  "       9206  4857 

log  a  ~fä    0-5398373  c  i7o°44'32n55 

log  sin  w    9-206  5040  sin  £  0       9-998  5812 

sin  \  v :  sin  c       0-792  0955 
(sin  {  v  :  sin  t>)a  =  1584  1910 
logr  17053240. 


y  Google 


c.  Hyperbel. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  14)  (pag.  53)  beiderseits  mit  —  Vy  und  läset  die 
Integrationsconstante  unter  der  Bedingung,  dass  die  Zeit  vom  Perihel  aus  gezählt 
werde,  weg,  bo  findet  sich: 

(t)t  UI^  ,  .  I+tV?  , 

I—  fl)  '3  »  —  17  T*  1  —  tYri 

Setzt  man  nun ; 

rV,  =   tg4F,  2) 

90  wird: 

*VZ  „1/: 

112-    -=      tB^tOJ-i     PI  _"'? 


-,Yj 


*(45°+t*)         •  i^ri  -**•     3) 


Multiplicirt  man  die  Gleichung  ij,  um  die  gewöhnlichen  Logarithmentafeln  bequem 
in  Anwendung  ziehen  zu  können ,  beiderseits  mit  dem  Modul  der  briggischen  Loga- 
rithmen und  substituirt  in  dieselbe  den  Winkel  F  nach  den  eben  entwickelten  Formeln, 
so  erhält  man :  u   ,    , 

~^-  (,,M«i)tg*'-iogtg(45°+*n  4) 

aus  welcher  transcendenten  Gleichung,  wenn  a,  e  und  l  gegeben  sind,  F  durch  Ver- 
suche zu  bestimmen  ist.  Ist  einmal  der  Werth  von  F  bekannt,  der  der  Gleichung  4) 
Genüge  leistet,  so  findet  sich  nach  2)  die  wahre  Anomalie : 

tgi»  =  tgjF]/;-ii,  5) 

und  aus  v  in  bekannter  Weise  der  Radius  vector. 

Da  die  Anwendung  dieser  Formeln  für  alle  jene  Fälle,  in  welchen  sich  e  wenig 
von  der  Einheit  unterscheidet,  sehr  unsicher  wird,  dies  aber  gerade  diejenigen  sind, 
welche  in  unserem  Sonnensysteme  praktische  Bedeutung  haben,  so  kann  die  weitere 
Verfolgung  der  für  die  Hyperbel  geltenden  Ausdrücke  und  Relationen  übergangen 
werden. 

d.  Haken  parabolische  Bahnen. 

Zur  Bestimmung  der  wahren  Anomalie  in  nahezu  parabolischen  Bahnen  kann 
man  die  Gleichung  5)  (pag.  51)  vornehmen.  Nachdem  dieselbe  nach  steigenden  Po- 
tenzen von  er1  entwickelt  ist,  gibt  die  Integration  ohne  Schwierigkeit : 

19      +  -£{  i  - 1  «*  +  *  «v  -  v  *•+  ■  ■  ■}■  I 

In  dieser  Gleichung  habe  ich  wieder  statt  [k)  =  k  Vi  +  m  unmittelbar  k  gesetzt, 
weil  die  Massen  der  in  diesem  Falle  in  Betracht  kommenden  Körper  unmerklich  sind ; 
müssten  dieselben  jemals  berücksichtigt  werden,  so  würde  man  für  i  einfach  tYi  +m 
einzuführen  haben ;  fmuss,  da  die  Integrationsconstante  der  Null  gleich  gesetzt  ist, 
von  der  Zeit  der  Perihelpassage  an  gezählt  werden. 

Oppnlier,    Bibiihfstimvjnngni.   I.   2.  Auflagt).  11 
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Ich  führe  in  das  Problem  zunächst  zwei  Unbekannte  x  und  f  ein ,  zu  deren 
Bestimmung  nothwendig  zwei  Bedingungen  gegeben  sein  müssen.  Die  eine  Bedingung 
wähle  ich  so,  dass  der  Gleichung : 

genügt  wird.  Multiplicirt  man  beiderseits  mit  f,  so  erhält  die  Gleichung  rechter  Hand 
jene  Form,  die  in  parabolischen  Bahnen  zur  Bestimmung  der  wahren  Anomalie  dient, 
nur  tritt  statt  tg^0  die  Unbekannte  fx  ein ;  man  kann  daher,  sobald  f  bekannt  ist, 
zur  Bestimmung  der  Grösse  fx  die  Barker'sche  Tafel  benützen,  da  der  links  vom 
Gleichheitszeichen  in  2)  stehende  Ausdruck  in  einem  gegebenen  Falle  einen  bestimm- 
ten numerischen  Werth  annimmt.  Als  zweite  Bedingung  für  die  Bestimmung  der 
Unbekannten  nehme  ich  an,  dass  zwischen  x  und  x  die  Relation  bestehe ; 

x  =  x  {  1  -f  A^z*  4-  A3e*x*  -+-  A3e3z*  -\ •  }  ,         3) 

in  welchen  Ausdrücken  A,,  Ai,  A3  ■  ■  •  ■  ausschliesslich  Functionen  von  e  sein  sollen, 
deren  Bestimmung  weiter  unten  vorgenommen  werden  wird.  Bildet  man  nach  3] 
die  positiven  ungeraden  Potenzen  von  x,  so  wird  man  erhalten: 

*3  =  *»  {  1  +  B,ez*  -f-  B2e*x*  +  B3s*x*  +  ■  ■  ■}     1        . 

1*  =  x*  {  1  +  C,exi  +  C^rte*  +  CtfW  +-..},]      4 

in  welchen  Gleichungen  die  durch  grosse  lateinische  Buchstaben  dargestellten  Cocffi- 
cienten  Functionen  von  £  sein  werden ;  die  Barstellung  der  B,  C,  J),  Coefncientcn 
als  Functionen  von  A, ,  A^,  A3  •  ■  ■  mit  Hilfe  des  polynomischen  Satzes  wird  keinen 
Schwierigkeiten  unterworfen  sein.  Suhstituirt  man  die  Ausdrücke  3)  und  4)  in  die 
Gleichung  1)  und  ordnet  nach  den  ungeraden  Potenzen  von  x,  so  ergibt  sich  sofort 
mit  Rücksicht  auf  2)  : 

x+xi{{Al~\it+±}  +  a,*{[At-\By+\)&+(\Bi  —  $)£}+■•...  =*+}/***. 

Vergleicht  man  die  zu  gleichen  Potenzen  von  x  gehörigen  Coefncienten ,  so  finden 
sich  zur  Bestimmung  der  auftretenden  Unbekannten  die  Relationen  : 

f*  =  1  +  3«  (4  -  I)  | 

-  1  Bt  =  -  #  +  «(4  - t  Bx  + 1) 

-  *«,  =  —  t<?i  +1  +«(4i—  f-Bi  +  lC-,  -|) 

-  >BS  =  -f  o,  +  \Dt  ~i  +  1(4  —  14  +  \Oi-4  4  +  t).  J 

Es  ist  also  f  ebenfalls  eine  Function  von  e.  Die  Gleichungen  5)  enthalten  die  Lösung 
des  Problems,  da  dieselben  die  Bestimmung  der  At  A^  A3  ■  ■  ■  Coefficienten  nach 
steigenden  Potenzen  von  e  gestatten. 

Die  Durchführung  der  für  diese  Bestimmung  nöthigen  Operationen  ist  keine 
geringe  Arbeit  und  nimmt  mit  Berücksichtigung  der  höheren  Potenzen  von  e  in 
ausserordentlicher  Weise  zu;  .R.  Schräm  und  F.  K.  Ginzel  haben  die  hierfür 
nöthigen  numerischen  Operationen  bis  zu  den  Grössen  achter  Ordnung  von  e  durch- 
geführt :   der  erstere  hat  sich  die  Rechnung  in  folgender  Weise  zurecht  gelegt. 


5) 
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In  deD  Gleichungen  5)  wnrden,  da  A,  A3  Ai  ■  ■  ■  ß,  B^  B3  •  -  ■   Ct  Cj  Cs  - 
Reihen  nach  steigenden  Potenzen  Ton  c  sind,  eingeführt : 

A,  =  A„,+Amt  +  An,,'  +  An,,'  + | 

\  Bn  =  B„  +  3M  e  +  BM  €a  +  B^  £Ä  4-  ■ 


6) 


und  nach  Einsetzung  dieser  Reihen  in  die  vorgelegten  Gleichungen  die  Coefficienten 
der  gleichen  Potenzen  von  e  einander  gleich  gesetzt.  Man  erhielt  so  aus  jeder  Glei- 
chung ein  System  von  Bedingungsgleichungen  : 

Bi0  =  +f  -B»  =  —  T  +  2A0 

Bu  =  -I  —  ^o  +  z-Ö.o  Bn  =  +}  +  zC„-A3<t  +  2Bw 

Bit  =  — -4,,+2-Bu  fi„  =  +2C,a  —  ^31+2^,— 3  A, 


■B»  =+4+2<7M— 3Ö,. 

S31  =  +2(7M_3i)|1_^41+2^Jl_3Cii  +  4Ai 

B*i  =+A-+2Qi  —  3Ai4-4-B|l-^  +  2-Btt-3Clo  +  4i>M~5-E|0 
Ä«  =  +2CM  —  3ÖM+4£«  —  ^*i  +  2Ä4i  —  3Csi+4Ai—  5-E.i 


Diese  konnten  nicht  zur   Bestimmung  der  Unbekannten  ausreichen,   sondern  man 
musste  sich  aus  der  Abhängigkeit  der  Grössen  B,  C,   D,  E  ■  ■  ■  ■  von  A  ein  weiteres 
Gleicbungssystem  verschaffen.  Es  ist  nach  dem  polynomischen  Satze,  wenn  man: 
{Ait  +  Aix  +  Aiz*  +  A3x*+ ■■■)»  =  Nt  +  NiX  +  Nizi  +  NzX^ 


setzt: 


mit  den  Bedingungen : 


»*=Z^r~A-"^V- 


<•  +  ß  +  r  ■+  ■ 

aa  +  (tb  +  yc  -f-  ■ 


■4."  =  {-4u  +  A,y  +  Ai»'  +  A*,S'  +  ■ 
i  ist  der  Coöfficient  von  yr  gleich : 

y-  -  *':.    -  A" ',  Af.,  Ay 


mit  den  Bedingungen : 


a'a'  +  (J'i'  -t-  y'c  +  -  ■  •  =  r, 


■)-, 


V  =  [A.  +  A.X  +  A.n'  +  A.»'  +  ••■)<*, 


Dioiüzsdb,  Google 


der  Coeffieient  von  y*  gleich  : 

V_£^_    A^   A?    Ar  ■  .  ■ 
mit  den  Bedingungen : 

<••  +  r+  f  + -ß 

«V+JW+  /»■  +  ■■■  _«. 

Setzt  man  die  Werthe  aus  g)  und  ib)  in  8)  ein,  80  wird,  wenn  ■ 

r  +  e  =  p, 
ist,  gerunden: 


_   V 


,A'A',- 


A""  Ar  Af  J""  Ar  Ar  ■  ■  ■ 

6a"      66"      6o" '  "  '  '       car"     ei'"     ce"'  ' 

mit  den  Bedingungen  : 

«"+/»'+  /■•  •     +  o"  +  )S"  +  /■•••+   <••■   +  f"  +  /'-{ =  » 

a'a  +  fa  +  y'a \-a"b+  (Tb+fb f-   a'"c+  /r"'c+  f'c-\ =  m 

«V  +/>"»'+  /e--.  +  «V+  p"b"+  fe" h  o"o"+  f'IT-y  fc"+  ■  •  •  =  p. 

Da  nun: 

3  Bmp  ein  Coeffieient  in  der  Entwicklung  zur  3ten  Potenz , 


5    t/fBJl     11 

n             <.                »               > 

5ten 

lDm  „ 

" 

7ten 

ist,   80 

-vird  man  haben 

B 

T           »£ä  a  1  ß .'  y  !       aa       "b       cc 

, 

mit  den 

Bedingungen : 

«  4-  ß  +  y  =  3 

aa  +  /tfö  +  yc  =  m 

weiten 

ad  +  ßb'  -+■  yc'  =  p; 

G      = 

2 il ^ "   <, A '  a'  A'    , 

mit  den 

Bedingungen : 

«  +  0  +  y   +  ö*    +e    = 

5 

aa  +  ßb  +  yc  +  dd  +  eo  = 

m 

aa'  +  ßb'+  yc'+  td'+  e*'  = 

P 

Jede  dieser  Gleichungen  liefert  ein  System  von  Bedingungsgleichungen 

■Bio  =  ^so-H   ^io  <7M  =  A20  +  2A\a 

B-n  =  Au  +  zAn  An  Cj,  =  An  -\-$An  A10 

Äjj  =  ^u  +  2^,2  A,0  +  A*u  Ca  =  An  +  $AX2  A,6  +  2A1i, 

Bw=  AM  +  zAn  Altl  +  i  A*i0  Dn  =  A>  +  3-4'jo 

#31  =  A^  +  zA^i  Al0  +  2  AjoAu+AuA^   Da  =  J,,+6^ii„ 
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ausserdem  bestehen  wegen : 

-^oo  —  '    i       -^oi  =  -4ii  —  -^os  •  •  ■  =  o, 
die  Gleichungen: 

■^10  =  <?io  =  Ao  =  -^10  '  ■  '        =        -^ia 

Bti  =  Clt  =  Dn=  Et,     ■  ■       =      Au 

Ba  =  C,i=  Dti  =  En  ...       =       An. 

Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit  7)  gestatten  nun  eine  successive  Bestimmung 

der  Grössen  Alt  An  A,i  .  . .  A20  A-u  A& A3D  A3t  . . . 

Um  die  auf  diese  Weise  erhaltenen  Resultate  einer  durchgreifenden  Controle 
zu  unterziehen,  wurden  die  Coefficienten  der  f*  Reihe  nach  einer  ganz  anderen 
Methode  nochmals  gerechnet.  Setzt  man  nämlich  zwischen  x  und  z  eine  Relation  von 
der  Form : 


.2) 


x  =  t  {1+  ÄiVri  +  A'ieH*  +  .  . .} 
und:  **  =  t'  {i  +  B1^  +  fi^eV  +  ...}, 
voraus,  so  werden  die  B'  Coefficienten  völlig  bestimmte  Functionen  der  A'  Coefficienten 
sein  und  jeder  dieser  Coefficienten  wird  durch  eine  Reihe  nach  steigenden  Potenzen 
von  s  dargestellt  werden  können.  Substituirt  man  diese  Reihen  in  die  Gleichung  2) 
(pag.  66],  ersetzt  aber  den  links  vom  Gleichheitszeichen  stehenden  Ausdruck  durch 
die  Relation  1)  (pag.  65),  so  wird,  wenn  für/"1  eine  Function  von  der  Form : 
J./i  =  tp0  4.  y,  e  +  <pt  e1  +  . .  ., 


und  für  A'  und  B" : 


=  A\*  +  A'„e  +  A'iS^  +  A'xl#  +  .  . . 
=  A'%,  +  A'ue  +  A'^e*  +  A'^e*  +  .  .  . 


*  B-,  =  ^.o  +  *ul  +  B'n«'  +  JT,»«1  +  • 


eingeführt  wird ,   die  Gleichsetzung  der  Coefficienten  der  gleichen  Potenzen  sofort 
ergeben: 

9o=      * 
if,  =  —  f  —  A'lt 
9i  =  —  A'u 

9i=         —  A'n 


£*»  =  +  ♦ 

B"ji  =  —  39>i  B'm  —  Äy, — 4 

V-a  =  —  3  ¥>i  -B'at  —  3  yi  B'm  - 


B,tl=  —  $<p1B'ia  —  A'vl  +  \  jB,3i=  +  4— 3  9'i-B'mi— ^'«0 

£"„  =  —  39>1B'„—  S^^io  —  A\x    #3S  =        —  39),  B'j,—  39*1^10- 


Diese  Gleichungen   in  Verbindung  mit  dem  Gteichungssystem    111  gestatten  aber, 
die  Grössen  qp,  q>,  y>s  .  .  .  in  völlig  unabhängiger  Weise  zu  bestimmen  ,  und  da  in  der 
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früher  erläuterten  Methode  alle  späteren  Coeffi deuten   bei   der  Berechnung   der  f 
Coefncienten  auftreten,  so  erscheint  die  ganze  Entwicklung  durchgreifend  controlirt. 

Die  folgenden  Coefncienten  sind  nach  den  eben  beschriebenen  beiden  Methoden 
gerechnet  und  geprüft  worden,  die  Zahlen  für  jede  der  beiden  Methoden  überdies  durch 
eine  doppelte  Rechnung  controlirt,  indem  sowohl  Schräm  als  Ginzel  unabhängig 
von  einander  die  bezüglichen  sehr  umfassenden  Rechnungen  durchgeführt  haben.  Da 
also  die  erhaltenen  numerischen  Werthe  gleichsam  durch  eine  vierfache  Rechnung  ge- 
prüft erscheinen ,  so  kann  an  der  Richtigkeit  der  folgenden  Angaben  um  so  weniger 
gezweifelt  werden,  als  die  Resultate  der  Entwicklung  an  mehren  Heispielen  durch  eine 
genaue  zehnteilige  Rechnung  eine  vollständige  Bestätigung  erfahren  haben.  Es  fand 
sieh ,  indem  die  Entwicklung  bis  zu  den  achten  Potenzen  von  e  inclusive  durchgeführt 
wurde: 

A,=-—~€ ^i  ei_   .'_Ü71    eJ 63  "i1      .*  _     *3°*5*S44Q       . 

'  5  "75  7875  3031875  197071875  931164609373 

_     1567  965°  8  '60      £u  _      946  »399  39*5  63*0         7  _ 
7914899179687S  57  8974  8749  94"4  06*5 

j    _    17   _  .1?!    e  —    ,6665     «»  —      ""»'S      es  __     *6  7773  6960     £t  _ 

2  '75         7875  3°3  "875  19707  1875  93»6460937S 

_     *J+G  3181  6640      si  _      1347  69»9  75"  448o     efl 

7914B991796B7S                57  8974  8749  94H06*S                '  '  '  ' 
j.    __   9^_ 4  7805         _      1560**6        ,  _     446384*115     e3 

3  7B7S         303  1875  '  9707  1875  93"  6460  937J 

*57i  7"9  iwo_  {4 1173  ia«o45B7»»I  _  g6 

79  1489  9^79  6875  578974*74994140615 

4    -_    '9  glgS ^555834      e  __     55»»7»*0'5    .e, *7J*3633774o      ^  _ 

*         303  1*75         l  9707 1875  93'  1  6460  9375  79 14B9  9179  6875 


■/-    E« 


1191  5661  5600  7785 
57  8974 8749 94H o6»j 

7*50164     ^064008855  3*53  9779  S76o_     a  

1  9707  1875         93"  64609375  79  148991796B75 

_      lt77  6577  8o43  13S°       e3  

5789748749941406*5 

■93  10697815   __     5458  7671 "00         15*805103151  1075 

79  H89  9179  687s  57  8974  8749  9414  0615 

.    9*61  *o6j  1140  1710  3057  6880  B895 

1  _  79H89  9179  687S         5?  8974  8749  9414  06*5       —   •  •  •  ■ 

.     _     1814106664843950     _ 
fc         5789748749941406*5         '■" 

Hiermit  erscheint  das  Problem  völlig  gelöst ,  denn  nach  der  ersten  Gleichung 
in  5)  fpag.  66)  ist  /  eine  einfache  Function  von  Au  kann  also  für  eine  gegebene 
Excentricität  leicht  berechnet  werden,  die  Bestimmung  von/a;  mit  Hilfe  der  Barker'- 
schen  Tafel  ist  aber  bei  der  Gleichung  2)  (pag.  66)  naher  erläutert  worden,  die  Ermitt- 
lung des  Werthes  1  =  tg je  mit  Hilfe  der  Gleichung  3)  (pag.  66)  hat  daher  keine 
andere  Schwierigkeit,  als  die  einer  ziemlich  ausgedehnten  numerischen  Operation.  Es 
erübrigt  nur  noch  die  Aufgabe,  die  letztere  durch  zweckmässig  construirte  Hilfstafeln 
auf  ein  möglichst  geringes  Mass  zurückzuführen. 
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Die  Tabulirung  von  f  a\&  Function  von  e  ist  leicht  genug  auszuführen:  die 
Tafel  Via  enthält  nebst  einer  sofort  zu  erläuternden  Grösse  E  die  diesbezüglichen 
Hilfsmittel.  Wollte  man  aber  aus  x  nach  Gleichung  3)  den  Werth  von  x  unmittelbar 
mit  Hilfe  einer  Tafel  rechnen ,  so  würde  diese  sehr  umfangreich  und  mit  doppeltem 
Eingange  versehen  sein  müssen.  Dieser  Ausdruck  wurde  demnach  noch  weiter  um- 
geformt, so  dass  die  schliesslich  nothwendige  verhältnismässig  kleine  Tafel  mit  dop- 
peltem Eingange  nur  ganz  geringfügige  und  so  kleine  Correctionen  ergibt ,  dass  sie 
für  eine   siebenstellige  Rechnung  in  den   praktisch  wichtigen  Fällen  verschwinden. 

Macht  man:  „       .     .  . 

B  =  \AX,  15) 

so  wird  sofort  mit  Rücksicht  auf  die  numerischen  Werthe  in  14)  F.  als  Function  von 
e  darzustellen  sein :  die  numerischen  Werthe  von  log  E  sind  in  die  Tafel  Via  auf- 
genommen.   Setzt  man  weiter : 

»  =  eEx*  \ 

G=,+|»  +  ^»>-r-^r »'  +  ...,        |     IJ 

in  welcher  Reihe  die  Coefncienten  von  n  die  Anfangsglieder  beziehungsweise  der 
Reihen  Af  A%  A3  .  .     sind,  so  wird  man  t  auf  die  Form : 

x  =  zGH,  17) 

bringen  können,  in  welcher  H  offenbar  einen  Werth  annehmen  wird ,  der  sich  von  der 
Einheit  nur  um  eine  Grösse  dritter  Ordnung  von  e  unterscheiden  kann,  und  überdies, 
wie  die  Entwicklung  neigt,  mit  einem  kleinen  numerischen  Coefncienten  multiplicirt 
ist;  es  wird  also  log  H  selbst  innerhalb  der  Grenzen  der  hier  entwickelten  Methode 
als  eine  kleine  Correctionsgrösse  erscheinen ,  die  eine  Function  von  e  und  n  ist. 
Die  Grösse  G  erscheint  als  Function  von  n  und  hat  mit  diesem  Argumente  in  der 
Tafel  VIb  Aufnahme  gefunden ;  die  Correctionsgrössc  log  H  wurde  in  die  mit  dop- 
peltem Eingange  versehene  Tafel  VIc  gebracht;  das  horizontale  Argument  ist  e,  das 
vertikale  n,  die  Correctionen  sind  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale  verstanden,  und 
auf  der  linken  Seite  die  für  die  Hyperbel,  auf  der  rechten  die  für  die  Ellipse  geltenden 
enthalten ;    für  die  erstere  sind  beide  Argumente  positiv,  für  die  letztere  negativ. 

Die  explicite  Entwicklung  der  Grosse  log  H  als  Function  von  e  und  n  würde 
ziemlich  weitläufige  Operationen  veranlassen;  ich  habe  es  deshalb  vorgezogen,  dieselbe 
dadurch  zu  ermitteln,  dass  die  nach  der  Formel  3]  (pag.  66)  neunstellig  berechneten 
strengen  Werthe  für  x  mit  den  ebenso  genau  berechneten  von  z  G  verglichen  wurden ; 
die  Differenz  der  beiden  logarithmischen  Werthe  ist  die  gesuchte  Correction.  Die  not- 
wendigen Tafeln  sind  mit  grosser  Sorgfalt  von  F.  K.  Ginzel  durchaus  neunstellig 
und  zwar  innerhalb  so  weit  ausgedehnter  Grenzen  berechnet  worden ,  dass  diese  von 
den  periodischen  Kometen  kurzer  Tlmlaufszeit  wol  nur  in  den  seltensten  Fällen  über- 
schritten werden.  Die  ermittelten  Werthe  sind  in  den  Tafeln  Via,  VIb  und  VIc 
auf  sieben  Stellen  abgekürzt  mitgetheilt,  die  letzte  Stelle  ist  daher,  mit  Rücksicht  auf 
die  neunstellig  geführte  Rechnung ,  nahezu  verbürgt.  Um  die  neunte  Stelle  überall 
annähernd  richtig  zu  erhalten ,  war  es  bei  den  Grenzwerthen  in  einigen  Fällen  nöthig, 
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mehr  Glieder  zu  berücksichtigen ,  als  durch  die  obigen  Entwicklungen  bekannt  Bind ; 
es  bot  aber  gar  keine  Schwierigkeit,  durch  Induction  die  folgenden  Coefficienten  mit 
hinreichender  Annäherung  anzugeben.  Was  die  Grenzen  der  erwähnten  Tafeln  an- 
belangt, eo  sind  diese  weiter  gezogen,  als  es  durchaus  nöthig  ist,  denn  schon  tot 
Eintritt  der  Grenzfalle  bieten  die  gewöhnlichen  Methoden  zur  Bestimmung  der 
wahren  Anomalie  ohne  Anwendung  ausgedehnter  logarithmischer  Tafeln  die  nöthige 
Sicherheit. 

Es  erübrigt  noch ,  den  Gebrauch  der  Tafeln  zu  erläutern  und  die  Formeln  zu- 
sammen zustellen ,  deren  man  bei  der  Rechnung  bedarf.  Zunächst  wird  man  die  für 
einen  bestimmten  Kometen  als  constant  auftretenden  Grössen  ermitteln.  Ist  e  die 
Excentricität,  so  wird  man  berechnen  : 


Mit  dem  Argumente  e  entlehnt  man  der  Tafel  Via  die  Logarithmen  von  f  und  E 
und  bildet:  , 

wobei  q  den  Ferihelabatand  vorstellt.  Die  Berechnung  der  Grössen  e,  a  und  ß  ist  für 
gegebene  Elemente  nur  einmal  durchzuführen  und  kann  den  vorbereitenden  Rech- 
nungen angeschlossen  werden.  Ist  i  die  seit  der  Perihelpassage  verflossene  Zeit  in 
Einheiten  des  mittleren  Sonnentages,  so  bildet  man  das  Argument  M  für  die  Barker'- 

sehe  Tafel  IV  nach : 

M  =  at, 

und  entlehnt  damit  aus  derselben  den  Winkel  o,  der  aber  mit  w  bezeichnet  werden 
soll,  da  derselbe  die  wahre  Anomalie  nicht  darstellt-  Benützt  man  die  Luther'sche 
Tafel,  welche  Encke  in  der  zweiten  Auflage  der  berühmten  Olbers'schen  Abhand- 
lung »Über  die  leichteste  und  bequemste  Methode ,  die  Bahn  eines  Kometen  zu  be- 
rechnen« publicirt  hat  oder  Watson's  Tafel,  so  hat  man  anstatt  a  zu  setzen:  a  C, 
wobei  log  C  =  9-960  1277  anzunehmen  ist. 

Es  findet  sich  nun  x  und  weitere  das  Argument  »  nach : 
*=-S±^,  »  =  /&>. 

Aus  der  Tafel  VIb  wird  hierauf  mit  dem  Argumente  n  der  Logarithmus  von  G  ent- 
lehnt ,  aus  Tafel  VIc  mit  den  Argumenten  »  und  e  die  Correctionsgrösse  log  H, 
welche  in  Einheiten  der  siebenten  Dechmtle  verstanden  ist  und  in  der  Regel  unmerk- 
lich sein  wird ;  es  ist  dann  schliesslich : 


tg|t>  =  zOH, 

womit  die  gesuchte  wahre  Anomalie  bestimmt  erscheint.    Den  Radius  vector  r  berech- 
net man  nach :  -  .    . 
Ö  =  etg|»s 

r== __«    ___  f.!»  ±  *?!?*! 

COS    .J    IJ"!    (1       t-    8)  I    -+-  0 
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wölch'  letztere  Formel  bei  Anwendung  von  Additionelogaritninen  bequemer  und  sicherer 
ist.    Die  Formeln  zusammengestellt  sind  also : 

Vorbereitende  Rechnungen : 

—  IT*  —  ÄV^P'  "  =  '* 


tgio 


für  jeden  Ort : 

— */*■ 

v  =  xQH 

«  =  »  tg  i  t,» 

jl.+tgUJ) 

r            .+• 

=  ,**» 


Ich  werde  nun  noch  die  bei  dieser  Methode  nö'tbigen  Rechnungen  durch  drei  Beispiele 
erläutern  und  wähle  hierzu  als  die  beiden  ersten  die  von  Gauss  in  der  »Theoria 
motus«  bei  demselben  Problem  angeführten  Zahlen. 
Es  sei  (Theoria  motus,  Artikel  43) : 

e  =  0-067  64567,    log  q  =  9765  6300,     t  =  6354400. 


Jog(i— •)  85009324 

log  {1  +  «)  0-293  9469 

log«  8-2159853 

e  +  o-oiö  4432 


log  E    9-999  7940  (Taf.  Via) 


Vorbereitende  Rechnung : 

log/  9-997  1225  (Taf.  Via) 

—  $logy  0-3515250 

4  log  i  (1  +  e)  9-99Ö  4584 

log  a  0345  1059 


log0     8-2157795. 


Die  weitere  Rechnung  gestaltet  sich  für  die  Zeit  t  wie  folgt : 


logl 

1-8030745 

log» 

2-148  1804 

V) 

99°    6'  I3"7 

2  (Taf.  IV) 

i« 

49   33     6-86 

tgi» 

0-069  2979 

logz 

0-072  1754 

logG 

0-004  OI  ■  ■ 

(Taf.  VI») 

logH 

0 

(Taf.  VIc] 

Der  Radius  vector  findet  sich : 

«gi»s 

0-152  3730 

log« 

8368  3585 

log  (1  +  6} 

0010  0258 

log**  0-1443308 
logn     8-360  1303 

W      Q-Q22  9156 


tgi  t>'   0-076  1865 
\  v       500  o'  o"oo 
v    100  o  o-oo. 


log  (1  +  tg  i  «1}     0-3838651 

!og?  ('  +tgi"s)     0-149  5151 

logr    0-1394893- 

Man  sieht  aus  diesem  Heispiele,  welches  von  Gauss  dem  Halley'schen  Kometen 
entlehnt  wurde,  dasB  die  Correction  wegen  log  H  völlig  verschwindet. 

OpfoUer,    Bll.LPH.tinnnng.Ti.    I.    1.   l>kp.  10 


DigitizGd  by  Vj OOQ  IC 


74     

In  Anwendung   der   obigen   Formeln   auf  hyperbolische  Bahnen  sei  (Theoria 
motua,  Art.  46  II) : 

e  =  1-261  8820,     log  q  =  0020  1657,     t  =  65-41236. 


log  (1  —  0) 

0.418  1056 

log/ 

OOIQ    I498 

log  (1  +  e) 

0354  4»W 

—  f  log  q 

9969    7515 

löge 

9»<>63  °357 

*■"«*(■+•) 

0-026   7200 

E 

—  0115  7806 

loga 

0-0I5    6213 

log£ 

0.001  3453 

log? 

9,064  9810 

log* 

1-815  6598 

log«1 

9-660  5392 

logjtf 

1.8312811 

log» 

8„725  5202 

w 

-70°  31'  I4"25 
35    15   37-125 

n 

—  0-053  '521 

i„ 

tgi» 

9-821  1945 

Igt» 

9-8494194 

i« 

330  31'  2o"98 

log» 

9-830  2696 

P 

67     2   59-96. 

logG 

9-990  9244 

fogfl 

+  5 

Diese  beiden  der  Theoria  motua  entlehnten  Heispiele  zeigen,  das«  in  der  über- 
wiegenden Anzahl  der  Fälle  ohne  Bedenken  t  =  zG  gesetzt  werden  kann :  es  soll  nun 
an  einem  extremen  Beispiele  die  Leistungsfähigkeit  dieser  Methode  dargethan  und 
hierrar  Bahnelemente  gewahrt  werden ,  die  dem  Faye'echen  Kometen  entlehnt  sind. 
Die  Excentricität  überschreitet  iu  diesem  Falle  wenig  den  Werth  0-5  und  die  gewöhn- 
lichen für  die  Ellipse  geltenden  Methoden  sind  hier  ohne  besondere  Schwierigkeit 
anwendbar,  doch  glaube  ich,  dass  der  hier  in  Vorschlag  gebrachte  Rechnungs- 
mechanismus  für  die  kleinem  Anomalien  bequemer  ist  als  jene.    Es  ist : 

e  =  0-554  9454,     log  q  =  0-230  4435. 
Damit  ergeben  sich  die  Constanten  : 

e  =     -f-  0286  2187  log  a    9-542  2560 

log/    9-942  5786      '         log//    9452  3956, 

für  t  =  260  stellt  sich  die  Rechnung  wie  folgt : 

log  t    2.414  9733  log  x%    o-ooi  0926 

logJf     1-9572293  log«     94534882 

kj     820  31'    4"48  »     -+■  0-284  mi 

\w    41    153224  tg|r     00550532 

tg}w     9.9431249  i«     48037'i8"68 

log  x    o-ooo  5463  0     97    14   3736. 

log  Q    0-054  5737 
log  H  —  668 

Rechnet  man  dasselbe  Beispiel  mit  den  für  die  Ellipse  entwickelten  geschlossenen 
Formeln,  so  ergibt  sich  zunächst  der  Logarithmus  der  mittleren  täglichen  sideriscben 


DigitizGd  by  Vj OOQ  IC 


78     

Bewegung  in  Bogensekuiiden  log  (i  =  2-676  9613  und  damit  die  mittlere  Anomalie 
für  die  vorgelegte  Zeit  M=  340  ig'  36"t4-  Die  excentrische  Anomalie  findet  sich 
durch  Versuche  (log  e"  =  5-058  6754)  E  =  620  32'  25*77',  woraus  in  vollkommener 
Übereinstimmung  mit  dem  obigen  auf  viel  bequemere  Weise  erhaltenen  Werthe 
resultirt : 

log  tg  4  E    9.783  4022 

log  y  -  —  -     0-271  6510 

logtg^f     00550532. 

Eb  erübrigen  noch  einige  Bemerkungen  betreffs  des  umgekehrten  Problems, 
nämlich  der  Ermittlung  der  Zeit  aus  der  wahren  Anomalie.  Man  kaun  der  Glei- 
chung 1)  (pag.  65}  ohne  Schwierigkeit  die  Form  geben: 

wobei  die  Werthe  von  P,  und  P3  mit  dem  Argumente : 

0  =  \ri  *«  *  °2' 

in  Tafeln  gebracht  werden  können;  solche  finden  sich  als  Tafel  XVI II  im  zweiten 
Bande  dieses  Lehrbuches ;  die  dann  nöthigen  Erläuterungen  sind  auf  pag.  470  des- 
selben Werkes  gegeben. 


3.  Relationen  zwischen  mehren  Orten  in  der  Bah». 

a.   Die  Euler'sche  Gleichung  und  deren  Transformation. 

Verbindet  man  die  Endpunkte  zweier  zu  derselben  Bahn  gehörenden  Itadien 
vectoren  durch  eine  Gerade,  welche  die  Sehne  genannt  werden  soll,  so  lassen  sich 
zwischen  diesen  Grössen  und  der  Zwischenzeit  einige  sehr  wichtige  Relationen  auf- 
stellen. Die  Lösung  in  ihrer  Allgemeinheit  führt  auf  die  Lamber  t'sche  Gleichung, 
welche  jedoch  erst  im  zweiten  Bande  abgeleitet  wird;  hier  soll  nur  jene  von  Euler 
entwickelte  Lösung  vorgenommen  werden,  welche  für  die  Parabel  gilt.  Seien  t,  und  tm 
die  zu  den  Radien  vectoren  r,  und  r,„  gehörenden ,  vom  Perihel  aus  gezahlten  Zeiten, 
so  kann  man  mit  Benützung  der  Gleichung  2)  (pag.  58)  leicht  die  beiden  Relationen 
ableiten : 

it,VVi=2<p(tg\i>,  -Mtg»i»,) 

kimVn'i  =  2  q*  (tg  i  Vm  +  i  tg»  1  IV)  . 

Durch  Subtraction  dieser  Gleichungen  wird  erhalten : 

*  (C-  l,)  Vi  ?  =  2  ?'  (tg  i  ,.  -  tg  J  .,  +  Ktg>  i  c.  -  tg»  1  .,)). 
In  dieser  Gleichung  ist  nun  q  zu  eliminiren,   v,  und  o„,  sind  als  Functionen  von  r, 
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r,„  und  s  der  Sehne  zwischen  dem  ersten  und   dritten  Kometenorte  auszudrucken. 

Vorerst  kann  man  obige  Gleichung  fblgendermaasen  transfurmiren  : 

*  (4,  -  (.)  YTq  =  2  j>  {tg  i  i tg  {  .,}  {.  +  }  tgi»',  + 1  tgl»,  tgl»,  + 1  tgi»>,) 

=  2  j'  {tgi  .„  -  tg  J  .,)  {t  +  J  (tgK  -  tgi»,)<  +  tgi».  tgl.,). 

Bedenkt  man,  dass : 

r  =  q  sec^f1, 
ist,  und  setzt  abkürzend  ein  : 

so  wird  geschrieben  werden  können : 

■  -L  to  l  *    toi«—008  *  "'"  w*'>  +  iin  1  "■  ""  *  "'"  —  cog/V'^ 
•  +tgi3„tgji>,_ __-_T_ _._  _ 

ferner: 

«g  i ..  - « i .. = ■'■■"-'Lv.rr;;;-""' = fl=zp;' 

wodurch  man  erhält : 

ii.           .  i  -i  / " "                          • '    r         *  i    ■  (fj  '■.»1      sin  f3 
*  (*».  —  4)  Vz  q  =  2  r,  rw  ein/cos/  -+-  |  '-*-« *-. 

oder  auch : 

[»/■(r.rj'^ys  , 

.Vi  t         123/>        ' 

Wie  man  sieht,  sind  die  wahren  Anomalien  nun  fortgeschafft  und  an  ihrer  Stelle  findet 
sich  die  Differenz  der  Anomalien ,  eine  Grösse,  die  leicht  durch  e  ausgedruckt  werden 
kann.  Zuerst  wird  es  aber  nothwendig  sein ,  zu  zeigen ,  dass  die  FortBchaffung  der 
Unbekannten  q  möglich  ist.    Es  wird : 

sin  f1  ='  sin  £  v„3  cos  J  e,a  —  z  sin  {  o,  cob  i  c,  sin  \  t>„  ose  {  *m  +  sin  J  r>,3  cos  ^  p„,3 
=  .£_(_-?.  —  2  cos  ^  v,  cos  ^  »,„  (cos  £  o,  cos  ^  »«  4-  sin  £  t>,  sin  {  t>) 

daraus  leitet  sich  ab : 

sin/1  =  -£-  (r,  +  r,„  —  2coa/ Vr~r^).  2) 

Dieser  Werth,  in  i)  für  sin  f  substituirt,  macht  sofort  q  verschwinden,  doch  wird  es 

zweckmässiger  sein,  djese  Substitution  nicht  sogleich  auszufuhren.    Man  kann/durch 

die  Sehne  s  und  die  Radien  vectoren  r,  und  r,„  ersetzen.    Man  hat : 

»i  =  r,3  +  r„,>  —  2r,rmcoa  z  f 

=  (r,  +  rm]i  —  4r,rwcos  f1; 


w/=±}/™= 


*Yr.r„ 
wobei  der  Kürze  halber  gesetzt  wurde : 

[r.  +  r.  +  «)'''  =  « 
(r,  +  r„  —  t)V>  =. « 
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Die  Bedeutung  des  Doppelzeichens  in  3)  wird  durah  die  Erwägung  klar,    das«  das 
positive  Zeichen  gilt,  wenn  die  heliocentriscbe  Bewegung  des  Kometen  kleiner  ist  als 
1800,  (/<  9°°)i  das  negative  hingegen,  wenny>  900. 
Die  Gleichung  2)  ergibt: 


v,    -V-  +  - 


,/V^}'l> 


wobei  das  Zeichen  des  Wuraelausdruckes  stets  positiv  gewählt  werden  muss ,  da  sin  f 
nur  dieses  Vorzeichen  besitzen  kann  Führt  man  nun  den  für  cosy  in  3)  gefundenen 
Werth  ein  und  bedenkt,  dass  nach  4)  gesetzt  werden  kann : 

r,  +  rm  =  {  (ms  +  »a), 
so  wird: 

*"'£''"  -  tt («'  + »')  +  W*. 

oder  auch : 

— J-r^-'  "'  =m  +  », 
V« 

Gebt  man  wieder  auf  die  Gleichung  1)  zurück ,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  die 

bisherigen  Entwicklungen : 

k  [t*- 1,)  =  cot/fm  zp'n)  V^K,  +  *  (»  q=  »}3  =  ±  \  mn{m  q:  n)  +  i  [m  +  »)>, 
woraus  folgt: 

6k(tm  -  ftj  =  m*  =£  »3  =  (r,  +  rm  +  b)*Ix  =f  (f,  +  r,„  -  *)%.        5) 

Es  gilt  das  obere  Zeichen,  wenn  die  heliocentriscbe  Bewegung  kleiner,  das  untere, 
wenn  dieselbe  grösser  als  1800  ist.  Bei  ersten  Bahnbestimmungen  hat  demnach  das 
obere  Zeichen  allein  praktische  Bedeutung. 

Die  Gleichung  5)  ist  unter  dem  Namen  des  Lambert'schen  Theorems  be- 
kannt, ist  aber  zuerst  von  Euler  aufgestellt  worden ;  Lambert  hat  diese  Form  auf 
Ellipsen  und  Hyperbeln  erweitert ,  indem  er  den  eben  aufgestellten  Ausdrücken  noch 
weitere  Glieder  hinzufügte,  die  mit  den  negativen  Potenzen  von  a  (der  halben  grossen 
Achse)  multiplicirt  erscheinen ,  also  für  die  Parabel  verschwinden ;  die  Ableitung  die- 
ser allgemeinen  Gleichung  wird  erst  im  zweiten  Bande  dieses  Werkes  vorgenommen. 

Die  Euler'sche  Gleichung  in  der  eben  aufgestellten  Form  ist  besonders  in  der 
Anwendung  auf  erste  Bahnbestimmungen ,  in  welchen  s  nothwendig  klein  ist ,  wenig 
bequem,  da  der  rechte  Theil  der  Gleichung  5)  aus  der  Differenz  zweier  nahe  gleich 
grosser  Werthe  bestimmt  werden  muss.  Encke  (Berl.  astr.  Jahrb.  1833)  hat  eine  sehr 
zweckmässige  Umstellung  derselben  vorgeschlagen.    Setzt  man  nämlich : 

r7T^;==  sin  r>  6) 

so  kann  die  Euler'sche  Gleichung,  wenn  mit  t  die  Zwischenzeit  [t„,  —  t,)  bezeichnet 
wird,  geschrieben  werden : 


_i% 


=  (1  +  sin  y)      Zf  (i  —  sin  y)  /: 
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sin  y  wird  der  Natur  des  Problems  nach  stete  positiv  sein  und  man  wird  daher  y  <C  qo° 
annehmen  können.    Es  ist  aber : 

(cos  \  y  ±  sin  J  y)>  =  i  ±  sin  /. 
Da  die  Bedingung  y  <  900  besteht,  so  ist  im  Ausdrucke : 


cos  J  y  ±  sin  -J  y  =  ±  Vi  ±  sin  y, 
nur  das  obere  positive  Zeichen  der  Wurzel  zu  berücksichtigen,  und  man  hat : 

Aus  dieser  Gleichung  kann,  sobald  r,  +  rm  gegeben  ist,  y  ermittelt  werden, 
und  man  hat  dann : 

1  =  (r,  +  r.)  sin  y,  8) 

so  dass  die  Sehne  für  eine  bestimmte  Annahme  über  r,  +  Tm  und  die  Zwischenzeit  t 
nach  der  Euler'Bchen   Gleichung   bestimmt  ist.      Bei  Aufsuchung   des  Winkels  y 
kann  man  noch  die  Rechnung  wesentlich  erleichternde  Transformationen  einführen. 
Nimmt  man  zuerst  in  dem  Ausdrucke  7)  das  obere  Zeichen  vor,  so  erhält  man : 
_f*L 


:  6  sin  4  y  —  4  sin  4  y3, 


-i^-4ftwr-      »1 


Es  kann  sin  J  y  :  V  2  und  ebenso  später  cos  J  y  :  VT  einem  Sinus  gleich  gesetzt  werden, 
weil  nothwendig  beide  Grössen  kleiner  als  die  Einheit  sein  müssen.  Setzt  man  also  in 
dem  vorhegenden  Falle : 

—*X  =s  sin  o, 

V* 
und  beachtet,  dass  die  Relation : 

sin  3«  =  3  Bin  o  —  4  sin  as, 

besteht,  so  wird  man  mit  Rücksicht  auf  die  Form  der  Gleichung  9)  die  Annahme 
machen  dürfen,  dass  die  Grösse  : 

stets  kleiner  als  die  Einheit  sei,  was : 

6**  .:_  a  ._» 


■  '*  ir,  +  r,„)  » 
zu  schreiben  gestattet,  und  es  folgt  unmittelbar : 

am  \  y  —   sin  \  0  VI.  1 1) 

Diese  Gleichungen  lassen ,  da  8  kleiner  als  90°  angenommen  werden  n 
Auflösung  zu,  denn  es  ist : 
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Es  soll  nun  in  der  Gleichung  7)  der  zweite  Fall ,  in  welchem  das  Zeichen  des 
zweiten  Theilea  positiv  ist,  betrachtet  werden.    Man  erhält : 
6*1  «■!>       ./«"in' 


l'.  +  O"  i 

und  wird  setzen  können : 

coslr  =  sini«)/2: 

Der  Werth  von  cos  \  y  ist  innerhalb  der  Grenzen  i  und  i  :  V ?-  eingeschlossen,  also : 

008  1  /  =        t 
daraus  folgt : 

Aus  dem  Grenzwerthe  cos  \  y  -■  -  i  ergibt  sich  aber : 

sinJÖ^^,     i#^45°, 
d.  h.  Ö  ist  innerhalb  der  Grenzen  900  und  1350  eingeschlossen. 

Vergleicht  man  die  eben  gewonnenen  Resultate   mit  denjenigen ,   welche  der 
erste  Fall  (negatives  Zeichen)  darbot,  so  sieht  man  auf  den  ersten  Blick ,  dass ,  sobald ; 

wird,  nur  eine  Losung  möglich  ist,  die  dem  ersten  Falle  entspricht ;  ist  aber : 

so  geben  beide  Fälle  eine  entsprechende ,  doch  verschiedene  Lösung,  je  nachdem  man 
für  6  den  Werth  im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  annimmt. 

Ich  nehme  nun  wieder  den  ersten  für  das  vorliegende  Problem  wichtigeren  Fall 
vor.    Die  Gleichung  8)  lässt  sich  zunächst  umsetzen  in : 


*  =  (r,  +  rm)  2 sin \y  Vi  — sin  \y1 , 
oder  auch  nach  11): 

*  =  fr,  +  r„)  il%  Bin|  6  Kcösj~Ö. 

Nimmt  man  nun  für  die  Summe  der  Radien  vectoren  aus  1  o)  den  entsprechenden 
Werth,  so  findet  sich  zunächst : 

>,  +  ?-)-  ™ coseefl 

und  man  erhält  schliesslich,  wenn  man  den  von  6  abhängigen  Factor  mit  /1  bezeichnet: 
iM  j  sin  16  ,/ „—„  ikt  , 

Hei  ersten  Bahnbestimmungen  wird  6  eine  kleine  Grösse  sein,  also  fi  nahezu  der 
Einheit  gleich  werden  und  log  ft  sich  bequem  in  eine  Tafel  bringen  lassen ;  dieser 
Logarithmus  ändert  sich  in  dem  vorliegenden  Falle  mit  Rücksicht  auf  den  Winkel  6  nur 
sehr  langsam.     Ginzel  hat  nun  eine  Tafel  auf  zehn  Stellen  berechnet,  welche  auf 
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sieben  Decimalen  abgekürzt,  als  Tafel  VII  in  Anbange  aufgenommen  ist  und  mit  dem 

Argumente :  .. 

logii  =  8-536  6114, 


-  (•>  +  fj 


sofort  den  Werth  von  log  fi  angibt.  Dieselbe  erstreckt  sieb  für  das  Argument  y 
von  o  bis  o-8  und  es  wird  bei  ersten  Bahnbestimmungen  selten  der  Fall  eintreten,  dass 
die  Grenzen  derselben  überschritten  werden ;  geschieht  dies ,  so  wird  man  ohne  Nach- 
theil die  E  u  1  e  r '  sehe  Gleichung  in  ihrer  unveränderten  Form  anwenden  können ,  oder 
für  den  gegebenen  Fall  /j.  direkt  berechnen,  indem  sind  nach  der  Gleichung  10) 
(log  -jr  =  8-562  1877)  bestimmt  wird.  Mit  dem  Werthe  von  6  findet  sich  dann  ft  durch: 


*h' 


M  =  - 


-  Vcob  |  Ö. 


Die  Berechnung  der  Sehne  nach  Encke'a  Umformung  stellt  sich  also  wie 
folgt :  Ist  ein  Werth  für  (r,  +■  r,„)  angenommen ,  bo  berechnet  man  zunächst  das 
Argument  ij  nach  :  ., 

n  =  17.      log  zh  =  8-536  61 14 , 


lr,+rm) 


Vi' 


entlehnt  mit  diesem  aus  der  Tafel  VII  den  Werth  von  log  ft  und  bestimmt  dann  die 
Sehne  *  nach :  ^ 

'  =  Vr,+r„    *"* 
Der  Grenzwerth  von  ij  (sin  6  =  1 )  ist  offenbar  if  V  2 ,  jener  von  ft  dagegen  — ^=- 

die  vorstehenden  Formeln  durch  ein  Beispiel  erläutert  werden. 


Es  sollen 
Es  sei  gegeben: 


!  2581286,     logr,  =  9-994  0030,     logr„  =  9-657  0750. 


Die  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt : 

log«     1-411  8361  flog  [r,  +  rm] 

log  iht    9-948  4475  V 

Add.     0-164  45"  1°B  f* 

'°g  (''-  +  *■*)    0-1584552  log  2U :  Vr,  +  rm 

\  log  (r,-|-r,„)    0-079  "7°  l°g  * 


1-237  6828 

>3iS  7052  (Arg-  fi*  M  Taf.  VII) 

i-oo5  2003 

)-86g  2199 

}-874  4202. 


Nimmt  man  an,   der  Werth  von  ft  hätte  in  diesem  Beispiele  die  Grenzen  der  vor- 
gelegten Tafel  überschritten,  so  berechnet  sich  derselbe  wie  folgt: 
log^j    9-9740238  log3     0-477  '"3 
sin  8    9-736  3410  sin  ^  0    9280  8575 
6    330  1' 11*67  cosec  Ö    0-263  °59° 
\  $     11023-89  Jl°g}0     99835626 
*/|fl     22  o  4778  log/*     0005   2004. 
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b.  Bestimmmung  des  Verhältnisses  zwischen  dem  Sectot  und 
dem  Dreieck. 

Bezeichnet  man  in  einer  vorgelegten  Bahn  den  Winkel,  welchen  die  beiden 
Radien  vectoren  r  und  /  am  Sonnencentrum  einschliessen,  mit  zf,  so  wird : 

2/=.'-., 
gleich  dem   Unterschiede  der  wahren  Anomalien  v'  und  v  sein ;    führt  man  für  die 
doppelte  Dreiecksnäche,  welche  diese  zwei  Itadien  vectoren  mit  der  Sehne  *  einschlies- 
sen, das  Symbol :  .     „ 

ein,  so  ist  offenbar : 

[rr')  =  rr'*n,f=,r?,infcmf.  i) 

Nennt  man  ferner  die  doppelte  Flache,  welche  die  Bahncurve  mit  den  Radien  vectoren 
einscbliesst ,  also  die  doppelte  Sectornäche,  2  S,  so  ist,  wenn  die  Zwischenzeit, 
multiplicirt  in  die  für  die  Masse  des  betreffenden  Himmelskörpers  corrigirte  Con- 
stante  des  Sonnensystems,  durch  *  bezeichnet  wird,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichun- 
gen 8)  (pag.  45)  und  14)  (pag.  46) : 

2S  =  *Yp;  2) 

es  ist  also: 

t=  \f  —  r)*yT+~Si.  3) 

Bezeichnet  man  mit  dem  Buchstaben  ij  das  Verhältnis  des  Sectors  zum  Dreieck,  so 

ist  dasselbe  offenbar  dargestellt  durch : 

=    Bwtor     =  -Vf  4) 

'  Dreieck  xrr'tm/eotf 

welcher  Ausdruck  mit  Vortheil  zur  Berechnung  dieses  Verhältnisses  benutzt  werden 
kann,  falls  t  und  f  nicht  gar  zu  kleine  Grössen  sind. 

Es  werden  für  diesen  Ausdruck  indessen  auch  andere  Relationen,  deren  man 
bei  der  Bahnbestimmung  bedarf,  aufgestellt  werden  müssen.  Es  ist  nämlich  klar, 
dass  man  ij  nur  berechnen  kann,  wenn  das  Element  p  gegeben  ist;  bei  Bahnbestim- 
mungen wird  es  aber  nöthig  werden,  dieses  letztere  durch  andere  Grössen  zu  ersetzen, » 
welche  man  sich  ohne  Kenntnis  der  Elemente  mittels  geeigneter  Hilfsmittel  verschaf- 
fen kann.  Zu  diesem  Ende  sollen  die  Gleichungen  25}  und  26)  (pag-  57)  vorgenommen 
werden.  Bezeichnet  man  ähnlich  wie  früher  mit  E  die  zum  ersten  Orte,  mit  E'  die 
zum  letzten  gehörende  excentrische  Anomalie,  so  bestehen  die  Gleichungen : 

»Tcos^e   =  Va  (1  —  e)  cos  J  E   =  A 

VF  sin  4  f>  =  Va  (1  +  e)  sin  \  E  =  B 


)V  cos  i  v"  =  Va(i— «)  cos ±  E'  =  C 

\7  Bin  4  »'  =  Va{i  +  e)  sin  ,  JE'  —  D. 

Werden  nun  die  Summen  und  Differenzen  der  halben  Winkel  eingeführt : 

F=i(S+t)  G  =  l(E'+B) 


,    B»hnb«irti  Innungen,    I.    2,  Auflage. 
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so  wird,  wenn  man  die  erste  der  obigen  Gleichungen  mit  der  dritten,  die  zweite  mit 
der  vierten  multiplicirt  und  die  Resultate  addirt,  erhalten  : 

AG  +  BD    —     VrP  cos/  =  acosy  —  aecwG;         5) 
dagegen  durch  Subtraction : 

AG  — BD    =    Vr?coaF=  acosG—  »cos  g._        6) 

Diese  Ausdrücke  kann  man  etwas  umgestalten ,  um  später  die  Summen  der 
Winkel  bequemer  eliminiren  zu  können.  Es  findet  sich  zunächst,  indem  man  e  cos  Q 
und  e  cos  F  nur  durch  die  Differenzen  der  Winkel  ausdruckt : 


und  durch  Substitution  dieses  Werthes  in  die  zweite  Gleichung  6) : 

ecos  F  =      ' cosy  —  cos/: 

da  aber : 

ist,  so  kann  etwas  küraer  geschrieben  werden  * 

ffcos  F  =  ^  cosg  —  cos/.  8] 

Ee  lässt  sich  F  durch  p  auch  auf  eine  andere  Weise  darstellen ,  denn  die  Polar- 
gleichung für  die  Kegelschnitte  gibt : 

£  =  t  +  e  cos  v 

%-i  =  1  4-  e  coe  t>'; 

addirt  man  beide  Gleichungen  und  führt  statt  der  Summe  der  Cosinus  die  entsprechen- 
den Werthe  ein,  so  wird : 

P  ~~i~-  =  2  +  2 «cos Fcoef, 
oder: 

ecos.F  =  2-  •  £&T> Iv 

Bestimmt  man  aus  dieser  Gleichung  und  aus  der  Gleichung  8)  den  Werth  von  p, 
nachdem  e  cos  F  eliminirt  worden  ist,  so  findet  sieh : 

irr'  lin/3  , 

Hier  treten  ausser  den  Radien  vectoren  nur  die  Differenzwerthe  der  wahren  und 
der  excentrischen  Anomalien  auf.  Setzt  man  den  Werth  von  p  in  die  Gleichung  4) 
(pag.  81],  nachdem  dieselbe  quadrirt  wurde,  so  findet  sich : 

'  *  rr*  cos/»  (r  +  r*  —  «*o«  ff  eu/Krr')  ' 

Die  eben  gefundene  Relation,  welche  die  beiden  Unbekannten  ij  und  g  ent- 
hält, ist  für  die  Rechnung  keineswegs  bequem,  und  da  unter  Umständen  eine  Lösung 
durch  Versuche  nöthig  wird ,  so  wird  es  ganz  zweckentsprechend  sein ,  den  obigen 
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Ausdruck  in  eine  für  die  Anwendung  geschmeidigere  Form  überzuführen.   Setzt  man 
zunächst:  z, 

m  =  - 


o  wird: 

<!>  = 


Nimmt  man  nun  mit  Gauss 


imm/Yrr'  = *        _ 


'         4°oifVrr'        *' 


Die  Berechnung  von  l  laset  sich  noch  etwas  vereinfachen ;  denn  für: 
tg  (450  +  «}   =   1^  , 

l^T    —    |/~  +  Y?  =  »g  (45°+  «)'  +  «>tg  (45°  +  «)a 

=  2  +  {tg  (45°  +o»)  —  cotg  (45°  +  w))a=  2-f-4tg2to*, 


*    —  ftna  <  *•*' 


Ich  kehre  nun  wieder  zu  der  Gleichung  n)  mit  der  Bemerkung  zurück,  dass 
dieselbe  zwei  Unbekannte  ij  und  g  enthält ;  um  eine  Bestimmung  dieser  beiden  Grös- 
sen zu  erhalten,  wird  die  Aufstellung  einer  weiteren  Gleichung  nöthig,  was  auf  die 
folgende  Weise  geschehen  kann.  Zählt  man  die  Zeiten  vom  Perihel  ab,  so  wird  für 
die  mittlere  Anomalie  sein : 

Jtf  =  -,  t  =  E  —  eaiaE 

M'=  -,t*  =    E'  —  esin£', 

oder  durch   Subtraction  der  ersten   Gleichung  von  der  zweiten  und  Einführuug  der 
Winkelgrossen  g  und  G  (vergl.  pag.  8i) : 

-i  =  2g  —  2  e  sin  g  cos  G.  1 4) 

Für  e  cos  G  ist  bereits  in  7)  ein  Ausdruck  gefunden  worden,  der  aber  noch 
die  Grösse  a  enthält,  welche  auch  in  14)  erscheint;  dieselbe  muss  jedoch,  da  sie  un- 
bekannt ist,  eliminirt  werden.    Nach  Gleichung  27)  (pag.  57)  ist: 

—  =  1  —  e  cos  B 

—  =  1  —  e  cos  E', 
woraus  durch  Addition  und  Transformation  gefunden  wird : 

-      -■  =  2  —  2ecoB  g  cos  G,  .5) 

welche  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  7)  geschrieben  werden  kann  : 

1    =  »*»»* =.  ,6] 

B  r  +  r1  —  »cos  g  cos/  Vrr< 
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Setzt  man  nun  für  den  Nenner  dieses  Ausdruckes  den  Werth  nach  10)  ein,  so  findet 
sieb: 

■7) 


n  g  oosA* 


Die  Gleichung  14)  ergibt,  wenn  man  in  dieselbe  e  cos  G  nach  7)  substituirt: 

|   =  iff  —  sin  2ff  +  2 sin^  cos/1. 

Ersetzt  man  a  in  dieser  Gleichung  durch  die  Werthe  aus  17),  so  wird,  wenn  man  wie 
oben:  %i 

annimmt,  erhalten : 

£  _^  v^  *g  —  «n  *g 

m  m  !  mag* 

Hiermit  erscheint  die  zweite  Gleichung  «wischen  i\  und  g  in  transcendenter  Form, 
Die  Auflösung  der  vorgelegten  Aufgabe  ist  demnach  auf  die  beiden  Grundgleichungen 
zurückgeführt:  m  . 

1'  =  T+^f  I  lg) 

5f  tf  _  ig  —  rio  tg    I 

Die  Gleichung : 

zeigt,  daSB,  sobald  2/ grosser  wird  als  1800.  pj  einen  negativen  Werth  erhalt;  dieser  Fall 
wird  jedoch  bei  ersten  Bahnbestimmungen,  bei  welchen  der  heliocentrische  Bogen  stets 
innerhalb  massiger  Grenzen  liegen  muss,  ausgeschlossen  bleiben,  und  die  später  folgen- 
den Betrachtungen  werden  nur  unter  der  Annahme,  dass  die  heliocentrische  Bewegung 
massig  (etwa  <  6o°)  ist,  ihre  Anwendung  finden.  Ist  aber  die  heliocentrische  Bewe- 
gung klein ,  so  wird  die  hinreichend  genaue  Berechnung  des  Ausdruckes  *9~.  "^*g 
mit  Hilfe  der  gewöhnlichen  logarithmischen  Tafeln  nicht  möglich,  es  müssen  dem- 
nach für  eine  versuchsweise  Auflösung  der  obigen  Gleichungen  18)  besondere  Hilfs- 
mittel geschaffen  werden,  aufweiche  in  den  folgenden  Seiten  eingegangen  wird. 

Rechnet  man  aus  zwei  in  Bezug  auf  die  excentrische  Anomalie  sehr  entfernten 
heUocentrischen  Orten  die  Bahn ,  so  wird  man  stets  schon  Näherungswerthe  kennen 
und  die  versuchsweise  Auflösung  der  Gleichung  18}  niemals  auf  Schwierigkeiten 
Btossen,  wenn  man  sich  vergegenwärtigt,  dass,  sobald  sin  2/  negativ  wird,  j;3  negativ 
anzunehmen  ist.  Die  Kenntnis  von  t)  wird  aber  in  diesem  Falle  nicht  von  Belang  sein 
und  nur  der  Werth  g  für  die  weitere  Rechnung  nöthig ;  man  wird  deshalb  ij  zweck- 
mässig eliminiren.  Dividirt  man  die  erste  Gleichung  in  18)  in  die  zweite,  so  wird, 
wenn  man  zur  Abkürzung  setzt : 

%g~-naxg  


V  =  «/»+  1. 
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Quadrirt  man  diesen  Ausdruck  und  eliminirt  mit  Hilfe  der  ersten  Gleichung  in  18)  17*, 

Diese  Gleichung  enthalt  nur  mehr  die  Unbekannte  g+  doch  würde  die  Bestim- 
mung der  letzteren  aus  dieser  Gleichung  im  allgemeinen  sehr  schwierig  werden.  Bei 
dem  hier  vorausgesetzten  Falle  werden  in  der  Regel  genäherte  Werthe  von  g  bekannt 
sein ;  man  wird  demnach  mit  dem  wahrscheinlichsten  Werthe  von  g  und  zwei  beliebig 
abgeänderten  [g  —  y)  und  [g  +  y)  die  Rechnung  für  a  und  ß  durchführen.  Wenn 
man  den  Werth  von  g  nur  ziemlich  nahe  kennt,  so  ist  es,  um  eicher  den  wahren  Werth 
innerhalb  der  Grenzen  Ig  —  y)  und  {g  +  y]  einzuschliessen,  besser,  y  zu  gross  als  zn 
klein  anzunehmen.  Die  angenommenen  Werthe  von  g  werden  drei  verschiedene  Re- 
sultate für  m  geben ,  deren  Vergleichung  mit  dem  wahren  Werthe  von  m  den  genauen 
Werth  von  g  und  zwar  mit  um  so  grösserer  Schärfe  finden  lassen  wird ,  wenn  man ,  da 
drei  Werthe  bekannt  sind,  die  Interpolation  mit  Rücksicht  auf  die  zweiten  Differenzen 
durchführt;  ist  auch  die  Berücksichtigung  dieser  nicht  mehr  ausreichend,  so  wird 
mit  dem  verbesserten  Werthe  die  Rechnung  zu  wiederholen  und  neuerdings  durch 
Interpolation  der  wahre  Werth  zn  suchen  sein;  ist  aber  g  sehr  nahe  richtig  be- 
kannt, so  wird  man  y  nicht  so  gross  zu  nehmen  brauchen ,  dass  die  Berücksichtigung 
der  zweiten  Differenzen  noth wendig  wird. 

Viel  wichtiger  und  schwieriger  wird  die  Behandlung  des  Problems,  wenn  g 
klein  ist.    Vor  allem  wird  es  nöthig,  den  Ausdruck : 


-^-  =  0 


so  zu  transformiren ,  dass  die  Berechnung  desselben  leicht  durchgeführt  werden  kann, 
und  man  wird  sich  deshalb  die  Aufgabe  stellen  müssen,  a  in  eine  Reihe  nach  steigenden 
Potenzen  einer  kleinen  Grösse  aufzulösen.    Gauss  wählt  hierfür: 

sin  ^g'1  =  w. 
Der  Grenzwerth  von  et  wird  für  ein  unendlich  kleines  g  gleich  J ;  denn  löst  man  im 
Zähler  sin  2  g  in  eine  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  des  Bogens  ig  auf,  so  wird : 

(*g)8  Hfl* 

»-3  »-V4-S  ' 

» srji ■ 

woraus  unmittelbar  der  oben  angegebene  Grenzwerth  gefunden  wird .    Man  wird  daher 
der  Reihe,  welche  für  a  entwickelt  werden  soll,  zweckmässig  die  Form  geben : 
a  =  |  {1  -|-  «'  w  +  ff  tca  +  /  w'  +  d'  tc*  H }, 

deren  Coefficienten  dadurch  bestimmt  werden  können ,  dass  man  die  Reihe  für 
2  g  —  sin  2  g  durch  die  Reihe  für  sin  g3  dividirt  und  nach  steigenden  Potenzen  von  v> 
entwickelt;  jedoch  tritt  dann  das  Gesetz  der  Fortschreitung  der  Coefficienten  nicht 
klar  zu  Tage.  Um  dasselbe  zu  erhalten ,  kann  man  sich  des  folgenden  Verfahrens  be- 
dienen.   Differenttirt  man  die  gegebene  Gleichung : 

a  sin  g3  =  2  g  —  »in  2  g, 
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3« 

cosjr 

sin^  + 

*™9*dg 

woraus  abgeleitet  wird 

- 

* 

iiny 

Anderseits  erhält  man  aus  der  Gleichung : 

durch  Differentiation : 
Es  ist  aber : 

m  = 

dw 
*9~ 

aini^, 
■  J  sin  g. 

dw  ~ 

@ 

m 

8-      6«C(!RJ 

demnach  auch : 

2  (w  _  wi)  _  =  4  _  (3  _  6  to)  a. 

SubBtituirt  man  nun  für  a  in  diesem  Ausdrucke  die  obige  Reihe  und  ebenso  für  ■      das 
Differential  derselben  nach  w.  so  wird  gefunden : 

|  {«'  w  +  (2  (T  —  a)  w*  +  (3  /  -  2  (?)  w»  4-  (4  V  -r.  3  /)  w*  H }  =« 

=  (8-4o')Kl+(8«'-4JJ']»'+(8|*'-4/)w,  +  (8/~4*'^«ff,^ 

woraus  man  schliesst :  .     ,  , 

ja  =8      —  40 

|(2/C-     a')  =  8«'-4^ 

*  (4  *  -  3  /')  =  8  /  ~  4  ö" 
oder  ausgeführt : 

«'  =  S.  C  =  t°',  /  =  vc,  »"  =  «/ 

so  daas  dss  Gesetz  des  Vorschreitens  klar  ist ;  es  wird  nämlich : 


Diese  Reihe  wird  für  kleine  Werthe  von  g  rasch  convergiren,  da,  wenn  1 
Grösse  erster  Ordnung  annimmt,  w  zweiter  Ordnung  wird.    Setzt  man 


21] 


so  ist  £  eine  Grösse  vierter  Ordnung,  die  überdies  mit  einem  kleinen  numerischen 
Factor  multiplicirt  erscheint,  denn  es  ist : 

«  =  rt-A(«»-S)",  =  J  +  t(»-l)  +«(i- !)■  +  ••■■ 

Subtrahirt  man  diesen  Ausdruck  von  20] ,  so  erhält  man  für  das  Anfangsglied  der  Ent- 
wicklung von  £  den  Werth : 

Führt  man  in  die  Gleichung  2 1 )  für  w  den  Werth  ein ,  welcher  aus  der  ersten  Glei- 
chung in  18)  folgt,  nämlich : 

sin  \gi  =  10  =  -j-  —  /,  22) 
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und  mnltipUcirt  ia  21)  Zähler  and  Nenner  mit  V,  so  wird : 

«_ * 

*  +  '+«-? 

Multiplicirt  man  beiderseits  mit  m,  dividirt  rechter  Hand  vom  Gleichheitszeichen  Zäh- 
ler und  Nenner  durch  f  +  l  +  I  und  setzt  abkürzend : 


am-—  ■■— — r-,  oder:  —^-a=-^— 
, * '  v        n*  — 

Nun  ist  aber  nach  der  zweiten  Gleichung  in  18)  (pag.  84) : 


i--Ä- 


Bestimmt  man  hieraus  h,  so  findet  sich  sofort : 


^5) 


t+4        4+'+« 

Wäre  £  bekannt,  so  würde  der  Werth  von  h  völlig  bestimmt  und  17  durch  die  kuhische 
Gleichung:  ,        ,       ,  .  , 

zu  erholten  sein.  Diese  hat  notwendig  nur  eine  positive  Wurzel,  weil,  h  als  positiv 
vorausgesetzt ,  in  der  Gleichung  nur  ein  Zeichenwechsel  und  zwei  Zeichenfolgen  ent- 
halten sind.  Gauss  hat  nun  eine  Tafel  berechnet,  die  mit  dem  Argumente  h  sofort 
den  Werth  log  rf  gibt.  Ich  habe  dieselbe  im  Anhange  als  Tafel  VIII  aufgenommen ; 
deren  Anwendung  bedarf  keiner  besonderen  Erklärung ,  nur  soll  die  Bemerkung  ein- 
geschaltet werden ,  dass,  falls  A>o-036  wird,  von  welchem  Werthe  an  die  Tafel  in 
grösseren  Intervallen  fortschreitet,  um  der  siebenten  Decimale  sicher  zu  sein,  eine 
Interpolation  mit  Rücksicht  auf  zweite  Differenzen  nothwendig  ist.  Um  einen  Nähe- 
rungswerth  von  h  zu  bekommen,  wird  es  genügen: 

zu  setzen  und  demnach  ij5  zu  berechnen.    Es  ist  dann : 

10  =  £  —  l, 

17» 

wodurch  ein  genäherter  Werth  für  10  ermittelt  ist.  Gelingt  es  nun,  £  als  Function  von 
w  darzustellen ,  so  wird  dieser  Näherungswetth  von  »  einen  nahe  richtigen  Werth  von 
f  ergeben,  mit  welchem  man  jetzt  die  Rechnung  wiederholt  und : 

findet.  Man  wird  dieses  Verfahren  so  lange  fortsetzen,  bis  keine  weitere  Abänderung 
der  Zahlen  eintritt;  doch  wird  eine  mehrfache  Wiederholung  dieser  Operation  selten 


DigitizGd  by  Vj OOQ  IC 


88     — - 

nöthig  werden ,  da  mindestens  für  Planetenbahnen ,  in  welchen  §  bei  massiger  helio- 
centrischer  Bewegung  merkbar  ist ,  eich  ein  Hilfsmittel  angeben  läset ,  wodurch  selbst 
bei  grösseren  Bogen  auch  Sie  einmalige  Wiederholung  der  Rechnung  gespart  werden 
kann.    Ich  werde  aber  vorerst  die  Bestimmung  von  £  vornehmen.    Es  ist : 

also: 

t-a-t  +  — ■—»•  +  »-* 

B         9«         ■     '  o  o 

Setzt  man  in  £  für  ce  die  Reihe  ein,  die  oben  gefunden  wurde,  so  wird  eich  ergeben : 

U'l        l-7l  U-S-7        3'7-9  \  13-S-7-9  J-7-9"  / 

oder  auch : 

z  =  fh  (" "* |6''  ~~  5'8)  +  V "" (6'9 ~ 5"o)  +  ^r "*(6"  -»■»)  +  ••  )■ 

Bezeichnet  man  mit  i  die  Potenz  von  te,  so  ist  der  zugehörige  Factor  innerhalb  der 
runden  Klammern: 

6  (at  +  3)  -5  (»'  +  4l  -=*  (»'-  i), 
demnach  hat  man  auch : 

*4  kann  für  ein  gegebenes  v>  nach  dieser  Reihe  ohne  Schwierigkeit  berechnet  werden. 
Es  ist  dann : 

in  welchem  Ausdrucke  nur  noch  a  zu  bestimmen  ist.    Es  ist  aber : 

also: 

demnach  schliesslich : 


5  = 


Die  Berechnung  dieses  Ausdruckes  von  Fall  zu  Fall  würde  recht  unbequem 
Bein,  deshalb  hat  Gauss  eine  Tafel  construirt,  die  mit  dem  Argumente  te  den  Werth  J 
angibt.  Ich  habe  dieselbe  als  Tafel  IX  im  Anhange  aufgenommen ;  sie  gibt  den  Werth 
von  £  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale  und  dehnt  sich  auch  auf  negative  Werthe 
von  to  aus,  während  nach  dem  bisherigen: 

v>  —  sinj-j?3, 
te  stets  nur  eine  positive  Grosse  sein  kann.  Es  wird  nämlich  für  die  Hyperbel ,  weil 
Bm\g  imaginär  wird,  «p  negativ;  für  die  Parabel  ist  w  nothwendig  der  Null  gleich. 
Dieser  Umstand  kann  die  allgemeine  Giltigkeit  der  vorangehenden  Entwicklungen 
nicht  in  Frage  stellen,  da  das  Imaginäre  im  Endresultate  verschwunden  ist  und  man 
bekanntlich  mit  den  imaginären  Grössen  alle  Operationen  mit  derselben  Berechti- 
gung durchrühren  kann,  wie  mit  den  reellen.     Die  bisher  bekannten  hyperbolischen 
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Bahnen  unterscheiden  sich  wenig  von  der  Parabel,  $  wird  daher  stete  eine  sehr  kleine 
Grösse  werden.  Wie  man  steht,  gestaltet  sich  die  Rechnung  für  ij  ganz  gleichmässig, 
wie  immer  geartet  der  Kegelschnitt  ist.    Die  Bahn  wird 

eine  Ellipse      sein,  wenn  »  =  3  —  l  positiv, 
,,    Parabel        ,,         ,,     w  =  -3  —  /=  o, 
„    Hyperbel     ;,         ,,     w  =  -5  —  /negativ  wird. 

Ist  die  Bahn  nicht  sehr  excentrisch  (Planetenbahn),   so  wird  vor  Beginn  der  ersten 
Losung  mit  grosser  Annäherung  gesetzt  werden  können  : 
w-7-  sin  {f1, 

mit  welchem  Werthe  von  w  aus  Tafel  IX  ein  Näherungswerth  von  £  genommen  wird. 
Die  Durchführung  der  Rechnung  wird  einen  neuen  genaueren  Werth  finden  lassen, 
der  aber  meist  so  wenig  von  dem  Eingangs  angenommenen  verschieden  sein  wird,  dass 
eine  Wiederholung  der  Rechnung  unterbleiben  kann.  Man  wird  bemerken,  dass  auch 
die  Voraussetzung  §  =  o  die  Convergenz  der  Versuche  nicht  sehr  wesentlich  beein- 
trächtigt.     Die  Berechnung   von  w  und  17  ist  demnach   in   den   folgenden  Formeln 

enthalten '"  m  =   W'-W 

^y  =  tg  (45°  +  <») 
L  =  smi/H-tgiü. 

1  (£  mit  dem  Argum.  u 


s  Tafel  IX) 


2b) 


S  +  i  +  i 

t)*,  (mit  dem  Argum.  A  aus  Tafel  VIII) 
v,  =  1-  —  l, 
wobei  das  Zeichen  von  w  den  AufschluBS  über  die  Gattung  des  Kegelschnittes  gibt. 

Die  vorstehenden  Formeln  sollen  durch   ein  Beispiel   erläutert  werden.     Ich 
wähle  hierzu  ein  solches,  welches  die  in  der  Anwendung  vorkommenden  Grenzen  weit 
überschreitet,  und  benütze,  da  die  Bahn  einem  Planeten  angehört,  für  den  ersten  Ver- 
such die  Näherung  u>  =  sin  \  f*. 
(  —  (=259-88477,  logr  =  0-428  2788,  log  r1  =  0-406  2006,  tf  —  t>  =  620  55' i7"zi 


/    3 

0  27'  38"6o5 

\f 

1 5°  43'  49n3<>2 

10g  [t-t,       2 

414  7809 

log  [r>  :  r) 

9.9779218 

log  x     0 

650  3623 

\  log  (r'  :  r) 

9.994  4804 

log  2      O 

301  0300 

w 

—  cPiV  5o"7i 

log  cos  f    9 

930  9481 

2(0 

—  0   43    41-42 

Vrr'    0 

417  2397 

log  tg  2  ufl 

6-208  270 

log  Nenn.    0 

649  2178 

logaini/i 

8-866  2928 

3  log  Nenn.     1 

947  6534 

Add. 

o-ooo  9534 

2  log  v     1 

300  7246 

log  Zähl. 

8867  2462 

logm    9 

353°7>2 

log/ 

8-936  2981 

,    BthltMitlBmnagM 

1.  J.  Anlift 

12 
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8  +  /   0-9196904 

i,  3225  (mit  Arg.  w  =  sin  {/*) 

log  (f  -4-  l  +  I,)  9963  7939 
h  +  0-245  °°28 
IoglJ,*0-I72  2222  (Taf.  VIII) 
m  :  *?,*  +  0-151  6523 
/  -f-  0086  3571 
»!  +  0-065  2952 
&  2532  (Taf.  IX| 


Mit  diesem  Werthe  von  £  stellt  sich  die  weitere  Rechnung : 
log  (t  +  *  +  &)  9-963  7612 
A  4-  0-245  °812 
log^'oi;;  2320 
w  :  ij2;t  +  0-151  6489 
«^  +  0065  2918 
£3  +  2532. 

Der  Werth  von  £,  ist  mit  dem  früher  erhaltenen  von  £3  identisch,  so  dass  man  die 
Zahlen  der  letzten  Rechnung  als  Endwerthe  betrachten  darf.  Es  ist  demnach  log  17  = 
0-086  [160. 

Die  Anwendung  der  obigen  strengen  Formeln  wird  aber  keineswegs  stets  nothig  • 
sein,  und  man  kann  sich  mit  Vortheü  des  Hansen'schen  Verfahrens  bedienen,  wel- 
ches bis  auf  Grossen  sechster  Ordnung  von  sin^y  richtige  Werthe  liefert.  Hansen 
setzt  nämlich  5  =  0;  >ist,  wie  dies  oben  gezeigt  wurde,  vierter  Ordnung ,  m  selbst, 
zweiter  Ordnung;  führt  man  daher  in  der  Formel  23}  (pag.  87)  £  =  o  ein,  so  begeht 
man  in  der  Bestimmung  der  Grösse  h,  die  selbst  zweiter  Ordnung  ist,  nur  einen  Fehler 
sechster  Ordnung. 

Um  das  Hansen'sche  Verfahren  zu  erläutern,  nehme  ich  die  Gleichung  24) 
(pag.  87)  vor.  Setzt  man  in  derselben : 

»=   * 

"»*  —  *' 
so  wird : 

,  =  i+Vi  27) 

k  =  !(«*  —  A). 

In  dem  letzteren  Ausdrucke  darf  man,  da  X  zweiter  Ordnung  ist,  ohne  mehr  als  Glieder 
sechster  Ordnung  zu  übergehen,  für  t]1  den  Werth : 

und  innerhalb  der  Klammer  X  statt  h  setzen  und  hat  demnach: 

l  =  l(i+V4  2») 

Es  ist  also,  wenn  man  i.  in  einen  Kettenbruch  auflöst : 


'  +  V* 
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welcher  Ausdruck  sehr  leicht  mit  Hilfe  der  Additionslogarithmen  berechnet  werden 
kann.  Die  Bestimmung  von  g  —  i  durch  das  Hansen  sehe  Verfahren  geschieht  also 
nach  folgenden  Formeln : 


/  —   fol/'  +  tg»M»  Ä   __a 


l+t 


29) 


i?_i=^f.     ^*VA  log  H  =  9958  6073 

"  +  V* log  V  =  0-087  '502- 

Man  wird  leicht  beurtheÜen  können,  biß  zu  welchen  Grenzen  dieses  Näherungsver- 
fahren ausreichend  genaue  Resultate  liefern  wird.  Hierbei  genügt  es,  ganz  rohe  An- 
nahmen zu  machen  und  die  Bahn  kreisförmig  vorauszusetzen,  da  das  Hansen'sche 
Verfahren  auf  Planetenbahnen  angewendet  gedacht  wird.  Für  £  findet  sich  oben,  wenn 
man  beim  ersten  Gliede  der  Entwicklung  stehen  bleibt : 

f  =  A  sin  i  9*  =  tAh  (»'—  •)*■ 
Die  Änderung  von  /*  durch  §  wird,  da  l  zweiter  Ordnung  ist,  ausgedruckt  werden 
können  durch : 

—  dh  =  \%m!-  =  jjfcnj  m  [v'—t>)*=  —dl;         30) 

ferner  wäre  in  der  Relation  28) ,  wenn  man  die  Glieder  sechster  Ordnung  mitnimmt. 
zu  setzen  gewesen : 

h  —  i#>  *s  +  y  l*  =  i(i  +  V/), 

demnach  die  hieraus  resultirende  Correction  von  J. : 

ifl  =  -Jri>=-,H»i'. 

Vereinigt  man  nun  hiermit  die  in  30)  angesetzte  Correction,  so  findet  sich  : 

<**  =    —  ¥¥*ÜT«  ("'—  'l'-lh«1' 

Nun  ist  aber ,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  für  m  eine  Kreisbahn  und  cos  /  der 
Einheit  gleich  annimmt: 


(kte—t)\*  =  in1-  p)j  . 

daher  wird,  da  nach  27} : 


■*{-?r 


ist,  der  Fehler  der  Hansen 'sehen  Näherung ; 

dV  =  —  nüan  (»'—  "J6-  31) 

Es  beträgt  demnach  der  Fehler  dieser  Methode  weniger  als : 

eine  Einheit  der  7ten  Decimale,  wenn  t>' —  v  <  i8°4 

,,         ,,         ,,    6ten  „  11     *' —  °  <  27'° 

i)         ii         ?i    5Kn  i)  n     "' —  °  <C  39*7- 

Diese  Näherungsmethode  wird  für  die  überwiegende  Anzahl  der  Fälle  ausreichen,  sich 

aber  für  das  obige  Beispiel,  in  welchem  v' —  v  nahezu  63"  ist,  nicht  mehr  eignen; 


12« 
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man  kann  indessen  die  Zahlen  dieses  Heispiels  immerhin  vornehmen,   um  die  An- 

Wendung  der  Zech'schen  Tafel  in  diesem  Falle  zu  zeigen  und  den  Fehlei  nach  der 

obigen  Näherungsformel  31)  zu  berechnen ;   es  ist  klar,  dass  eine  nur  ganz  beiläufige 

Übereinstimmung  erwartet  werden  darf,  da  die  Formel  selbst  für  Kreisbahnen  die  hier 

wirkenden  Coefficienten  achter  und  höherer  Ordnung  nicht  enthält : 

logm      9-353  °yi2 

log  (I  +  i)    ,9"963  04"7  Add- 

log  Ä      0-389  4295 

log  V  h      9-476  5797  Add. 

Add.     0-1138 

9-3628  Add. 

Add.     0-0901 

9.3865  Add. 

Add.     0-0946 

g-3820  Add. 

Add.     0-09377 

logij—  1  =  9-341   2865. 
Hieraus  findet  sich  17  =  1  2194252,  während  das  obige  strenge  Verfahren  9=1-2193152 
ergab :    der  Fehler  beträgt  also  —  1 100  Einheiten  der  7teu  Decimale,  die  Formel  31) 
gibt  dafür  —  1 595- 

Wollte  man  den  Ausdruck  19)  (pag.  85)  unter  der  Annahme,  dass  §  klein  sei, 
dazu  verwenden,  um  für  w  =  sin  |  g1  einen  Werth  zu  finden,  der  bis  auf  Grössen 
vierter  Ordnung  exclusive  richtig  ist,  so  wird  man  denselben  in  folgender  Weise  er- 
halten können.    Der  Ausdruck  19)  gibt  durch  eine  einfache  Umstellung: 


382 

81 

093  93 

382 

65 

093 

895 

382 

685 

093 

9016 

382 

6781 

093 

9003 

382 

6794 

093 

9005 

382 

6792  Grenze 

Setzt  man  (vgl.  21)  pag.  86)  genähert : 

ß  =  t  +  *>, 

entwickelt  nach   Potenzen   von   w  und   lässt   überall  die  Glieder   mit   w1  fort, 
findet  sich : 


(w 


-D- 


-  y  P 


welcher  Ausdruck   hei   sehr  exzentrischen  Bahnen  und  grosser  heliocentrischer  Be- 
wegung mit  Vortheil  zur  Bestimmung  von  w?  verwendet  werden  kann. 

Im  Specialfall  der  Parabel  lassen  sich  sehr  elegante  geschlossene  Formeln  für 
das  Verhältnis  des  Sectors  zum  Dreieck  aufstellen.  Es  wird  für  die  Parabel  g  -■  -  o, 
somit  s  =  o  und  man  hat  für  tj  (vgl.  10)  pag.  82) : 


M/Yirr'Vr+r'- 


*/YZ 


32) 
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Nach  3)  (P«g.  76)  ist: 


008/=  +  : ' ^±^- 


Bm  r  —  r+^ .  33) 


2  Vrr* 

wobei  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  die  heliocentrische  Bewegung  kleiner,  das  untere, 
wenn  dieselbe  grösser  als  1 80"  ist. 

Setzt  man  : 

r  +  r" 

wobei  an  den  Hilfswinkel  y  die  Bedingung  geknüpft  werden  soll,  dass  er  im  ersten 
Quadranten  genommen  werde,  wenn  für  cos/  das  positive  Zeichen  zu  nehmen  ist, 
dagegen  im  zweiten ,  wenn  das  negative  gilt,  so  wird  sich  die  obige  Gleichung  für 
cos  /  schreiben  lassen : 

-^ -:-#-"■  »> 

Das  Doppelzeichen  ist  nunmehr  durch  die  eben  getroffene  Bestimmung  verschwunden. 
Für  i  gibt  aber  die  Gleichung  5)  (pag.  77)  die  Relation : 

*  =  ic-+*-'+«>s/l=Fi>+'-'-*)3/l-         35) 

Substituirt  man  nun  diesen  Werth  von  t  in  die  Gleichung  32)  und  ersetzt  in  derselben 
cos  /durch  die  Relation  34},  so  findet  sich : 

„   =,   *L  <I_±_'in  rl'/'TC -'"»?)''*  ,6) 

'  6  «»yK'-cosy 

Es  ist  aber  bekanntlich : 

(cos  J  y  -f-  sin  \  y)1  =  1  +  sin  y, 
(cos  \y  —  sin  \  y)2  =  1  —  sin  y. 

Zieht  man  aus  diesen  Ausdrucken  die  Wurzel,  so  ist  in  der  ersten  Gleichung,  da  y 
jedenfalls  kleiner  als  1800,  stets  nur  das  positive  Zeichen  zu  wählen,  in  der  zweiten 
aber  hat  man  das  positive  Zeichen  zu  nehmen,  wenn  y  im  ersten,  das  negative,  wenn  y 
im  zweiten  Quadranten  liegt.  Die  Einführung  dieser  Ausdrücke  in  36)  bewirkt  daher 
mit  Rücksicht  auf  die  obige  Bestimmung ,  dass : 

y  im  ersten  Quadranten  zu  nehmen  ist,  wenn  v  —  v  <d  1800, 
y  ,,  zweiten         ,,  ,,  ,,         ,,     t>' — v  >  180" 

ist.     Man  hat  sonach : 

iBJr+rinjr)»  —  (ootjy  —  iinjy)»    ==       1      _  %  «njy» 
6  cos  y  sin  \  y 

also  schliesslich : 

,-l±i=*.  37) 

Dieser  Ausdruck  für  ij  hat  allgemeine  Geltung  für  die  Parabel,  sobald  man  den 
Winkel  y,  der  durch  die  Gleichung: 

sin  y  —  T^rp ' 

bestimmt  ist,  hn  ersten  Quadranten  wählt,  wenn  die  heliocentrische  Bewegung  klei- 
ner, im  zweiten,  wenn  sie  grösser  als  1800  ist. 


'  6  cos  v  Bin  l  y  coh  v  s      bm  y  1  oob  y  l       '  * ' 
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So  elegant  der  eben  entwickelte  Ausdruck  auch  ist ,  so  bat  derselbe  doch  eise 
für  die  Rechnung  nicht  sehr  bequeme  Form,  da  in  der  Regel  zunächst  die  Differenz 
der  wahren  Anomalie  ?.f  gegeben  ist  und  aus  dieser  in  Verbindung  mit  den  Werthen  r 
und  r'  die  Sehne  s  abgeleitet  werden  muss  nach  «'  =  rJ-|-  r" —  2  tr'  cos  2/.  Man 
kann  aber  entweder  aus.  diesem  Ausdruck  oder,  was  viel  leichter  ist,  auf  Grundlage 
des  Ausdruckes  18)  (pag.  84}  eine  andere  Form  herstellen,  die  sich  in  der  Anwendung 
bequemer  erweist.  Da  nämlich  in  der  Parabel  g  —  o  wird,  so  nimmt  in  dem  Aus- 
drucke :  _   , 

n  =  aß+  I, 

'  a  seinen  Grenzwerth  |  an,  ß  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  l,  diesem 
gleich  (vergl.  pag.  84)  und  man  erhält  sofort  im  Falle  der  Parabel : 


3?  = 


»fV& 


38) 


Will  man  die  Zwischenzeit  1  selbst  in  den  Ausdruck  einfuhren,  so  kann  man  auch 
von  der  Gleichung  10)  (pag.  82)  Gebrauch  machen;  dieselbe  gibt  für  die  Parabel 
{cosff  =  1) : 


,'  = 


»fTTt?) 


39] 


rr'ooB/»(r-t 
wobei  ij  das  Zeichen  von  cosf  erhalten  wird. 

Die  vorstehenden  Formeln  sollen  durch  Beispiele  erläutert  und  alle  Grössen, 
deren  man  in  denselben  bedarf,  mitgetheilt  werden. 

log  r  =  0-097, 6836,      logr'  =  9-950  5083,      logs  =  9-958  3915, 

f  =    I560  45'  23"22,        log  I  =  0'048  4948. 

Man  erhält  nach : 


33)  und  37) 

38) 

39) 

Add. 

0233  6472 

log(r+K) 

0331  3308 

2  coay 

on2Ö4  2678 

log  (r+r' 

o-33'  33o8 

secy 

°n°3Ö  7622 

2  ooß  fYrr 

on288  3638 

sin  f 

9-627  0607 

Compl.  log  Vrr' 

9-975  9040 

r  +  r' 

0 

331  33o8 

sec  y 

0^042  9669 

log  (31  —  0 

0.343  9970 

Add. 

0 

280  0777 

2  sec  y 

o„343  99°9 

loB3  1 

0.082  0632 

(....) 

0 

611  4085 

+  2  sec  y 

o„o82  0630 

log, 

9bO°4  9419 

2  TT 

0 

349  2  2>9 

'g>J 

9B6o4  9417 

cos jf1 
log  Nenn. 
logr1 
logij» 
logt] 

9 
0 
O 

9 
9 

926  4756 
887  1060 
096  9896 
209  8836 
6049418. 

c.  Bestimmung  des  Verhältnisses  der  Dreiecksflächen  für  kleine 
heliocentrische  Bewegungen. 
Die  Entwicklung  der  Coordinaten  nach  den   Potenzen  der  Zeit  und  die  Er- 
setzung des  Verhältnisses  der  Dreiecksflächen  durch  die   Zwischenzeiten   wird  im 
Allgemeinen  nur  dann  mit  Vortheü  angewendet  werden   können ,   wenn  die  helio- 
centrische Bewegung  des   Himmelskörpers  eine   massige  ist.    Die  Lösung  der  vor- 
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gelegten  Aufgabe  hat  daher  nur  eine  sehr  beschränkte  Anwendbarkeit,  wird  aber  für 
das  Problem  der  ersten  Bahnbestimmtingen  von  hoher  Wichtigkeit,  da  die  Losung 
des  letzteren  nur  unter  der  eben  gemachten  Voraussetzung  gelingt. 

Zählt  man  die  Zeit  von  dem  Augenblicke,  für  den  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  xa,  y0  und  za  gelten  und  setzt: 

%  =  kVi+tn  t 
d%  =  tVr+mdt, 

legt  weiter  den  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  in  den  Sonnenmittelpunkt, 
so  dass  die  Gleichung: 

',?  =  V  +  ?o2  +  *oa. 

besteht,  so  werden  die  Coordinaten  Functionen  der  conatanten  Elemente  und  der 
Variablen  t  oder  itVt  ■+■  m  =  %  Bein.  Die  letztere  Grösse  nimmt  der  getroffenen 
Bestimmung  gemäss  zur  Zeit,  für  welche  die  Coordinaten  x0,  y0\m&z0  gelten,  den 
Werth  Null  an;  ertheilt  man  derselben  das  Increment  t,  so  gibt  der  Mac-Lau- 
rin'sche  Lehrsatz  für  die  zur  Zeit  r  stattfindenden  Coordinaten  die  Reihen : 

y  —  y°  +  a  *  +  ä*  tz  +  dir  rrj +  m  rrv-4 H        i   If 

">J+   <*«*    »■»■J-4~t~  I 

Nun  ist  aber  nach  der  Gleichung  l)  (pag.  43} : 

&*„ «o     &S* Vo      ^ *u 

Aus  diesen  Ausdrücken  erhält  man  leicht  die  weiteren  Derivationen  der  Coordinaten  als 
Functionen  derselben  und   ihrer  Geschwindigkeiten.     Ich  werde  jene   hier  nur  für 
die  x-Coordinate  ausschreiben,  da  sich  die  übrigen  leicht  durch  Einsetzung  der  Buch- 
staben y  und  z  statt  x  ergeben.    Eb  findet  sich : 
d»*0 j^  dra         1    dx„ 


6    dr„     dx. 


+41 

J6    /^.W*.\     .    i   ^.1 


■*"   *    \r.«         r„«    U>  /    "*■  '.'    *»r 


Setzt  man  also : 

.--»5  +  *5{&)+Sfc-5(S),+*(S)}+ 

+ 5  {-  *  (£)+  5  (£)'  -  3  (&)(*) + *  S) + ' 
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so  kann  man  den  Gleichungen  i )  die  folgende  Form  ertheilen : 
*  =  «*„  +  /*§-    | 
S  =  ^  +  ß^  3) 

—  •*  +  /»£•] 

Ehe  auf  die  Verwerthung  dieser  Gleichungen  für  die  Bestimmung  der  Verhält- 
nisse der  Dreiecksflächen  eingegangen  wird,  soll  der  Zusammenhang  von  ß  mit  der  im 
vorigen  Paragraphen  eingeführten  Grosse  ij,  die  das  Verhältnis  des  Sectors  zum  Drei- 
ecke darstellt,  nachgewiesen  werden.  Es  ist  offenbar ,  wenn  man  die  xy- Ebene  mit 
der  Bahnebene  idehtincirt ,  die  doppelte  Dreiecksfläche  zwischen  dem  Anfangspunkte 
der  Coordinaten  und  den  beiden  Punkten ,  welche  durch  die  Coordinaten  x,  y  und  xa, 
y0  bestimmt  sind,  dargestellt  durch: 

X&  —  xy0; 
es  ist  also : 


Setzt  man  im  Nenner  die  Ausdrücke  aus  3)  ein,  nämlich : 

«■r-«*>-*|»i£-it>a3' 

so  wird  (vergl.  Gleichung  6)  pag.  45  und  14)  pag.  46)  geschrieben  werden  können: 
daraus  resultirt  die  wichtige  Relation  : 

/»-■;-  4) 

Es  sollen  nun  für  a  und  ß  jene  geschlossenen  Ausdrücke  entwickelt  werden, 
welche  Kühnert  (Astr.  Nachr.  Nr.  2266)  für  dieselben  gegeben  hat.    Belässtman  die 
Bahnebene  als  die  zy-Ebene  und  legt  die  positive  a:-Achse  in  das  Perihel,  so  ist : 
x  =  r  cos  v  =  a  (cos  E  —  e) 
y  =  r8ine  =  acosgDsin.E. 
Weiter  ist : 

dM=  (tdt, 

somit  nach  Gleichung  20}  (pag.  54),  der  die  Form  dE  =  —  dM  ertheilt  werden  kann : 
dB i_ 


also  auch : 


iE 


v°: 


„Va 
=  cos  ip  cos  E  - — 


6) 


Substituirt  man  die  Ausdrucke  5)  und  6),  mit  dem  entsprechenden  Index  versehen,  in 
die  Gleichungen  3] ,  so  findet  sich : 

cos  JS  —  cos  i?0  =  (a  —  1}  (cos  E0  —  e)  —  ß  —  -A   I 

sin£  —  sin£0=  (a  —  1)  sin  £Q  +  0 ---£  •  I 
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Multiplicirt  man  die  ernte  Gleichung  mit  cos  JE0I  die  zweite  mit  sin  E0  und  addirt ,  so 
erhält  mm : 

cos  [E  —  J?J  —  i  =  (a  —  i)  (i  —  e  cos  E0)  =  [a  —  i)  ^. 

Setzt  man,  wie  im  vorangehenden  Kapitel  (pag.  104) : 

zg  =  E—E0) 
so  findet  sich  aus  der  eben  hingeschriebenen  Form  leicht : 

a  =  ,  __  1t  Smgi.  8) 

Der  Factor  asiny1,  der  für  alle  Kegelschnitte  nothwendig  positiv  ist,  spielt  beson- 
ders hei  der  Bestimmung  nahezu  parabolischer  Elemente  eine  wichtige  Bolle.  Ersetzt 
man  denselben  aus  der  Gleichung  17)  (pag.  84),  so  erhält  man  mit  Benützung  der 
Relation  4)  (pag.  cj6]  : 

i* (ß  , 

a  ~  1        s  «-„*  Co»/*  tfl  ~~  r        afra*eoi/>'      9> 

so  dass  zwischen  a  und  ß  ein  einfacher  Zusammenhang  hergestellt  erscheint. 

Um  nun  ß  ähnlich  wie  a  durch  awiäg  auszudrücken,  multiplicire  man  die  erste 
der  Gleichungen  7)  mit  sin  E0  und  die  zweite  mit  coa  Ea ;  die  Subtraction  ergibt : 

sin  {E  —  EJ  =  (a  —  1 }  e siaE0  +  -4= » 
oder: 

ß  =  {ein2y  —  (a  —  r)  «sinifj  r0  V'a. 

Die  Substitution  des  Werthes  (a  —  1)  aus  der  Gleichung  8)  ergibt,  wenn  man  r  durch 
die  excentrische  Anomalie  ausdrückt : 

ß  =  a1*  sin2y  —  2  eah  sinycos \  [E  +  EJ, 
wofür  auch  geschrieben  werden  kann : 

ß^a1*  {saug  —  fi sin E  +  e sin JSJ   =   a1*  {sin ig  +  {M  —  E)  —  {3&  —  E0)}. 
Bedenkt  man  aber,  dass : 


M-M0  =  t(i  =  ^ 


ist,  so  findet  sich  für  ß : 


Dieser  für  die  Rechnung  sehr  bequeme  geschlossene  Ausdruck  hätte  auch  aus  den 
Entwicklungen  des  vorangehenden  Kapitels  erhalten  werden  können.  Schliesslich 
kann  man  durch  Vergleichung  des  Ausdruckes  10)  mit  4)  die  Bestimmung  des  Ver- 
hältnisses des  Sectora  zum  Dreieck  ableiten,  nämlich: 

^  =  1—  f  *(2?-sin2?)    =    i  -.   Z9-_^x!  ■      ") 
welche  Form  bisweilen  mit  Vortheil  aur  Ermittlung  von  17  verwendet  werden  kann. 

Es  sollen  nun  die  Eingangs  dieses  Kapitels  gemachten  Entwicklungen  in  einer 
die  erste  Bahnbestimmung  vorbereitenden  Weise  weiter  durchgeführt  werden.    Nimmt 


db»Goog[e 


man  die  ay-Ebene  mit  der  Hahnebene  zusammenfallend  an  und  legt  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  in  den  Sonnenmittelpunkt ,  so  werden  sich  die  drei  Orte  durch  die 
Coordinaten  x,  y„  x„  y„  und  x„,  y,„  bestimmen.  Es  Bollen  die  drei  Orte  der  Reihe  nach 
als  erster ,  zweiter  und  dritter  Ort  und  die  zu  denselben  gehörenden  Radien  vectoreu 
mit  r, ,  r„  und  rm  bezeichnet  werden  ;  ferner  sei : 


le  zwischen  dem  i 

und  2. 

Orte  durch  [r 

r. 

,,           ,,    2 

»    3 

„    „  ['. 

'„ 

„ 

i,    3 

„        „     [r, 

r„] 

[r,  r.]=«,  y.  - 

*.  y. 

[r,  r„]  -*,%.- 

*» 

■  3) 

[r,  r„]  =  x.  jr„  — 

**  y»- 

"I 


ausgedrückt,  dann  ist  offenbar : 


i  für  die  mit  der  Cnnstante  des  Sonnensystems  multiplicirte 
Zwischenzeit  zwischen  dem  i.  und  2.  Orte: 


wobei  n oth wendig: 


t,-\-*„  =  * 


ist,  so  kann  man  mit  Hilfe  der  Gleichungen  3)  fpag.  96)  die  Coordinaten  des  ersten 
und  dritten  als  Functionen  der  Coordinaten  des  zweiten  Ortes  darstellen ;  will  man  die 
Zwischenzeiten  als  absolute  Grössen  stets  positiv  nehmen ,  so  wird  man  auch  die  Glei- 
chungen 3)  schreiben  dürfen : 


'   dt  ' 


.*.%  +  *.& 


-ß. 


*„ 


■5) 


wobei  den  a  und  ß  Cocfficienten  nach  2)  (pag.  95)  mit  Rücksicht  darauf, 
ersten  statt  t  der  Werth  —  z,u,  für  den  dritten  aber  +  r,  einzusetzen  ist 
Bedeutung  zukommt: 


«,=.  -i'i-i'4 

& 

+  H 

ß,  —--*%-*% 

(?f 

+  Ss 

"-='  _*5+*S* 

{£ 

+  *i 

/»-=*.  -*$+»$ 

fr 

+  ^ 

fti'+Ä 


icPr, 


iäil+ 


(SM- 


Substituirt  man  nun  die  Coordinaten  nach.  15)  in  die  Gleichungen   13), 
leicht:  ,       .  ,    , 


•dass  für  den 
die  folgende 
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Nun  ißt  aber  (vergl.  Gleichung  6)  pag.  45,  14)  pag.  46) : 

xdy  —  ydx  =  r^dv  =  kVp  dt  —  Vpdi, 
demnach  auch: 

[',  r.)  =  ß,Vp  1 

[■•„»]  =A.r?  _  }    '7i 

[r,r.]  =  [„,fi„  +  a„ll,)Vp.  | 

(J,  mu\  ß,„  erscheinen  durch  die  Gleichungen  16)  bereits  in  einer  nach  Potenzen  der 
Zeit  entwickelten  Form,  die  hierfür  geltenden  Ausdrücke  Bind  unten  in  der  ersten  und 
zweiten  Gleichung  18)  aufgenommen.  Multiplicirt  man  aber  die  in  16)  enthaltenen 
Werthe  mit  einander  entsprechend  dem  Ausdrucke  a,  ß„,  +  «w  ß<,  ordnet  nach  Poten- 
zen der  Zeit  und  erinnert  sich  dabei ,  dass : 

so  findet  man  ohne  Schwierigkeit  auch  die  dritte  Gleichung  in  18).  In  den  folgenden 
Gleichungen  habe  ich  die  Glieder  fünfter  Ordnung  fortgelassen  und  erhalten : 


0*». 


Bei  ersten  Bahnbestimmungen  bedarf  man  verschiedener  Verhältnisse  zwischen 
den  Dreiecksflächen ;  dividirt  man  demnach  die  eben  erhaltenen  Ausdrücke  in  den 
sechs  möglichen  Combin.ation.en ,  so  erhält  man ,  wenn  man  sofort  wieder  die  Entwick- 
lung'nach  steigenden  Potenzen  der  Zeit  ausführt: 


-i'- 

n* tr 

t- 

■,'  +  », 

!—  *k  +  . . . .] 

t  * 

*  — 1„ 

-i1 

{',',- 

dt  "*"           f 

-t1 

*—  tm 

+  t- 

','  +  '. 

"         *"  +  ■•.  ■} 

+  i- 

?  —  T.S 

+  1i- 

(>*»- 

dt   ■<               1 

-i1 

rai 

+  {'■ 

(»„«.- 

-*' 

ri? 

T 

.''•?-- 

■,■)  *.,  ,        1 

Den  Gleichungen  19)  kann  aber  auch  eine  andere  Form  ertheilt  werden,  welche 
dieselben  für  das  Problem  der  ersten  Bahnbestimmungen  besonders  geeignet  macht. 
Entwickelt  man  nämlich ,  wie  es  oben  für  die  Coordinaten  x ,  y  und  z  in  den 
Gleichungen  1)  (pag.  95)  geschehen,  den  Radius  vector  nach  Potenzen  von  t,  so  erhält 
man  ohne  Schwierigkeit:     ■ 


■  +  f£ 


rfts 


20) 
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Addirt  man  beide  Gleichungen,  so  findet  sich : 

„.-  ,,+  r„  + (,,-,.)%  -  SÄÜg-H  .  .  . 
Subtrahitt  man  dagegen,  soresultirt: 

Da  in  den  Gleichungen  19)  r„  in  Bezug  auf  t  mit  Ghedern  zweitei  Ordnung,  -£-'  aber 
mit  Gliedern  drittel  Ordnung  verbunden  ist,  so  darf  man,  ohne  mehr  als  die  bisher 
vernachlässigten  Glieder  dritter  Ordnung  wegzulassen,  setzen : 


i  (r,  +  r.)  +i'^H  (r.-r.) 


('. 


«) 


Führt  man  nun  diese  Relationen  in  ig)  ein,  so  findet  man  nach  einigen  ganz  leichten 
Reductionen  für  die  Verhältnisse  der  Dreieckeöächen  folgende  Ausdrücke : 


(r,  4 

1  !r-  - 


(r,  +  r„] 
(rw- 


."  fr.  - 


") 


1  (T,  +  r,„)!  i„       [r,  +  rj' 

Es  wird  zweckmässig  sein,  für  diese  Reihen  abkürzende  Symbole  einzufuhren.  Be- 
zeichnet man  mit  !F  die  mit  (r,  -f-  r,„]  -1  multiplicirten  Summen  der  Glieder  der  obigen 
Reihen  vom  zweiten  Gliede  inclusive  angefangen  und  versieht  den  Buchstaben  mit 
zwei  Indices,  so  kann  man  setzen : 


l) 


Die  Indices  von  f  sind   so  gewählt,    dass  der  obere  dem  Index  von  z  im  Zähler, 
der  untere  jenem  im  Nenner  des  gemeinsamen   Factors  in  22)  entspricht.     Ginge 


•rr  =  -,(*„ 

-»,')  — 4«-,  »,j;-+  £4 

*V"  =  +  J  (».' 

r  ,             .,..,'lr,.-r,) 

*"  '         4      >,    In  +  r„)     1 

v„  =  -*(*,' 

t\     1                     iTm—   ',)     1 

f.  =  +  *  («■„' 

*"   '    '    4     '.    h  +  r  J    ' 

*•„  =-)(.,' 

*" '    '    4     «.    (f,  +  r  J    1 

f."  =-iw 

-«.')-4^fe^l+--- 
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man  in  der  Annäherung  nicht  weiter  als  auf  Glieder  dritter  Ordnung  inclusive,  so 
könnte  man  setzen :  „  , 

¥*'   =  —  V,"  , 
doch  soll  vorerst  auf  diese  Vereinfachung  nicht  Rücksicht  genommen  werden.   Sub- 
stituirt  man  die  Werthe  aus  23)  in  22)  und  setzt : 

1 -  |r-  +  '-)"'■  2*' 

so  erhalt  man : 

Mit  Hilfe  der  im  vorhergehenden  Kapitel  angegebenen  Methode  zur  Bestimmung  des 
Verhältnisses  des  Sectors  zur  Dreiecksfläche  lassen  sich  die  verschiedenen  Ausdrücke 
von  V  leicht  durch  die  betreffenden  Verhältnisse  streng  ersetzen.  Bezeichnet  man 
analog  den  Zwischenzeiten  : 

mit  rf  das  zum  2ten  und  3ten  Orte  gehörende  Verhältnis  (Sector :  Dreieck) 
,,    ifdas    „     iten    ,,    3ten     „  ,,  ,,  (Sector:  Dreieck) 

,,    i/"das    ,,     iten    „    2ten     ,,  ,,  ,,  (Sector:  Dreieck), 

so  wird  zunächst : 

['.'»]  =  *s    *  [r,  rm]  =  ^    t^ 

[r,rj  *,      ,,„'  [r,r„]         ,„  ' ,,  -  ir,  v  .,„    ,„     . 

lÄikl  _  *«  *l  i^a  _*-•?»  tu  '       ■    -     ' 

[r,rj   ~  r„      „„'  [r,rj   ~   *„  '  ?,  '  [r„r, 

somit,  indem  man  sofort  eine  für  die  genaue  Berechnung  geeignete  Form  einfuhrt : 
xV,"  =  li,— 1}— (.?w-  1)^  xxpm>—  h*r-  ')  —  (?.—  ■)     jp^r 


hw- 

■1— to„—  ■> 

lT,  — 

■)-[l„—  ■) 

Vm  '  "  V,  '  ■„, 

Wendet  man  zur  Bestimmung  von  ij  das  Hansen'sche  Näherun gs verfahren  (vergl, 
pag.  go)  an,  so  erhält  man  ohnehin  zuerst  den  Werth  von  ij  —  1,  bei  Benützung  der 
strengen  Gauss'schen  Rechnungsvorschriften  aber  (vergl.  pag.  85  u.  ff.)  wird  man  aus 
der  Formel  25)  (pag.  87)  zur  genauen  Bestimmung  des  Überschusses  von  i;  über  die 
Einheit  leicht  ableiten :  , 

d..  Bestimmung  der  Bahnelemente  aus  zwei  heliocentrischen 
Orten. 
Sind  die  heliocentrischen  Coordinaten  zweier  Punkte  gegeben  nebst  den  Zeit- 
momenten,  für  welche  dieselben  gelten,  so  wird  man,  wenige  Specialfälle  ausgenom- 
men, stets  die  sechs  Elemente  der  Bahn  bestimmen  können;  hierbei  ist  die  Masse 
des  Himmelskörpers  als  so  klein  vorausgesetzt ,  dass  man  dieselbe  im  Verhältnis  zur 
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Sonnenmasse  vernachlässigen  darf;  letztere  Annahme  wird  in  der  Folge  bei  den  ersten 
Bahnbestimmungen  stets  festgehalten  werden. 

Die  heliozentrischen  Coordmaten  können  in  sehr  verschiedener  Weise  angesetzt 
sein  ;  ich  werde  annehmen ,  dass  für  das  vorgelegte  Problem  die  heliocentrischen  Din- 
gen l,  und  l,„,  die  Breiten  b,  und  b,„  und  die  Radien  vectoren  r,  und  r,„  gegeben  seien. 

Die  erate  Aufgabe  besteht  in  der  Aufsuchung  der  Bahnlage ;  dieselbe  wird  durch 
den   grössten  Kreis  bestimmt,    welcher  durch  die  beiden  heliocentrischen  Orte  des 
Himmelskörper  gelegt  gedacht  ist.     Bezeichnet   man  die  Länge  desjenigen  Schnitt- 
punktes dieses  grössten  Kreises  in  der  Ekliptik ,  in  welchem  derselbe,  in  der  Bewe- 
gungsrichtung des  Himmelskörpers  beschrieben  gedacht,  aus  der  südlichen  Hemisphäre 
der  Ekliptik  in  die  nördliche  übertritt ,  mit  dem  Zeichen  des  aufsteigenden  Knotens  Ö 
und  nennt  den  Winkel ,  den  dieser  grösste  Kreis  am  aufsteigenden  Knoten  mit  der 
Ekliptik  (ersteren  in  der  Richtung  der  Bewegung  deB  Himmelskörpers ,   letztere  im 
Sinne  der  Bewegungsrichtung  der  Erde  gezogen  gedacht)   (vergl.  pag.  7)  bildet,  die 
Neigung  1,  so  ergeben  sich  leicht ,  wenn  man  sich  von  den  Orten  des  Himmelskörpers 
sphärische  Perpendikel  auf  die  Ekliptik  gefällt  denkt ,  aus  der  Betrachtung  der  Bezüg- 
lichen rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke  die  Relationen : 
tg  b,  =tgisin  {/,  —  Q) 
tg  b,„  —  tg  i  sin  [l„  —  Q) . 
Schreibt  man  statt  l,„  —  Q  den  Werth  [l„,  —  I,)  +  (l,  —  Q) ,  so  erhält  man : 
tg.'sin  (/,'—  Q)  =tg4, 
tg  V  cos  R  -  Q)  =  »  V- ^£_«  «*=*),  ,, 

aus  welchen  Gleichungen  Q  und  t  unzweideutig  bestimmt  werden  können ,  indem  das 
Zeichen  von  tg  t  (t  ün  ersten  oder  zweiten  Quadranten  zu  nehmen)  mit  dem  der 
heliocentrischen  Bewegung  in  Länge  übereinkommt ;  nehmen  die  heliocentrischen 
Längen  zu,  so  ist  tg  1  positiv] (1  <  90°),  nehmen  sie  dagegen  ab,  so  ist  tg  »negativ 
(oo°<t<i8o°). 

Nach  der  Ermittlung  von  Q  und  *  kann  an  die  Berechnung  der  Argumente  der 
Breite  u,  und  u„,  geschritten  werden,  d.  h.  jener  Bögen,  welche  die  Abstände  des 
Himmelskörpers  vom  aursteigenden  Knoten,  gezählt  in  der  Bewegungsrichtung  des- 
selben, messen.  Die  eben  betrachteten  rechtwinkligen  spärischen  l>reiecke  liefern  die 
Relationen ; 

cos  (l,  —  Q)  cos  b,  =  cos  u,  cos  [l,„  —  0)  cos  b,„  =  cos  «,„  1 

Bin  (/,  —  Q)  cos  b,  =  Bin  w,  cos  i  sin  (/,„  —  Q)  cos  b,„  =  sin  u,„  cos  1  \     2) 

sin  b,  =  sin  u,  sin  i,  sin  b,„  =  sin  «„,  sin  i,  I 

aus  denen  w,  und  u„,  bestimmt  werden  können,  doch  wird  diese  Bestimmung,  um  dieselbe 
möglichst  genau  zu  gestalten,  je  nachdem  sin  1  klein  oder  nahezu  der  Einheit  gleich  ist, 
verschieden  vorgenommen  werden  müssen,  nämlich : 

sin  1  <  1  :  Vz  sin  »>■  r  :  Yz  | 


tg«,  = 
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Der  Quadrant ,  in  dem  «,  und  w,„  zu  nehmen  sind,  bestimmt  sich  leicht  aus  dem 
Zeichen  der  Tangente  and  den  in  den  dritten  Gleichungen  2)  enthaltenen  Bedin- 
gungen, dass  sin  b,  und  sin  b,„  wegen  des  stets  positiven  Werthes  von  sin  i  beziehungs- 
weise mit  sin  u,  und  sin  u,„  gleich  bezeichnet  sein  müssen.  Man  kann  aber  auch  solche 
Formeln  ableiten,  welche  unter  allen  Umständen  mit  Sicherheit  anwendbar  sind. 
Multiplicirt  man  die  zweiten  Gleichungen  in  2)  mit  cos  i,  die  dritten  mit  sin  1,  addirt 
beide  und  dividirt  deren  Summe  durch  die  erste  Gleichung,  so  erhält  man: 

tKU  =  ■mtt-ai.oif  +  tgft,* 

S  eoa[l,—  Q)  l      4j 

,  iin  ll,„  —  Q  j  cos  i  +  tg  b„  ain  1 


Der  Quadrant,  in  dem  u,  und  u,„  zu  nehmen  sind,  bestimmt  sich  aus  der  Bedingung, 

dass  der  Sinus  mit  dem  Zähler,  der  Cosinus  mit  dem  Nenner  gleich  bezeichnet  sein 

muss.    Die  Rechnung  nach  diesen  letzteren  Formeln  scheint  weniger  bequem,  als  jene 

nach  3J,  doch  macht  sich  dieselbe  mit  Hilfe  von  Additions-  und  SubtractionBlogarith- 

men  recht  einfach,  weil  für  beide  Zähler  dasselbe  Argument,  nämlich  tg  1-  oder  cotg  i1 

als  Eingang  in  diese  Tafeln  dient. 

Ist  die  Rechnung  ao  weit  vorgeschritten,  so  kann  man  sie  einer  theilweisen  Con- 

trole  unterziehen.     Die  Differenz  der  wahren  Anomalien  zf„  ißt  offenbar  bestimmt 

durch:  ,     ,  . 

2f„  =  um~  «,.  5) 

Der  Winkel  f  kann  aber  auch  aus  den  heliocen frischen  Orten  selbst  abgeleitet  werden ; 
die  Relation : 

cos  if„  =  sin  b,  sin  b,„  +  cos  b,  cos  b,„  cos  [lm  —  l,) , 
gibt  sofort : 

»m\(u,„  —  a,)i  =  sin/*  =  sin  |  (/,„  —  /,)»  cos  b,  cos  bm  +  sin  |  {b„,  —  ft,)V    6) 

Da  übrigens  in  diesem  Falle  neben  den  Radien  vectoren  häufig  die  Sehne  s  gegeben 
ist ,  so  können  auch  diese  Grossen  zur  Prüfung  verwendet  werden ,  denn  das  ebene 
Dreieck  giM:  2  =  i(r,  +  r„+.) 

tcf,        (■-sH'-j)  7) 

(-i) 
wobei  die  Formeln  so  angesetzt  sind ,  dass  sie  sich  bei  der  Anwendung  von  Subtrac- 
tionslogarithmen  bequem  gestalten. 

Die  Berechnung  der  übrigen  Bahnelemente  wird  in  verschiedener  Weise  vor- 
genommen werden  müssen ,  je  nachdem  die  Bahn  ihrer  Gestalt  nach  sich  mehr  dem 
Kreise  oder  der  Parabel  nähert ;  für  den  Specialfall  der  Parabel  werden  die  Formeln 
ganz  besonders  bequem.  Hierbei  wird  nur  auf  den  bei  ersten  Bahnbestimmungen 
stattfindenden  Fall  Rücksicht  zu  nehmen  sein,  dass  der  heliocentrische  Bogen  zwischen 
den  beiden  Orten  ein  massiger  ist;  für  jene  Fälle,  in  welchen  dies  nicht  mehr  statt- 
findet,  enthält  der  zweite  Band  dieses  Werkes  (pag.  472  und  ff.)  die  nöthigen  Anlei- 
tungen.   Als  gemeinsame  Grundlagen  für  die  weitere  Berechnung  der  Elemente  dürfen 
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die  Zwischenzeit  (/„,  —  t,),  die  beiden  Radien  vectoren  r,  und  r„.  und  der  Winkel, 
welchen  dieselben  an  der  Sonne  einschliessen,  if„  oder  die  denselben  ersetzende  An- 
gabe der  Sehne  s  als  bekannt  vorausgesetzt  werden. 


a.    Bahnen  massiger  Excentricitüt. 
Aue  r,  und  rm,  {tm  —  /,) ,  zf„  oder  s  können  die  Grössen :  ' 

w„  =  sin  \  gj-  und  ij„, 
nach  den  Formeln  26  (pag.-  89)  berechnet  und  daher  für  die  folgenden  Entwicklungen 
als  bekannt  angenommen  werden. 

Die  Gleichungen  25)  und  26)  (pag.  57)  geben  für  die  beiden  Orte  die  Relationen : 
sin  \  t>,   1/^-  =  sm\  E,  Vi  +  e  =  sin  \  E,   (cos  £  q>  -+-  sin  \  tp) 
cos  4  ©,    yTj-  =  cos  \  E,  Vi  — e  =  cos  \  E,   (cos  \  y>  —  sin  \  q>) 
sin  J  p„  1/^  =  sin  £  2SwVi  -+-  e  =  sin  \  E„,  (cos  ^  <p  +  sin  |  y) 
cos  \  v,„  1/  —  =  cos  -J  i?,„  Vi  —  e  =  cos  J  E„,  (cos  £  y  —  sin  £  50) , 

aus  welchen  vier  andere  dadurch  abgeleitet  werden  sollen,  dass  man  die  vorstehenden 
vier  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  zweckmässig  gewählten  Factoren  multiplicirt  und 
die  Producte  addirt.  Ren  vier  verschiedenen  Fällen  entsprechend,  wird  man  als 
Factoren  wählen : 


-  sin  \  {F.  +  «.} 

—  cos  4  ( F,  -f-  gw) 
+  sin\[F.-gK) 
4-  cot  \  [F.  —  g.) 


II 

—  cos  \  (F„  +  ff..} 

+  «M  (*-.  +  *„) 

+  cos  4  [F.  —  gm) 

-sini(F„-yB) 


in  welchen  Ausdrücken : 


III 

-sin*«  —  f.) 
-co»  i  (F,  -  J,) 
+  sin  1  (i?,  +  g.) 
+  cosJ  (F.  +  o.) 


IV 

-  cos  }  [F, 
+  sini(Ä— j, 
+  cos  i  [F.  +  l, 

—  sin  i  (F.  +  «, 


9.) 


F,-i{,m  +  f, 

g.,  =  \{E,-E,),\ 
gesetzt  ist ;  überdies  soll:  G,  =  {  (M„  +  F.,) ,         n) 

eingerührt  werden .    Es  ist  also : 

■        iB,=iO,-ii. 
iE,  =  \G.  +  is- 
Bevor  jedoch  das  Resultat  der  Transformation  angesetzt  wird,  sind  noch  zwei  Reduc- 
tionen  auszuführen,    die  im  Verlaufe  der  Rechnungen  sich  nothwendig  erweisen 
werden.    Als  Factoren  erscheinen  nämlich  die  Grössen: 


v*-v>< 


V*+fc 
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welche  sich  aber  durch  den  bereits   (pag.  83)    eingeführten  Hilfswinkel  ia   in  sehr 
bequeme  logarithmische  Formen  überführen  lassen.    Setzt  man  nämlich: 

»j  =  ff, 


:  (45° 


.2] 


^-rt-mm-n 


■3) 


=  y^f  {tg  (45°  +  «•)  +  cotg  (450  +  w„)}  =  j^lj-  j/^. 

Multiplicirt,  man  nun  die  Gleichungen  8)  der  Beihe  nach  mit  den  Factoren  der 
ersten  Gruppe  in  9),  addirt  die  Resultate  und  macht  von  der  ersten  Relation  in  13) 
Gebrauch,  so  wird  man,  unter  der  Erwägung,  dass: 

<*»  [."*•—  i  <?»  —  &)  —  cos  {,\F„  —  ±Q„  +  gK)  =  2  sin  |  (F„  —  G„)  sin  ?,„ 
ist,  die  Gleichung: 

008  £  '/»  +  ?„)  *g  2  <"„  =  cos  \  <p  sin  £„  sin  \  {F„—Q„)  y^-> 

erhalten.  Verfährt  man  ähnlich  mit  den  übrigen  Gruppen,  so  erhält  man  leicht 
die  folgenden  Gleichungen: 

nn\[F„—  G„)  cos  $  «>  y*  =  cos;  [f„  +  g.)    tg  2 

cos  J  (F„  —  G„)  cos  \  q>  y1  =  sin  $  (/„  -|-  y„)  sec  2  w„         *4' 

sin  ;  (F„  +  ö„)  sin  4  y  y«  =.  cos  {  (/,  —  yB)    tg  2 

cos  J  (F„  +  Ö„)  sin  \  q>  y*  =  sin  £  (/,  —  yj  sec  2 

Es  ist  ersichtlich,  dass  man  aus  diesen  vier  Gleichungen  sicher  und  unzwei- 
deutig F„,  G„  und  g>  bestimmt,  denn  cos  J  rp  y"1  und  sin  \  cp  yl  müssen  nothwendig 
positiv  sein ,  so  dass  die  Quadranten ,  in  denen  \  (F„  —  G„)  und  \  [F„  +  G„)  zu  neh- 
men sind ,  nicht  zweifelhaft  sein  können.  Die  Division  der  zweiten  Gleichung  in  die 
erste  fuhrt  zur  Kenntnis  von  ${F„ —  G„),  die  der  vierten  in  die  dritte  v<m$(F„-\-  G„); 
dann  bestimmt  man  in  bekannter  Weise  die  Ausdrücke: 

y1  cos  J  <p  und  y1  sin  J  rp ; 

deren  Division  zur  Kenntnis  des  Werthes  ip  fuhrt.  Den  Werth  für  y1  kann  man 
zweckmässig  zur  Prüfung  der  ausgeführten  Rechnung  verwenden;  es  ist  nach 
Gleichung  17)  (pag.  84) : 

l-(***y*)Vr.; 

hierbei  ist  v„  =  k  [t,„  —  t,)  angenommen.    Aus  dieser  Relation  leitet  man  ab : 

yä 

sin  a.  .'       =  - 


2  fj„  00» /„{rrrmf/t 


ir,    B>hnb«irtiinninngsD.    I.    2.  Anflugs. 
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Auf  pag.  83  ist  eine  Bestimmung  der  GröBse  m  durchgeführt,  worden,    deren  man 
zur  Ermittlung  von  *;„  und  g„  bedurfte ;  es  war  daselbst  gesetzt  worden : 


Demnach  ist: 

ri  =  YSK™£LL.  ,5) 

Man  könnte  als  Probe  auch  die  Relationen: 

tgi»,  =tg(45°  +  ilP)  tgl£, 

benützen.     Die  grosse  Halbachse  a  findet  sich  aus : 

a  =  -£jiVw*.  17) 

oder  auch,  indem  man  zuerst  den  Parameter  (vergl.  Gleichung  14J  pag.  81)  nach: 

,-(-'■-*•/-)'■  .8) 

bestimmt : 

— =£v  ■»> 

Aus  a  findet  sich  die  bezügliche  mittlere  siderische  Bewegung  fi  durch ; 
usi-rr,     logt  =  3-550  0066,  20) 

log£  ist  so  angesetzt,  dass  fi  in  Bogensekunden  erhalten  wird.  Hier  wird  aber- 
mals eine  Prüfung  erhalten  werden  können ;  für  die  mittleren  Anomalien  M,  und 
M,„  erhält  man: 

jt     __  »iny  \ 

arci" 
M,  =  B,  —  e"ain£,    \    21) 
Jt  =  4r-  J'  sin £m.  J 
Es  wird  auch  sein  müssen : 

u  =  M"'~X'.  22) 

Es  Bind  demnach  die  Elemente:  die  mittlere  Anomalie  zur  Zeit  einer  Epoche,  die 
Excentricität  und  die  mittlere  tägliche  siderische  Bewegung  bekannt,  Q.  und  i,  so- 
wie u,  und  u,„  wurden  durch  die  Formeln  des  vorangehenden  Kapitels  gefunden, 
das  sechste  und  letzte  Element ,  nämlich  den  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten  m 
oder  die  Länge  des  Perihels  1t  wird  man  erhalten  durch: 
w  =  u,  —  v=um  —  v„  l 

*-a+L.  )   2J| 

Beispiele  für  die  Anwendung  der  vorstehenden  Formeln  werden  bei  der  Bahnbestim- 
mung selbst  gegeben  werden. 
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ß)  Bähten  von  nahezu  parabolischer  Gestalt. 
Für  die  folgende  Entwicklung  können  wie  oben : 
w„  =  sin  £  ff,,"1  und  i\„ , 

als  gegeben  vorausgesetzt  werden.    Bestimmt  man  aus  sin  \  g„'!  den  Werth  cos  g„. 

indem  man:  ,  ,  .     .      ,         .      , 

coh  g„*  =   i  —  sin  g,*  =   i  —  4  sin  J  g,,'  cos  \  a,,1, 

setzt  und  hieraus : 

cos  g„  =  Yi  —  4w„  (1  —  »„) ,  24) 

ableitet,  so  gibt  die  Gleichung  16)  pag.  83,  wenn  der  Kürze  halber: 

x  =  siin  g,,1,  25) 

somit  eine  Grösse,  die  unter  allen  Umständen  positiv  ist,  eingeführt  wird,  die  Relation : 

2  s  =  r,  +  rm  —  2  cos  g„co6f„  VrTr,„ .  26) 

Mit  Hilfe  der  Grösse  2  wird  sich  der  Parameter  p  leicht  bestimmen  lassen.    Bildet 
man  in  den  Gleichungen  8)  pag.  104  das  Product  der  ersten  und  vierten  Gleichung 
und  subtrahirt  hiervon  das  Product  der  zweiten  und  dritten,  so  findet  sich: 
a  sin  g„  Vi  —  es  =  Vr,r„  sin  /„=  sin  g„  VäVp, 

woraus  mit  Rücksicht  auf  25)  folgt: 

r,  r„KnfJ  , 

P  =    "/'  -  27) 

Als  Controle  findet  sich  aber  auch  nach  Gleichung  18)  (pag.  106)  : 

Die  folgenden  zur  Ermittlung  der  Elemente  nöthigen  Entwicklungen  sind  im 
zweiten  Bande  pag.  477  ff.  aufgenommen;  um  jedoch  alles  Zusammengehörige  ver- 
einigt vorzuführen,  sollen  dieselben  auch  hier  behandelt  werden. 

Nach  der  bekannten  Polargleichung  der  Kegelschnitte  ist: 

i  _  ■  +  .«.■■.,  i  _  !+«»»■..  , 

',  r       '  '.  r  v' 

netzt  man  wieder  wie  oben  : 

F.  -i(r,  +  ..), 

so  erhält  man  durch  Addition  und  Subtraction  der  Gleichungen  29) : 

r~  =,  —  sin  /„  sin  F„  I 

r,        r„  p  J  I  3Q) 

^+i  =  i+H  coBf»c°*F»-  1 

Ersetzt  man  den  Parameter  in  der  ersten  Gleichung  durch  die  Relation  27}  so  findet 

sich:  .     ,,  ,  ... 

zez  sin  F„  =  \rm —  r,)  sin  f„. 

Mulüplicirt  man  die  zweite  Gleichung  in  30)  beiderseits  mit  r,  r,„  cos  /„ ,  ersetzt  im 

14« 
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letzten  Gliede  cos  f,?  durch  t  —  sin  y„2  und  fuhrt  in  demselben  für  sin  f„'1 :  p  den 
Wcrth  nach  27)  ein,  so  findet  sich: 

2  ez  cos  F„  =  —  (r,  +  r,„)  cos/,  +  »<*»/.  +  '«»*>  r<  r„.       3.) 
Nun  ist  aber  nach  der  Gleichung  8)  : 

COS  /;,+  0  cos  i*J,  sa  -  ■-—  cos  g„, 
somit: 

2  ez  cos  i^  =  2  cos  g„  Yr,  r,„  —  (r,  +  r„,}  cosf„.  3  2) 

Man  hat  demnach  zur  Berechnung  von  F  und  202  die  Gleichungen  31)  und  32)  zu 
benützen;  da  z«  stets  positiv  ist,  so  kann  in  Bezug  auf  die  Wahl  des  Quadranten 
für  F  niemals  eine  Unbestimmtheit  eintreten.  Sind  F  und  e  gegeben,  so  berechnet 
man  weiter:  .,  =  JP,_/„  t.-F.+f.  1 

TT     —    U,  +  0  ff,  7t      =    %„+Q  P,„      l      33) 

«=f+V  I 

und  hat  somit  die  Elemente :  Exeentricität  0,  Perihelabstand  q,  Länge  des  Perihels  n 
und  durch  die  Rechnungen  des  vorangehenden  Kapitels  0  und  i  gegeben.  Die  Zeit 
der  Perihelpassage  T  findet  sich  aus  t>,  und  v,„  nach  den  oben  (pag.  75)  bereits  initge 
theilten  Formeln ;  man  wird  zu  diesem  Ende  für  jede  der  beiden  Anomalien  v,  und  »„, 

•'-  rjrM"'  34) 

berechnen  and  mit  demselben  als  Argument  aus  der  Tafel  XVIII  des  zweiten  Bandes 
log  Pv  und  log  P3  entlehnen ;  dann  ist 

T=t--LLjP,t<st<,  +  PtlgiP<).  35) 

Aus  ff,  und  v,„  wird  für  T  je  ein  Werth  erhalten ;  die  Übereinstimmung  beider  inner- 
halb der  Unsicherheit  der  logarithmischen  Rechnung  wird  eine  gute  Prüfung  für  die 
Richtigkeit  der  gefundenen  Zahlen  abgeben.  Ein  ausführliches  Beispiel  hierzu  findet 
man  unten  bei  der  Durchführung  der  Bahnbestimmung  des  Kometen  I,   1866. 

Man  kann  übrigens  zur  Bestimmung  von  e  und  v,  sich  auch  anderer  sehr  ein- 
fach abzuleitender  Formeln  bedienen,  welche  in  der  Anwendung  kaum  weniger  bequem 
sind  als  die  oben  mitgetheilten.  Die  Polargleichung  der  Kegelschnitte  gibt  sofort  die 
Relationen : 

e  cos  p,  sss  £  —  1 ,       e  cos  e,„  =  ^-. —  1 ; 
setzt  man  nun : 

ff„,     =ff,  +  2/„ 

so  findet  sich  zur  Bestimmung  von  e  und  ff,  aus  diesen  beiden  Gleichungen  leicht : 
e  sin  u,  =  (£  —  1 1  cotg  ifm  —  [%-  —  1 }  cosec  2  /„ 

e COS ff,  = 
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y.    Parabolische  Bahnen. 

Für  die  Bestimmung  parabolischer  Bahnelemente  hat  man  in  den  vorstehenden 
Formeln  überall  y  =  ora  setzen ;  die  Bestimmimg  von  jj„  und g„  nach  den  Formeln 
des  obigen  Kapitels  b.  pag.  81  ist  daher  nicht  nöthig.  Die  Formeln  3 1}  und  32)  werden 
für  diesen  Fall  ergeben: 

2*ein.F,  =  [r„  —  r.)  sin/,  1 

2*co9  Fr=  zVr,  r„ —  (r,  -f*  rm)  cos/,  l  „\ 

In  diesen  Formeln  ist  ?.z  stets  positiv,  also  die  Bestimmung  des  Quadranten  von  F„ 
unzweifelhaft.    Zur  Controle  kann  entweder  2  z  nach  26)  berechnet  werden,  nämlich : 

zz  =  (r,  +  rm)  —  2  cos /,Vr,rw,  38) 

oder  man  bestimmt  den  Perihelab stand  g  mittelst  der  Formeln  (vergl.  pag.  93)  : 

™» r  =  rxr  I 


39] 


was ,  da  die  Sehne  s  durch  vorangegangene  Rechnung  gegeben  ist ,  als  eine  ebenfalls 
durchgreifende  Prüfung  erscheint. 
Aus  JF„  bestimmt  man : 

*,  =  F.  —  f.,        Vm  =  F.-\-f„,  40) 

und  wird  die  Zeit  der  Perihelpassage  mit  Hilfe  der  Barker' sehen  Tafel  (vergl.  pag.  59) 
leicht  nach :  ' 

T  =  t,  —  M,  q*k  =  t,„  —  Mm  qk  41) 

finden ,  wobei  die  Übereinstimmung  der  Werthe  eine  gute  Controle  für  die  Rech- 
nung abgibt,  die  dem  Wesen  nach  schon  durch  die  Prüfungsgleichungen  39)  aus- 
gedrückt ist. 

Die  Bestimmung  von  q  und  t>,  kann  leicht  in  noch  anderer  Weise  vorgenommen 
werden ,  wodurch  sich  die  Rechnung  fast  noch  bequemer  gestaltet.  Die  beiden  Glei- 
chungen : 


geben,  wenn  man : 
einführt,  sofort: 


Vi  V?  V*  VV 


VK," 


42) 
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4.   Aberration. 

Die  Erscheinungen  der  Aberration  erklären  sich  aus  dem  Umstände ,  das«  die 
Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  Verhältnisse  zu  jener  der  Bewegung  der  Himmels- 
körper nicht  unendlich  gross  ist.  Diese  Thatsache  veranlasst  zwei  wesentlich  ver- 
schiedene Phänomene.  Vorerst  wird  ein  Beobachter,  der  auf  der  Erde  alle  Bewegungen 
gemeinschaftlich  mit  dieser  ausführen  muss ,  den  Lichtstrahl  nicht  in  seiner  wahren 
Richtung  erkennen ,  weil  die  beobachtete  Sichtung  durch  die  relative  Bewegung  des 
Lichtstrahles  gegen  den  Beobachter  bedingt  ist;  die  durch  diese  relative  Bewegung 
veranlasste  scheinbare  Änderung  der  Richtung  des  Lichtstrahles  bezeichnet  man  mit 
dem  Namen  der  Fixstemaberration,  zum  Unterschiede  von  dem  zweiten  Erscheinungs- 
complexe,  der  dadurch  verursacht  wird,  dass  man  den  Körper  nicht  an  der  Stelle  sieht, 
an  welcher  er  sich  zur  Zeit  der  Beobachtung  befindet ,  sondern  an  einer  Stelle ,  wo  er 
sich  befand ,  als  die  wahrgenommenen  Lichtwellen  von  demselben  ausgingen ;  man 
nennt  dies  die  Planeten- Aberration. 

Es  sollen  beide  Arten  der  Aberration  gesondert  behandelt  werden. 

a.    Fixsternaberration. 

Die  Fixsternaberration  ist ,  wie  erwähnt ,  wesentlich  durch  die  Bewegung  be- 
dingt, welche  der  Beobachter  gemeinsam  mit  der  Erde  macht;  diese  ist  der  Haupt- 
sache nach  eine  dreifache :  i )  die  Bewegung  der  Erde  um  ihre  Achse,  2)  um  die  Sonne 
und  endlich  3)  die  Bewegung  der  Erde  mit  der  Sonne ;  letztere  Bewegung  muss,  als  zu 
wenig  erforscht,  ausser  Acht  gelassen  werden ,  wird  aber  den  Ort  eines  Fixsternes  nur 
um  eine  constante  Grösse  beeinflussen.  Den  mit  der  Aberration  behafteten  Ort  nennt 
man  den  scheinbaren  Ort ,  während  die  von  Aberration  befreite  Position  als  die  wahre 
bezeichnet  wird. 

Stellen  -~ ,  ~  und  -jt  die  nach  den  rechtwinkligen  Coordinaten  zerlegten  Ge- 
schwindigkeiten vor ,  mit  denen  der  Beobachtungsort  sich  im  Räume  fortbewegt ,  fi 
den  Weg,  den  das  Licht  in  der  Zeiteinheit  zurücklegt  und  a  und  d  die  zugehörigen 
polaren  Coordinaten,  welche  die  Richtung  des  Lichtstrahles  bestimmen,  so  sind,  da  der 
Lichtstrahl  in  dem  zur  Fortpflanzungsrichtung  entgegengesetzten  Sinne  wahrgenommen 
wird,  die  Coordinaten  eines  Punktes  in  der  Entfernung  fi : 

t;  =  —  ft  cos  d  cos  a 

rj  ■---■■  —  (i  cos  d  sin  o 

f  =  —  fi  sin  d. 

Bezeichnet  man  nun  die  durch  die  Aberration  veränderten  Werthe  mit  Accenten ,  so 

wird  sein :  „  ,         „  . 

g  =  —  f  cos  0  cos  a 

ij'  =  —  fi'  cos  ö"  sin  a' 
r  =  —  fi'  sin  d', 
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ein  b  bw,  <f  dx         ooa  a  aec  if  J;/                            . 

cofl  u  sin  (f  ifa         Bin  a  sin  cf  tit/         cos  S  dz      i 
p           dt                /t           dt^ftdf) 

lie  Ausdrücke  -r ,   JJ  und  -5  bekannt  sind , 

unmittelbar 

fH      

oder  nach  dem  Prineip  der  relativen  Bewegung: 

/*'  cos  ö"  cob  a'  =  (l  cos  d  cos  a  +  -£ 

(*'  COS  <J'  sin  or'  =  ^  cos  $  sin  a  +  -£ 

.fi'smd'=  fisind  + J. 

Es  sind  aber,  wie  auf  pag.  33  nachgewiesen  wurde,  die  Änderungen  der  polaren  Coor- 
dinaten  durch  diejenigen  der  rechtwinkligen  nach  den  folgenden  Gleichungen  be- 
stimmt, welche  übrigens  dem  vorliegenden  Falle  angepasst  sind : 

da  =  a'  —  a  =  — 

dd  =  ff  —  d=  — 

Hieraus  ergeben  sich ,  sobald  die  Ausdrücke 
die  Werthe  für  die  Aberration. 

Setzt  man  für  diese  Differentiale  die  durch  die  tägliche  Bewegung  der  Erde  um 
ihre  Achse  bewirkten  Änderungen  ein ,  so  erhalt  man  nach  den  obigen  Formeln  die 
Wirkung  der  täglichen  Aberration  auf  den  Ort  der  Gestirne.  Führt  man  dagegen  in 
denselben  die  Bewegung  der  Erde  in  ihrer  Bahn  um  die  Sonne  ein,  so  erhält  man  durch 
die  obigen  Gleichungen  den  Betrag  der  jährlichen  Aberration. 

a.    Die  tägliche  Aberration. 

Wiewohl  bei  Bahnbestimmungen  die  Beobachtungen  niemals  wegen  der  täg- 
lichen Aberration  zu  corrigiren  sind ,  so  soll  dieselbe  doch  der  Vollständigkeit 
halber  hier  in  Betracht  gezogen  werden.  Nimmt  man  den  Äquator  als  Fundamental- 
ebene an,  ist  h  der  Abstand  des  Beobachtungsortes  vom  Erdmittelpunkte ,  o/die  geo- 
centrische  Polhöhe,  6  die  Ortssternzeit,  so  sind  die  Coordinaten  des  BeobachtungBortes 
und  deren  Differentiale  nach  der  Zeit  bestimmt  durch : 

1               1           a             dx  .  ,     .      „   dt 

X  —  h  COS  (p   COB  0,  ,-;  = k  COS  <p    8!D  0    -t, 

y  -  -  h  cos  <jp'  sin  6,         %=        A  sin  y'  cos  0  -j 

,    ■  dt 

z  =  n  sin  <p  ,  -£  =  o. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  obigen  Formeln  ein  und  der  Kürze  halber : 

A  du  , 

so  wird  die  durch  die  tägliche  Aberration  bewirkte  Änderung  des  Ortes  des  Himmels- 
körpers, wenn  c  durch  den  numerischen  Werth  ausgedrückt  wird,  sein : 

o*  —  a  =  o"322  cos  <p  cos  (6  —  0}  sec  d  1 

d*  —  d  =  o"322  cos  ip  sin  [0  —  a)  sin  S.  j 
Über  den  numerischen  Werth  der  Constante  c  wäre  folgendes  zu  erwähnen:    Nach 
Nyren  (vergl.  pag.  114]  legt  das  Licht  die  Wegeinheit  (Erdbahnhalbmesser)  in  498*65 
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zurück,  demnach  ist  in  den  obigen  Formeln  für  h  eigentlich  h  «in  n  einzusetcen,  wobei 
dann  h  der  Einheit  gleich  angenommen  ist,  da  in  der  That  das  Produkt  der  Abplattung 
in  die  tägliche  Aberration  übergangen  werden  kann.  Der  numerische  Werth  von  -r  ist 
bereite  oben  (pag.  25)  als  Factor  f  angegeben  worden.  Setzt  man  für  die  Sonnen- 
parallaxe  den  Newcomb'Bchen  Werth,  so  ist: 

c  =  498*65  X  ein  8"848X/X  15- 
Die  Multiplication  mit  1 5  erklärt  sich  daraus,  das»  ab  Zeiteinheit  die  Zeitsekunde  oder 
15  Bogensekunden  angenommen  werden. 

ß.    Die  jährliche  Aberration. 

Nimmt  man  den  Äquator  als  Fundamentalebene  an,  so  sind,  wenn  man  mit  © 
die  Sonnenlange,  mit  R  die  Entfernung  der  Sonne  von  der  Erde  und  mit  c  die  Schiefe 
der  Ekliptik  bezeichnet,  die  rechtwinkligen  heliocentrischen  Coordinaten  der  Erde  mit 
Vernachlässigung  der  Sonnenbreiten : 

x  =  —  ifcos0 

y  =  —  R  sin  ©  cos  s 

x  =  —  R  sin  ©  sin  e. 

Würde  man  die  Ekliptik  als  Fundamentalebene  annehmen,  so  wäre  s  der  Null  gleich 

zu  setzen,  von  welcher  Bemerkung  bei  Ableitung  der  Formel  20)  (pag.  120]  Gebrauch 

gemacht  wird. 

Nennt  man  t>  die  wahre  Anomalie  der  Sonne,  n  die  Länge  des  Perigäums,  die 
als  Constante  vorausgesetzt  wird,  so  ist,  da  die  Sonnenbreite  =  o  angenommen  wird : 
0  =  ^  +  t> 


_  =  _coe0_  +  ÄBln0_ 

*  •     „  *R  D  *»      I  1 

5=  —  Sin  ©  cos  e  -tt  —  R  coa  Q  cos  e  --     \     4) 

dz                 .    „    .        dR         _         _    .        de     I 
—  =  —  sinosine  -^ Äcos0Bin«^-.   J 

Um  nun  -jr  und  -3;  von  der  grossen  Achse  der  Erdbahn  oder  vielmehr  von  ihrer 
täglichen  mittlem  siderischen  Bewegung  und  dem  Orte  in  der  Bahn  abhängig  zu 
machen,  müssen  dv  und  dR  als  Functionen  von  dM  dargestellt  werden.  Die  bekannte 
Gleichung: 

r*dv  =  k  Vi  +  m   Vp  dt, 

gibt  in  Verbindung  mit  dem  Differentiationsresultate  der  Gleichung : 


M  =  M0  +  (tt  =  M0  +  ,|,'t"  t , 


df,  =  "^^dM.  5) 
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Die  Differentiation  von : 

läset  finden : 

dr  =  -  e  sin  v  d<o  =  a  tg  <p  sin  e  dJf.  6) 

Die  Formeln  5)  und  6)  für  den  vorliegenden  Fall  (a  =  1)  übertragen,  ergeben: 

dv    cos  <p  dM  \ 

dl    ~  ~W  ~df  | 

dB.  ..        dM  I  7) 

^  =  tg9>Bint»^r.) 

Setzt  man  die  eben  gefundenen  Ausdrücke  in  die  früher  aufgestellten  Relationen  4) 
ein  und  bedenkt ,  dass  nach : 


sich  leicht  findet: 

COS  a>* 

ji"   =  1  +  ain  <p  co»  v , 

so  wird  man  für  die  Geschwindigkeiten  haben : 

dx  1       dM  g  ■     ,_.    ,      -  -        »1 

—  -jf  {sin©  +  sinijPSinTT} 


dt  00a  tp 


=  —  := 37  cos  e  (cos  0  +  sin  w  cos  je'} 

cob  cp    at  *  *  * 

sine  {coso  +  sinqpcosjr'}. 


1      dM  . 
>BV    dt  r~" 


Diese  Werthe  sind  nun  in  die  Gleichungen  1)  (pag.  1 1 1)  einzusetzen,  da  aber 
diese  als  gemeinschaftlichen  Factor  —  enthalten,  so  kann  man  mit  letzterem  auch  die 
übrigen  als  gemeinschaftliche  Factoren  auftretenden  Grössen  zweckmässig  vereinigen; 
setzt  man  noch  zur  Abkürzung: 

__       1        dM 
ftcoa  tp    dt    ' 
bo  erhält  man: 

a'  —  a  =  —  v  (sin0sina  +  cos0cosacose}secd  | 

—  ain rpv {sinn' sin a    \-  cos.-f'coea  coee}  seed  I   .. 

o"  —  d  =  v  {cos  0  (sin  «Bind  cos  e  —  cos  d  sine)  —  sin  0  cos  a  sind}  I 

-+-  sin  <p  v  {cos  w'  (sin  et  sind  cos  e  —  cos  ö  ain.  e)  — sin  n'  cos  a  sind}.  J 

Die  Grösse  v  kann  auf  zweifache  Weise  ermittelt  werden,  entweder  durch  geeignete 
Beobachtungen  der  Fixsterne,  wodurch  dieselbe  unmittelbar  bekannt  wird,  oder 
durch  directe  Bestimmung  der  Lichtgeschwindigkeit  (i  in  Verbindung  mit  den  be- 
kannten Bahnelementen  der  Erde. 

Nyren  (Die  PolhÖhe  von  Pulkowa.    Memoires  de  l'acad.  imp.  des  sciences  de 
St.  Petersbourg)  hat  durch  sorgfaltige  Discussion   mebrer  Beobachtungsreihen,    die 
wohl  zu  den  genauesten  bisher  angestellten  gezählt  werden  müssen, 
v=  2o"\%\  ±  o"oo8 
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gefunden.     Um  aus  diesem  Werthe  (i  berechnen  zu  können,  entlehne  ich  aus  Le- 
Verrier's  Sonnentafeln : 

die  mittlere  tägliche  siderische  Bewegung  der  Erde  =  5g'8"i  y^ 

die  Excentricität  der  Erdbahn  in  Bogenmass:  5  =  345g"z8. 

Danach  findet  sich  die  Zeit  (in  Sekunden),  welche  das  Licht  braucht,  um  die  Ent- 
fernung i  zu  durcheilen: 

Lichtzeit  =  v  ^jr  86400  =  498*65. 
Diese  letztere  Zahl  währe  noch  um  0*14  zu  vermindern,  wenn  man  auf  die  Verzöge- 
rung der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  in  unserer  Atmosphäre  Rücksicht 
nehmen  wollte ;    diese  die  Beobachtungen  nicht  merklich  beeinflussende  Correction 
werde  ich  in  der  Folge  nicht  weiter  beachten. 

Delambre  hat  nach  der  zweiten  Methode  direct  die  Lichtzeit  aus  den  Ver- 
finsterungen der  Jupitersatelliten  berechnet  und  für  dieselbe  493*1 5  gefunden,  wäh- 
rend Glasenapp  aus  neueren  Beobachtungen  den  wesentlich  abweichenden  Werth 
500*8*)  erhält.  Es  ist  sehr  schwer,  die  gegenseitige  Genauigkeit  dieser  beiden  Resul- 
tate abzuwägen,  da  die  wahrscheinliche  Unsicherheit,  die  dem  Delambre'schen 
Werthe  anhaftet,  nicht  bekannt  ist ;  doch  wird  man  gewiss  nicht  fehl  gehen,  wenn 
man  dem  Glasenapp 'sehen  den  Vorzug  gibt  und  demselben  das  doppelte  Gewicht 
ertheilt;  dann  findet  sich  die  Lichtzeit  aus  beiden  Angaben: 

Lichtzeit  (aus  Jupitersatellitenverfinsterungen)  =  498*25, 
mit  der  aus  der  AberrationBconstante  abgeleiteten  gut  übereinstimmend.  Doch  wird 
man  dem  früher  angegebenen  Werthe  496*65  den  Vorzug  geben ,  da  derselbe  aus 
wesentlich  genaueren  Beobachtungen  abgeleitet  wurde,  und  der  hier  und  da  ge- 
machte Einwurf,  dass  die  durch  obige  Formel  hergestellte  Verbindung  der  Aberra- 
tionsconstante  und  der  Lichtzeit  nicht  hinlänglich  begründet  sei,  hinfällig  ist.  Aus 
dem  obigen  Mittelwerthe  für  die  Lichtzeit  würde  für  die  Aberrationsconstante  der 
Werth  20^65  resultiren;  doch  ist  diese  nahe  Übereinstimmung  mit  dem  Nyren'- 
schen  Werthe  nur  zufällig,  eine  wesentlich  andere  Gewichtsvertheilung  zwischen 
dem  Delambre'schen  und  Glasenapp' sehen  Werthe  würde  dieselbe  sofort 
minder  günstig  gestalten. 

Der  constante  Factor  v  sin  tp  findet  sich  aus  den  obigen  Angaben  unter  An- 
nahme des  Werthes  von  Nyren: 

y  sin  rp  =  o"343. 
Wie  man  sieht ,  ist  der  Coefncient  v  sin  q>  sehr  klein  und  wird  gewöhnlich  in  den 
Aberrationsformeln  ganz  weggelassen ,  was  bei  Fixsternen  mit  um  so  grösserer  Be- 
rechtigung geschehen  kann,  als  für  einen  bestimmten  Stern  (wofern  man  von  den 
kleinen  Veränderungen  absieht,  welche  die  Grössen  er,  d,  e  und  n'  mit  der  Zeit 
erfahren,  und  die  übrigens  nur  unmerkliche  Glieder  zweiter  Ordnung  veranlassen) 

*)  Diese  Zahl  ist  Gill's  Mitthoilung  aber  die  Manp&rall&xe  [Monthly  notioesVul.XLI,  pag.  314) 
entlehnt;  Winnecke  theilt  mir  aus  Glasenapp's  Magisteiachrift  die  Zahl  497*46  ±  1-08,  die  aber  nach 
demselben  auf  497*44  richtig  iu  stellen  ist. 
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dieses  zweite  Glied  der  Aberration  constant  wird,  also  dem  Orte  desselben  anhaftet; 
will  man  aber  einen  gegebenen  Ort  vollständig  von  der  Aberration  befreien,  wie 
dies  z.  B.  bei  Bahnbestimmungen  gefordert  wird,  so  wäre  dieses  «weite  Glied  zu 
berücksichtigen ;  doch  ist  dasselbe  so  klein,  dass  man  es  Wol  auch  ganz  übergehen 
kann. 

Die  Berechnung  des  eisten  Gliedes  der  Aberration  nach  den  Formeln  8) 
(pag.  113)  wird  durch  die  Hilfsmittel,  welche  die  Ephemeridensammlungen  gewähren, 
wesentlich  erleichtert.    Setzt  man  nämlich : 

—  VCOS0GO8C  =  Asin/f  =  C  \ 

—  »"sin©         =Acosfl'=i)J      9) 

Auin.fftgfi  «=  »,  ] 

so  kann  man  den  ersten  Theil  der  Aberration  berechnen  nach: 

(</  —  a)i=  Asin(Ä+o)secÄ  =  eC  +  dD  \ 

(ff  —  J),  —  Acos  (B+a)  Bind  +  icosd  =  JC+t?D  I 

c  =  oosasecd  c  =  cosdtge  —  sindsina       l 

</=sinß8ecrf  tf  =  sindcosa.  | 

Die  Hilfsgrössen  A,  S  und  »  einerseits  und  die  Grössen  C  und  D  andrerseits  sind 
nur  von  der  Zeit  abhängig,  können  daher  leicht  mit  diesem  Argument  in  die 
Ephemeriden  aufgenommen  werden  und  finden  sich  auch  in  denselben  mitgetbeilt ; 
die  ersteren  wird  man  mit  Vortheil  benützen,  wenn  die  Aberration  für  einen  oder 
wenige  Orte  berechnet  werden  soll;  hat  man  aber  für  einen  gegebenen  Stern,  für  den 
die  Grössen  c,  d,  c'  und  <f  constant  sind,  eine  Ephemeride  zu  berechnen,  so  wird  es 
wesentlich  bequemer  sein,  die  Hilfsgrössen  C  und  D  zu  benutzen'. 

Will  man  aber  den  vollständigen  Ausdruck  für  die  Aberration  berechnen,  so 
bedürfen  die  Gleichungen  10)  noch  der  Hinnifügung  der  zweiten  Glieder  der  Aber- 
ration.   Setzt  man  nämlich: 

—  v  sin  tp  cos  «.-'  cos  e  =  A0  sin  II0  =  C0  \ 

—  vBinysinff'  =  Ä„  cos  Ba  =  Da  \      11) 

—  v  sin  (p  cos  nf  sin  e  =  i„ ,  I 
so  wird  für  den  zweiten  Theil  der  Aberration  resultiren: 

(«'  — a)u  =  A0sin  (fl"0-f-a)  secd  =cC0  +  dD0  1 

[ff  —  i)n  =  Ao  cos  {Ba  +  a)  Bin  6  +  <,  cos  6  =  e'C0  +  d" D0.  ) 
Nimmt  man  nach  Le-Verrier  für  die  durch  die  Aberration  verminderte  Länge 
des  Perigäums  der  Sonne  den  Werth: 

fr"  —  280*2 i'ai"  +  6in70  &—  1850), 
an,  so  wird  in  den  Formeln  1 2  a)  einzuführen  sein : 

logÄ0       Eo  <,       logC<,  log/>„  | 

1800    9-534    35i°3  —  0*022     83715    9-529  ' 
»850    9-534    350-5—0-024     8,753    9-528 
1900     9-534     3497  —  0026     8,787     9-527. 


12b) 


15« 
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Es  läset  sich  aber  auch,  ohne  die  Rechnung  dei  Aberration  irgendwie  zu 
compliciren,  der  vollständige  Eiuflues  derselben  berechnen  und  muss  als  besondere 
wünechenswerth  bezeichnet  werden ,  dass  dem  entsprechend  die  Angaben  der  Ephe- 
meriden  in  Zukunft  abgeändert  würden*).    Setzt  man  nämlich  unmittelbar: 

—  v  {cos  ©  +  sin  tp  cos  n'}  cos  e  =  h  sin  H  -  ■■  O  \ 

—  v  {sin  ©  -f-  ein  tp  sin  nr'J  =  h  cos  H  =  D  }    13) 

—  v  {cos  0  4-  sin  <p  cos  re*}  sin  e  =  »,  I 

in  welchen  Gleichungen  aber   die  Hilfsgrössen  Ä,  H,  i,  C  und  D  eine  gegen  früher 
abgeänderte  Bedeutung  haben,  so  ist  der  vollständige  Ausdruck  der  Aberration : 
(«'  —  a)  =  h  sin  [H  +  o)  sec  3  =  cO  +  dD    \ 

[ff  —  8)  =Äcos  (H  +  a)  sin3 +  i  cm  3  =  c'C+d'D.)  '4' 
Die  Grössen  h,  II,  j,  C  und  D  können  leicht  in  Tafeln  gebracht  werden,  die  weiter 
unten  ausführlich  zur  Erläuterung  kommen  werden ;  hier  sollen  vorerst  jene  Trans- 
formationen angeführt  werden,  deren  man  Sich  bedienen  kann,  um  diese  Hilfegröesen 
ausschliesslich  von  einer  mit  der  Zeit  proportional  veränderlichen  Grösse,  nämlich 
der  mittleren  Länge  der  Sonne,  welche  später  als  Argument  I  eingeführt  wird,  ab- 
hängig zu  machen.  Die  wahre  Länge  der  Sonne  ©,  die  Excentricität  e  =  sin  q>,  die 
Länge  des  Perigäums  ?t'  und  die  Schiefe  der  Ekliptik  e,  sind  mit  Rücksicht  auf  die 
ersten  Potenzen  der  Veränderungen  der  letzteren  drei  Grössen  mit  der  Zeit  und  von 
den  Störungen,  deren  Produkte  in  die  Aberration  unmerklich  sind,  abgesehen,  in 
Le-Verrier's  Sonnentafeln  auf  die  Form- 
I  =Ln  +Int  +  LtP 

jj  =  itf0  -\-  «/  t 

e  =  Sf,    -Mi  * 

0=1     +(/,+//*)  sin  (I-«0  +  (/,+/i'*)  «n  MI-™*) 
+  l/i +/i'*)  «n  3(1  — «•)  +  •• -i 
gebracht,  wobei  die  Indices  von  f  den  Hinweis  auf  die  Potenz  von  e  enthalten ;    es 
soll  nirgend  über  Grössen  dritter  Ordnung  der  Excentricität  hinausgegangen  werden. 
Setzt  man : 

0=I-|-  J'=I  +  -Fi  sin(I  —  «*)  +Ft  ein  2(1  —  jt'}  +  Ft  sin  3(1  —  «*}, 
Bowird:  cos  O  =  cosl  {1  —  1 J1*]  ~  sinlfF—^  J^    1 

sin©  =  sinl(i— ii^H-coalfJ1— Ji").  /       '  ' 
Erinnert  man  sich  der  bekannten  Formeln : 

sin  a  sin  b  =  £  COS  (a  —  b)  —  \  COS'  [a  +  b)     1 
Bin  a  cos  b  =  £  sin  [a  +  b)  +  j  sin  {a  —  b)  m   I         . 
cos  a  sin  b  =  \  ein  (a  -+-  b)  —  J  sin  (a  —  b)     | 
cos  a  cos  b  =  \  cos  (o  +  b)  +  \  00s  [a  —  0) ,   ) 

*)  Das  gegen  diese  Abänderung  m  erhebende  Bedenken,  dass  die  vorhandenen  Sternkataloge 
in  ihren  Positionen  bereits  das  dem  Wesen  nach  conatante  Glied  enthielten,  ist  nicht  wesentlich,  in- 
dem, falls  man  darauf  Rücksicht  nehmen  wollte,  die«  leicht  mit  Hinzuziehung  einer  Tafel  bei  der 
Reduotion  auf  ein  bestimmtes  System,  von  dem  später  die  Rede  sein  wird,  ohne  wesentliche  Mehr- 
arbeit geleistet  werden  kann. 


■5) 
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von  denen. in  der  Folge  mehrfach  Gebrauch  gemacht  wird,  so  wird  zunächst : 

F'  =  t  *»*  +  F<  F'<""  (■  —  «")  —  l  fi'  "M  2  P  —  «")  —  Fl  1 ■»  3  (I  —  «■) 

F>  =  {  ff  Bin  (I  —  *")  —  {  ff  sin  3  (I  —  «"), 
oder : 
cos©  _  (i  —  iff)  cosl  —  {JF,  +  i  F,  F, —  ■{,  F,>)  an  rf  | 

-(l.F.-iff}cos  (2  nr  —  Jj  +  {\P,  F,+A  J?1>  +  4J?1}cos(4l-3V)[I  ' 
+  ftJ?,/i—  Äff- i  i>,}  co.  (3  *■  —  2l).  ) 

Für  sin  0  findet  man  ganz  denselben  Ausdruck ,  nur  ist  überall  statt  der  Cosinusfune- 
tion  die  Sinusfunction  einzusetzen. 

Entwickelt  man  nun  nach  Potenzen  der  Zeit,  so  findet  sich  leicht ,  wenn  man 
die  Glieder  zweiter  Ordnung  fortlässt : 
cos  ©  *=  {i  —  l/,1  —  4/,  /,'  r}  cob  I 

+  {-ä/i-i/./2  +  A/i'+[-i/,'-i/;/i'-i/!/,'  +  A/'/,,i') 
[coB7ta'  —  Wj'  /sin  7t0'}  + 

+  fl/i  - ififi  - A/.'  +  tt/i'  -  if,  fi  -,/,/,'  -  A/.Vt'l ') 

{coste0'cob  2I  +  sin  tt0'  Bin  2I  —  /r,'  t<sin7r0'cos  2I  +  /r,'  (cos  jr0'sin  2I}  -j- 
+  (4  /1  +  i/i1  +  \kfi  +  */,  /1']  t}  {cos  2  /r0'  co»  3I  +  an 2  <  ein  3I  - 

—  uti'tnm  ft0'  009  3I  +  2  *■_'  £  cos  2  jt0'  sin  3I}  — 

—  (i/i  —  */iS  +  ti/l'  —  1  /i  /1']  0  {cm  »<«"'  +  «in  2  ff0'  sin  I  - 

—  2ititmL2  3t0'  eos  I  +  2  Ttj'  .  cos2  7T0'  Bin  1}  + 

+  fi/,  /.  +  a/.!  +  »/>  +  a/,  fi  +  ififi' + a/.*/.'  + 1/»']  <) 

{cos  3  tc0'  00s  4I  +  sin  3  nr0'  sin  41  —  3  itx '  t  ein  3  yr0'  coe  4I  + 
+  3jt,'<cob  3  jt„'  sin  4I)  + 

+  tt/i>l-A/i»-t/i  +  tt//!/  +  iÄ/i'-A/i»/i'-i/iT4 

{cob3jt0'  cos  2I  +  sin  37t,,' sin  2I  —  3  7t,'  isin3/r0'  cos  2I  + 
-f-  3  *»i*  (  cos  3  nr„'  Bin  2  Ij. 

Füx  den  Sinus  erhält  man  ganz  analoge  Ausdrucke  ,  nur  werden  die  zweiten  Factoren 

der  Reihe  nach  die  Formen : 

sinl 

{«in  7t0  +  «i'  t  oos  jt0}  ' 

—  sin  jt„'  cos  2I  +  cos  jt0'  sin  2I  —  »/  t  cos  tt0'  cos  2I  —  tt,'  1?  sin  nr0'  sin  2I 

—  sin  2  it„  cos  3I  +  cos|2  «„'  sin  3I  —  2  je.'  (  cos  2Jt0'  cos  3I  —  2  tc/  <f  sin  2  ?r0'  sin  3I 
sin  2  «■„'  cos  I  —  cob  2  jt0'  ain  I  +  2  «/  *  cos  2  fo  cos  I  +  2  **i'  *  sin  2  te0'  sin  I 

—  sin  3  jt0'  eoB  4I  -f-  cos  3  re0'  sin  4I  —  3  ir,'  2  cos  3  jt0'  cos  4I  —  3  jr('  t  sin  3  vrD'  sin  4I 
sin  3  7t0'  cos  2I  —  cos  3  ita'  Bin  I  +  3  «t'  '  coa  3  "o  C08  JI  +  3  "V  <  8m  3  "o'  sm  2' 

annehmen.  Setzt    man  nach  Le-Verrier,  indem  man  mit  t1  die  seit  dem  Jahre  1900 
verflossenen  julianischen  Jahrhunderte  bezeichnet :  , 


«Google 


e      =  +  0016750  —  0-0000424^ 

'     =  23°  27'  »" 

—  47"°  ' 

«„'  =  281°  12' 47" 

»,'  =■  +  6170" 

f,    =  +  6010" 

K  =  -  I7"5 

/.    =  +  72" 

f?'  =  —  o"4 

t>    -  +  '" 

/»'=o 

f  =  20*481, 

so  findet  sich,  wenn  man  alle  Glieder  mitnimmt ,  die  eine  halbe  Einheit  der  vierten 

Dccimale  der  Bogensekunde  erreichen : 

v cos©  =  —   o"o667  — 0*0099  t,    »-sin©  =  -f-    °"33°5  — 0*0029  t 


+  20-4759  coul 

+  0-0003  ein  I 

+  0-0667  cos  2I  +  00099  ' cos  2^ 

—  0-3364  ein2l  +0-0029  tsiml 

—  o  0059CO83I  +  O.OOOI  (CO83I 

—  o-oo24sin3l  —  00004  <  sin  3 1 

—  O-OOOI  CO84I 

+  o-oooi  sin4l, 


+    o- 


•0003  COBl 

14747  BinI 

•336400921  —  0-0029  'foszl 
■0667  sin  2I  +  0-0099  t  ein  2I 
■0024  cos  3I  +0-0004  *cos3l 
'■0059  sin  3I  +  00001  t  sin  3I 

i-OOOI  CO84I 

-0001  sin  4I. 


vecoiTtf  =  +  0*0667  +  o"oo99  t 
veeinit'  =  —  0-3365  +  o-oozg  t 
oobe  =   9962555  +  0-000092  t 
sinc=  9-599866  —  0-000212  ty 
wobei  die  übers  trieb  enen  Zahlen  Logarithmen  sind; 'es  ist  daher  schliesslich : 
C  =  k  sin  .ff  =  —  18*7845  cos  I 

— ■    0-0003  8U1  I    —  0*0019  '  c*8  I 


+ 
+ 
+ 

.D  =  AcoB.ff  =  — 

—  20- 


•061  2  COS  2l  —  O-OOQI   t  COS  2l 

■  3086  ein  2I  —  0-0026  t  sin  2I 
■0054  cos  3I  —  o-oooi  t  cos  3I 
■0022  sin  3I  +  0-0004  <  S"1  3l 
-0001  cos  4I 
■0001  sin  4I 
'0003  cos  I 
4747  sin  I 
•3364  cos  2I  +  0*0029  *  cos  2I 
-0667  sin  2I  —  0-0099  '  SU1  *I 
0024  cos  3I  —  0-0004  '  cos  3I 
■0059  sin  3I  —  o-oooi  t  sin  3I 
•0001  cos  4I 
0001  sin  4I 
'1491  cos  I 

■0001  sin  I    +  o"o043  t  cos  I 
•0265  cos  2I  —  0-0039  '  C08  *I 
•1339  sin  2I  —  0-0011  t  sin  2I 
■0023  cos  3I 
•0010  sin  3I  +  0-0002  t  sin  3!. 
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Die  Tabulirung  dieser  Ausdrücke  mit  dem  Argumente  I  hat  nun  keine  Schwie- 
rigkeit, und  die  Tafel  X  bietet  hierzu  die  geeigneten  Hilfemittel.  Dieselbe  enthält  eine 
Reihe  weiterer  Werthe,  die  für  die  nächsten  Zwecke  nioht  nöthig  sind  und  später 
ihre  Erklärung  finden,  hier  sollen  nur  die  für  die  Berechnung  der  Aberrationscoef- 
ficienten  nöthigen  Colunmen  näher  erklärt  werden. 

Die  Tafel  Xa  (Jahrestafel)  gibt  für  Januar  o-o  mittlere  Qreenwioher  Keil  der 
Torgeschri ebenen  gemeinen  Jahre,  für  Januar  i-o  der  Schaltjahre  in  der  dritten,  mit  I» 
überachriebenen  Columne  die  von  dem  constanten  Tbeil  der  Aberration  befreiten, 
mittleren  Sonnenlängen  für  den  Zeitraum  iöoo  —  2199  nach  Le-Verrier's  Sonnen- 
tafeln. Bezeichnet  man  mit  t  die  seit  der  Ausgangaepoche  (1900  Januar  o-o  mittlere 
Greenwicber  Zeit)  verflossene  Zeit  in  Einheiten  des  Julianischen  Jahres,  so  hat  man 
nach  der  genannten  Tafel  hierfür: 

2790  41'  48"8  +  (360°+  27"6Ö95)  t  +  o"ooO  11073  t1. 

In  der  Tafel  selbst  ist  aber  die  gewöhnliche  Gradeintheilung  nicht  beibehalten 
worden,  sondern  es  erscheint  die  Peripherie  in  hundert  Theile  getheilt,  so  dass  bei  der 
Addition  der  Jahresargumente  mit  den  Tagesargumenten  (Tafel  Xb)  die  eventuell  auf- 
tretenden Hunderter  einfach  wegzulassen  sind.  Die  Tagestafel  Tafel  Xb  gibt  in  der  Co- 
lumne Ia  die  für  den  betreffenden  Tag  geltenden  Correctionen  des  Jahresargumentes,  die 
stets  additiv  mit  Weglassung  der  eventuell  auftretenden  Hunderter  anzubringen  sind. 
Man  hat  hierbei  für  Schaltjahre  besonders  auf  den  Doppeleingang  in  den  Mona- 
ten Januar  und  Februar  Acht  zu  geben.  Die  so  erhaltenen  Argumente'  gelten  für  oh 
mittlere  Greenwicher  Zeit  des  zugehörigen  Tages.  Will  man  die  Rechnung  für 
Green  wicher  Mitternacht  oder  für  einen  anderen  Normalmeridian  für  oh  oder  1 2 h  des- 
selben ausfuhren,  so  geben  die  am  Fusse  der  Jahrestafel  (Xa)  angegebenen  Zahlen 
die  an  die  Argumentwerthe  anzubringenden  Correctionen,  welche  man  wohl  am  zweck- 
mäsaigsten  mit  dem  Jahresargumente  vereinigt ;  um  die  Rechnung  für  eine  beliebige 
Epoche  durchführen  zu  können,  wozu  wol  selten  das  Bedürfnis  vorhanden  sein  wird, 
wurden  am  Fusse  derselben  Tafel  die  Änderungen  der  Argumente  für  jeden  Zehn- 
theil des  Tages  angefügt.  Da  die  diesbezüglichen  Rechnungen  meist  ephemeriden- 
artig  geführt  werden,  so  wird  es  sich  empfehlen,  das  eventuell  für  die  gewählte  Epoche 
corrigirte  Jahresargument  auf  den  untern  Rand  eines  Zettels  zu  schreiben;  durch  ent- 
sprechendes Rücken  desselben  über  das  gewünschte  Tagesargument  wird  die  not- 
wendige Addition  wesentlich  vereinfacht. 

Hat  man  das  Argument  I  den  gegebenen  Regeln  entsprechend  gebildet,  so  gibt 
die  Tafel  Xo  in  den  letzten  fünf  Columnen  durch  entsprechende  Interpolation  die 
Aberrationscoefncienten  C,  D,  log  h,  22"  und  1;  jede  dieser  Hauptcolumnen  ist  in  zwei 
Subcolumnen  getheilt,  aus  der  ersten  wird  der  für  1900  geltende  Werth  erhalten,  die 
zweite  gibt  dessen  Änderung  in  einem  Jahrhundert  in  Einheiten  der  letzten  Decimale 
des  Hauptwerkes.  Die  Werthe  dieser  zweiten  Subcolumnen  sind  also  mit : 
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zu  multipliciren  und  dieses  Product  zu  den  Hauptwerthen  zu  addiren ;    ta  stellt  die 

Jahreszahl  des  vorgelegten  Datums  dar.    Die  Mitnahme  der  t  Glieder  wird  in  Folge 

ihrer  Kleinheit  ausserordentlich  einfach. 

Da  in  den  astronomischen   Ephemeriden  diese  Aberratforiscoefncienten  meist 

von  Tag  zu  Tag  mitgetheilt  werden,  und  sowol  die  Bildung  der  Argumente  als  die 

Interpolation  der  zugehörigen  Werthe  so  einfach  geschieht,  wird  es  sich  empfehlen,  alle 

Werthe  direct  zu  berechnen.   Es  soll  für  den  Anfang  des  Jahres  1883  eine  solche  von 

Tag  zu  Tag  fortschreitende  Ephemeride  als   Beispiel  hier  durchgeführt  werden  und 

zwar  für  1 2h  mittlere  Berliner  Zeit.  Man  schreibt  auf  den  unteren  Band  eines  Papie- 

res  das  Jahresargument,  welches  mit  Bücksicht  auf  die  Correctionen  am  FusBe  der 

Tafel  Xa  :  _ 

I*=  77-726  +  0-127  =  77-853 

anzunehmen  sein  wird,  während  t  den  Werth  - — 0-17  erhält.  Bückt  man  jene  Zahl 
der  Beihe  nach  über  die  Werthe  der  Tafel  Xb  vom  Januar  o  angefangen  und  schreibt 
das  so  erhaltene  Argument  in  die  zweite  Columne  des  folgenden  Schemas,  in  dessen 
erster  das  Datum  Aufnahme  gefunden  hat,  so  wird  man  leicht,  wenn  man  die  kleinen 
aus  den  säcularen  Gliedern  entstehende  Correctionen  sofort  bei  der  Interpolation  be- 
rücksichtigt, erhalten: 

1883  i2Amittl.Berl.Zeit  Arg.  I  CD 

Januar  o  77*853    — 3"4°2  +  2o"4o,i 

,  78-127    — 3-731  +  20-424 

2  78-401    — 4-059  +  20-349 

3  78-674    —4.384  +  20-268 

4  78-948    — 4.708  +  20-181 

Man  hat  zu  beachten,  dass  die  hier  ermittelten  Coefncienten  den  vollständigen  Be- 
trag der  Aberration  ergeben,  also  das  sonst  vernachlässigte  Glied,  welches  aus  dem 
Product c  der  Aberration  in  die  Excentricität  der  Erdbahn  entsteht,  in  sich  schliessen. 
Zu  den  Werthen  C  und  D  wird  man  nachträglich,  um  dieselben  in  die  Epheme- 
riden aufzunehmen ,  die  vierstelligen  Logarithmen  aufschlagen ,  bei  log  /*  wird  man 
dann  auch  die  fünfte  Decimale,  bei  H  die  Decimaltheile  der  Minute ,  bei  1  die  dritte 
Decimale  der  Bogensekunden  weglassen  dürfen. 

Für  die  Ekliptik  werden  die  Formeln  einfacher ;  setzt  man  in  8)  (pag.  1 1 3)  statt 
a  und  S  die  Werthe  X  und  ß  und  nimmt,  wie  die  Transformation  dies  fordert,  e  =  o 
an,  so  wird : 

X'  —  X  =  —  2o"48i  cos  (O  —  X)  sec  ß  —  o"343  cos  {«;' —  X)  secß  \ 
ß"  —  ß  =  —  2o"48i  sin  (o  —  X)  sin  ß  —  0*343  sin  (/-/ —  A)  sinj3  1    20) 
rt  =  2800  21'  21"  +  6i"70  (ta—  1850),  ] 

wobei  aber  die  geringe  säculare  Abnahme  der  Excentricität  der  Erdbahn  nicht  berück- 
sichtigt ist,  welcher  Fehler  übrigens  selbst  für  ferne  Epochen  nicht  merklich  hervor- 
tritt ;  für  die  Sonne  selbst  wird,  da  man  deren  Breite  der  Null  gleich  setzen  kann : 
X'q  —  Xq  =  —  2o"48i  —  o"343  cos  \n? —  0).  21) 


logA 

H 

• 

1-31748 

35°°34'3 

—  >"4;6 

'■3I725 

349  388 

— 1-619 

1-31701 

348  432 

— 1-760 

i-3i675 

347  47-7 

— 1-902 

1-31646 

346  520 

—  2-043 

JbyVjOCK 
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Statt  dieser  Formel  kann  man  aber  leicht  aus  den  obigen  für  v  ooso  und  vsin© 
[pag.  1 18)  mitgetheilten  Werthen,  in  Verbindung  mit  der  ebenfalls  oben  angeführten 
Länge  des  Sonnenperigäums  und  deren  eäcularer  Änderung,  den  folgenden  auch  die 
säculare  Änderung  der  Excentricität  berücksichtigenden  Auedruck  für  die  Sonnen- 
aberration in  Abhängigkeit  vom  Argumente  I  erhalten: 

X'q —  Xq  =  —  20*4753  +  0*3364  sinl    —  0*0028  t  sin  I      1 

—  00667  COB I    —  0-0099  ' caa  I 

4-  0-0022  nnal  +  0-0004  **>n  2*     }    22) 
+  0-0053  «»  2l 

—  o-oooi  sin  3!.  ) 

Die  dem  vorliegenden  Ausdrucke  entsprechenden  Werthe  sind  in  der  Tafel  X» 
mit  dem  Argumente  I  in  der  mit  ,, Aberration"  überschriebenen  Columne  tabulirt; 
die  erste  Subcolumne  enthält  die  für  igoo  geltenden  Werthe,  die  zweite  Subcolumne 
gibt  deren  Änderungen  in  einem  Jahrhundert  in  Einheiten  der  letzten  Decimale  des 
Hauptwerkes,  also  in  Einheiten  der  dritten  Decimale  der  Rogensekunde.  Man  hat 
daher  die  Werthe  dieser  zweiten  Subcolumne,  wenn  durch  ta  die  Jahreszahl  des  vor- 
gelegten Datums  bezeichnet  wird,  mit : 

t  es   '■»— '»» 

zu  multipliciren  und  dieses  Froduct  zu  dem  Hauptwerthe  zu  addiren. 

Als  Beispiel  soll  für  den  Anfang  des  Jahres  1883  von  zehn  zu  zehn  Tagen  eine 
Ephemeride  berechnet  werden,  geltend  für  oh  mittlere  Berliner  Zeit ;  hierbei  ist : 
Ia  =  77-7i6>  t  =  —017, 


o*raittl.  Berl.  Zeit 

Argument  I 

Sonnenaberration 

1883  Jan.  0 

77-716 

—  20*824 

,,      SO 

80-454 

—  20-820 

,,    20 

83.192 

—  20-804 

i)    30 

85-930 

—  20.780 

Febr.  9 

88-668 

—  20-746. 

Bei  der  Aufnahme  dieser  Zahlen  in 

eine  Ephemeride  kann  die  dritte  Decimale  der 

Bogensekunde  fortgelassen  werden. 

b.  Planetenaberration. 

Seien  x,  y  und  z  die  heliocentrischen  Coordinaten  des  Himmelskörpers  im 
Momente,  in  welchem  das  Licht  denselben  verläset,  und  die  zugehörigen  heliocent- 
.rischen  Erd  -  Coordinaten  X,  Y  und  Z,  ferner  die  letzteren  zur  Zeit  als  das  Licht 
zur  Erde  gelangt,  Xq,  Y0  und  Z0  und  überdies  die  geocentrischen  Coordinaten  des 
Himmelskörpers  in  Bezug  auf  diese  beiden  Erdorte  beziehungsweise  f,  ij,  t,  und 
f,  if,  f,  eo  bestehen  die  Relationen : 

*=  X+£=  X0  +  §' 
y=  Y  +  t,=  ro  +  ij' 
z  =  Z  +C  =    Z0  +  S'; 

Oppolitr,  BrtabHtlmmunfan.  I.   S.  Anlaft.  16 
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fasst  man  die  Unterschiede  X0  —  X,  Y0  —  Y,  und  Z0  —  Z  ah  differentieUe  Grössen 
auf  und  schreibt  dafür  dx,  dy  und  dz,  so  wird : 

£■=  £-* 

l'—  1  —  * 

oder  durch  Einfuhrung  der  polaren  Coordinaten : 

d '  cos  a'  cos  6'  =  f  cos  «  cos  d  —  <fe 
p'  sin  a'  cos  d"  =  q  sin  ß  cos  d  —  dy 

g'sini?'-  -  ßsind — <&. 

Daraus  ergibt  sich  ganz  so,  wie  dies  für  die  Fixsternaberration  ausgeführt  worden  ist : 
or'  —  a  = -  { —  smaseedtfe  -f-  cosaseedtfy)  t 

i  }  *s) 

&'  —  d  =  —  —  { —  cos a Bindete  —  smasindrfy  +  cos d dz}.  I 

Man  kann  diese  Unterschiede  als  parallaktische  Verschiebung,  veranlasst  durch 
die  Bewegung  der  Erde  von  X,  Y,  Z  nach  X„,  Y0,  Z0,  auffassen;  dx,  dy  und  dz 
werden  je  nach  der  Zeit,  welche  das  Licht  braucht,  um  vom  Himmelskörper  zum 
Beobachter  zu  gelangen,  sehr  verschieden  gross  sein ;  das  Zeitintervall  (Lichtzeit)  mit 
dt  bezeichnet  ist  aber  bestimmt  durch : 

dt  =  $-, 
f* 

in  welcher  Formel  p  ebenso  wie  bei  der  Fixsternaberration  die  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit des  Lichtes  in  der  Zeiteinheit  bedeutet. 

Sind  jfi  jj-  j7  die  Geschwindigkeiten  in  den  Coordinaten,  also:  t-  dt,  -?  dt, 
jjf-  dt  die  in  der  Zeit  dt ,  welche  in  diesem  Falle  durch  "  bestimmt  ist,  zurückgelegten 
Strecken,  so  werden,  weil  in  den  Formeln  23) : 

dt    fi 

dv  =  4i 

™         dt    fi 

dz  =  £*, 
dt  1* 

zu  setzen  sind,  diese  sich  in: 

a'  —  o  =  —  ~\ —  sinasecd^-4-  oosaseed  J  j 

d'  —  d  ■=  —  -\  —  cosasind^- —  sinoBindg  +  oos^jT  j' 

transformiren,  welche  Ausdrücke  in  der  Form  denjenigen  gleichen  (vgl.  ij  pag,  nt), 
welche  für  die  Fixsternaberration  erhalten  wurden,  nur  dass  das  Zeichen  entgegenge- 
setzt ist,  woraus  der  Schluss  folgt :  die  durch  die  Planetenaberration  bedingte  parall- 
ak  tische  Verschiebung  ist  der  Fixsternaberration  gleich  wer  thig ,  das  Vorzeichen  aber 
ist  verschieden. 
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Man  kann  mit  Beziehung  auf  das  eben  Abgeleitete  drei  Methoden  angeben, 
nach  welchen  man  den  Ort  eines  Kometen  odet  Planeten  vom  Einflüsse  der  Aber- 
ration befreien  kann.  Nennt  man  die  Zeit  der  Beobachtung  t,  die  Zeit,  zu  welcher 
das  Licht  vom  Himmelskörper  ausging ,   T,  so  ist : 

dt  =  t—T  =  498*65  <>. 

Für  die  erste  Methode  ergibt  sich  die  folgende  Vorschrift :  Man  zieht  von  der 
beobachteten  Zeit  t,  dt  (Lichtzeit  für  die  Entfernung  o)  ab,  dann  ist  der  wahre  Ort  zur 
Zeit  T  identisch  mit  dem  scheinbaren  zur  Zeit  t ;  denn  zur  Zeit  der  Beobachtung 
kompensirt  die  Fixsternaberratton  die  Planetenaberration  (parallaktische  Verschiebung) 
völlig,  bo  dass  die  scheinbare  Sehlinie  parallel  der  Verbindungslinie  des  Himmels- 
körpers und  des  Erdortes  zur  Zeit  T  wird.  Diese  Methode  kann  man  anwenden, 
wenn  man  Beobachtungen  mit  Ephemeriden,  die  stets  wahre  Orte  geben,  vergleicht ; 
man  wird  mit  Hilfe  der  Distanz  die  Lichtzeit  berechnen,  dieselbe  von  der  Beobach- 
tungszelt abziehen,  mit  der  so  corrigirten  Zeit  den  Ephemeridenort  interpoliren  und 
diesen  mit  der  Beobachtung  vergleichen.  Wenn  die  Distanz  des  Himmelskörpers  be- 
kannt ist,  so  wird  die  eben  erläuterte  Methode  die  bequemste  sein. 

Die  zweite  Methode  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  ersten ;  will  man  näm- 
lich die  Beobachtungszeit  t  selbst  beibehalten  und  nicht  auf  die  Zeit  T  zurückgehen, 
so  beachte  man,  dass  alle  Änderungen  vermöge  ihrer  Kleinheit  linear  vorausgesetzt, 
der  wahre  Ort  zur  Zeit  /  mit  dem  scheinbaren  zur  Zeit  t  +  dt  identisch  ist.  Man  be- 
rechne also  mit  Hilfe  einer  Ephemeride  die  scheinbare  Bewegung  des  Himmels- 
körpers in  der  Zeit  dt,  addire  diese  zur  Beobachtung  und  hat  so  den  wahren  Ort 
zur  Zeit  t.  Diese  Methode  ist  bei  weitem  weniger  zu  empfehlen  als  die  voran- 
gehende und  einer  Beschränkung  deshalb  unterworfen,  weil  dieselbe  ausser  der 
Distanz  die  scheinbare  Bewegung  als  bekannt  voraussetzt,  während  die  erste  Methode 
nur  die  Kenntnis  der  Distanz  erfordert.  Man  würde  sie  nur  dann  mit  Vortheil 
anwenden ,  wenn  die  Forderung  vorläge ,  eine  Ephemeride  zu  berechnen ,  die  den 
scheinbaren  und  nicht  den  wahren  Ort  des  Himmelskörpers  angibt. 

Die  dritte  Methode  endlich,  welche  mit  Vortheilbei  erfiten  Bahnbestimmungen 
benützt  wird ,  besteht  darin ,  dass  man  die  zur  Zeit  (  beobachteten  Coordinaten  von 
der  Fixstemaberration  vollständig  (also  mit  Berücksichtigung  der  von  der  Erdbahn- 
excentricität  abhängigen  Glieder)  befreit,  und  die  so  corrigirte  Beobachtung  als 
wahren  Ort  des  Himmelskörpers  zur  Zeit  T,  gesehen  von  dem  zur  Beobachtungszeit  t 
gehörigen  Erdorte,  annimmt.  Diese  Methode  eignet  sich  besonders  für  erste  Bahn- 
best  immun  gen,  weil  der  Erdort  und  die  aus  demselben  abgeleiteten  Hilfsgrössen  un- 
geändert  bleiben. 
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5.  Änderungen  der  Fundamental  ebenen  Im  Baume. 

Die  Lage  der  Fundamen  talebenen  (Äquator  und  Ekliptik)  ist  säcularen  und 
periodischen  Störungen  unterworfen.  Die  säcularen  Änderungen  fasst  man  unter 
dem  Namen  der  Präcession  zusammen ,  die  periodischen  werden  in  den  Begriff  der 
Nutation  einbezogen.  Eine  Folge  dieser  Störungen  ist,  dass  die  Lage  des  Äquinoctial- 
punktes  ebenfalls  Änderungen  erleidet.  Befreit  man  eine  Beobachtung  vom  Ein- 
flüsse der  Aberration  und  den  periodischen  Änderungen  der  Fundamentalebenen 
(Nutation),  so  sagt  man,  dass  diese  Beobachtung  auf  das  mittlere  Äquinoctium  der 
Zeit  der  Beobachtung  bezogen  ist.  Durch  Anbringen  der  Präcession  kann  man  die 
Reduction  auf  ein  beliebiges  anderes  mittleres  Äquinoctium  ausfuhren.  Befreit  man 
die  auf  das  scheinbare  Äquinoctium  bezogene  Beobachtung  nur  von  dem  Einflüsse 
der  Aberration,  so  ist  diese  Beobachtung  auf  das  wahre  Äquinoctium  reducirt. 

Die  säcularen  Veränderungen,  welche  die  Lage  der  Ekliptik  erfährt,  sind 
durch  den  störenden  Einfluss  der  Planeten  des  Sonnensystems  bedingt;  die  perio- 
dischen Veränderungen,  welche  durch  diesen  verursacht  werden,  bringt  man  als  Stö- 
rungen in  der  Breite  gesondert  in  Rechnung,  dieselben  sind  daher  von  der  vorliegenden 
Untersuchung  auBzuschlicssen.  Wählt  man  eine  fixe  Ekliptik  als  Fundamentalebene, 
so  kann  man  die  Lage  einer  andern  Ekliptik  durch  die  Länge  des  aufsteigenden 
Knotens  [U)  und  ihre  Neigung  [n]  gegen  die  fixe  definiren.  Den  Gleichungen,  welche 
diese  beiden  Grössen  bestimmen,  kann  man,  da,  wie  schon  oben  erwähnt,  die  perio- 
dischen Störungen  anderweitig  in  Rechnung  gezogen  werden,   die  Form  ertheilen: 

tg  (7t)  sin  (JI)  =  /»!  t  +  n  P  +  ft  P  H 1        . 

tg  («J  cos  (H)  =  j,  t  +  ?I  fi  +  ft  t>  H J 

Zählt  man  die  Zeit  in  Einheiten  des  julianischen  Jahrhunderts  =  36525  mittlere 
Sonnentage  von  der  Epoche  1850,0,  so  hat  man  nach  Le-Verrier's  Sonnentafeln 
[Annales  de  l'observatoire  de  Paris  IV  pag.  49  und  50)  mit  Rücksicht  auf  die  in  dem- 
selben Bande  pag.  96  gegebenen  Massencorrectionen  (v*  =  +  0-004,  •'"'  ==  —  0-105] 
anzunehmen*}: 

Pi  —  +  5"84',  ft  ■=  +  o"i964,  ft  =  —  o"ooo23  | 
?i  =  —  47"594>  ?s  =  +  o"o568,  q3  =  4-  o"ooo54./ 
Die  Glieder  ^3  und  ya  finden  sich  zwar  in  den  Sonnentafeln  nicht  angeführt,  ich 
habe  dieselben  jedoch  nach  Le-Verrier's  Untersuchungen  über  die  Säcularstörangen 
(Annales  de  observatoire  de  Paris  II  p.  162)  genähert  berechnet;  der  Einfluss  dieser 
Glieder  ist  selbst  für  sehr  entfernte  Epochen  nicht  bedeutend  und  verschwindet  fast 
gegen  die  anderweitig  bestehenden  Unsicherheiten. 

Die  Lageveränderungen  der  Ebene  des  Erdäquators  sind  hauptsächlich  durch 
die  Wirkung  des  Mondes  und  der  Sonne  auf  den  abgeplatteten  Erdkörper  bedingt; 

*]  Dieie  Annahmen  sind  nicht  die  besten ,  die  man  gegenwärtig  iu  machon  in  der  Lege  i«t, 
doch  glaube  irh .  dass  es  wegen  der  Conformitat  mit  den  in  Verwendung  kommenden  Sonnentafeln 
erwünscht  iei,  die  obigen  Zahlen*  erthe  tu  wühlen. 
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diese  Veränderungen,  welche  wesentlich  grösser  sind  als  jene  der  Ekliptik,  sollen 
in  dem  vorliegenden  Werke  aus  dem  AttractionBgesetze  vollständig  ermittelt  werden. 
Um  diese  Aufgabe  in  allgemein  verständlicher  Weise  lösen  zu  können,  müssen  noch 
einige  vorbereitende  Entwicklungen  vorgenommen  und  diesen  die  Erläuterung  der 
bei  der  Fräoession  und  Nutation  auftretenden  Bogen  und  ihrer  Bezeichnungen 
vorangeschickt  werden. 

Die  periodischen  Änderungen  der  Lage  des  Äquinoctialpunktes  in  der  Ekliptik 
bezeichnet  man  als  Nutation  in  Länge,  jene  in  der  Neigung  der  Ekliptik  gegen  den 
Äquator  als  Nutation  der  Schiefe  der  Ekliptik.  Um  die  sacularen  Änderungen  der 
Fundamentalebene  zu  erläutern ,  nehme  ich  eine  Figur  zu  Hilfe ,  welche  diejenige 
Lage  der  grössten  Kreise,  in  der  dieselben,  vom  Centrum  der  Himmelskugel  aus  ge- 
sehen, erscheinen,  darstellt.  Zeichnet  man  die  Durchschnitte  einer  Ebene  mit  der 
Himmelskugel  als  Kreise,  so  kann  die  beistehende 
Figur  (Fig.  I)  als  Schema  dienen ;  die  in  derselben 
gezogenen  Kreise  repräsentdren  grösste  Kreise  auf  der 
Himmels k ugel ;  EEa  sei  ein  Bogen  der  als  fix  ange- 
nommeneu mittleren  Ekliptik  zur  Zeit  t  =  o ;  die  Lage 
des  derselben  Zeit  angehörigen  mittleren  Äquators  sei 
durch  den  Bogen  AAa  dargestellt,  der  Durchschnitts 
Kg- 1-  punkt  beider  Kreise  y  ist  demnach  der  mittlere  Früh- 

jahrspunkt zur  Zeit  der  Ausgangsepoche  und  der  Winkel  £,,Y  A  die  mittlere  Schiefe 
der  Ekliptik  für  denselben  Moment.  Der  Umstand,  dass  die  Trägheitsmomente  des 
Erdkörpers  bezogen  auf  drei  auf  einander  senkrechte  Achsen  verschieden  sind,  bedingt : 
dass  die  vereinigte  Attraction  des  Mondes  und  der  Sonne  eine  Lage  Veränderung  des 
Äquators  bewirkt,  während  die  Lage  der  Ekliptik  hiedurch  nicht  beeinflusst  wird, 
und  zwar  weicht  der  Äquator  mit  nahezu  constanter  Neigung  auf  der  Ekliptik  zurück, 
in  der  Zeit  (  wird  er  etwa  die  Lage  AAX  einnehmen,  der  Durchschnittspunkt  des  be- 
weglichen Äquators  auf  der  fixen  Ekliptik  wird  durch  den  Punkt  c  dargestellt.  Der 
Bogen  "Yc,  um  welchen  Betrag  der  bewegliche  Äquator  auf  der  fixen  Ekliptik  zurück- 
gewichen ist,  wird  die  lunisolare  Präcession  genannt,  der  Winkel  E0cA  ist  die 
Schiefe  der  fixen  Ekliptik  gegen  den  beweglichen  Äquator,  welcher  Winkel  in  der 
Folge  mit  s'  bezeichnet  werden  soll. 

Wie  schon  erwähnt ,  erfährt  durch  den  störenden'  Einfluss  der  Planeten  die 
mittlere  Ekliptik  ebenfalls  säculare  Änderungen ;  nimmt  man  an ,  dass  zur  Zeit  t 
die  so  veränderte  Ekliptik  durch  den  Bogen  EXE  dargestellt  sei,  so  wird  der  Friih- 
jahrspunkt  zur  Zeit  t  durch  Yi  bezeichnet  sein;  der  Winkel  EytA  ist,  wenn  der 
Bogen  AAt  dem  mittleren  Äquator  angehört,  die  zu  dieser  Zeit  gehörende  mittlere 
Schiefe  der  Ekliptik,  die  mit  e  bezeichnet  werden  soll;  den  Bogen  «Yn  dessen 
Entstehung  durch  die  störende  Wirkung  der  Planeten  veranlasst  wird,  nennt  man  die 
Präcession  durch  die  Planeten.  Denkt  man  sich  den  Bogen  "fE  seiner  Grösse  nach 
auf  dem  Bogen  E\E  von  E  aus  aufgetragen,  so  dass  gewissermassen  E  als  Drehungs- 
punkt erscheint,  so  wird  das  Ende  desselben  -auf  den  Punkt  d  treffen,  welcher  in  der 
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Zeichnung  mit  dem  Punkte  y  durch  eine  punktirte  Linie  verbunden  erscheint ;  der 
Bogen  (Pfi  wird,  wenn  wieder  durch  AA,  der  mittlere  Äquator  daxgestellt  ist,  die 
allgemeine  Präcession  genannt  und  ist  diejenige  Grösse,  um  welche  die  Langen 
durch  die  vereinigte  Wirkung  der  Planeten  einerseits  und  des  Mondea  und  der  Sonne 
auf  das  Erdellipsoid  anderseits  zunehmen.  Diese  Definition  für  die  allgemeine 
Präcession  soll  in  dem  vorliegenden  Werke  festgehalten  werden. 

Nachdem  so  die  Nomenclatur  festgestellt  ist,  sollen  nunmehr  die  Bewegungen 
des  Äquators  gegen  die  fixe  Ekliptik  als  Folge  der  Anziehung  des  Mondes  und  der 
Sonne  auf  das  Erdellipsoid  dargelegt  werden;  hierbei  wird  die  Erde  als  ein  absolut 
starrer  Körper  betrachtet  werden,  eine  Annahme,  der  immerhin  berechtigte  Zweifel 
entgegengebracht  werden  können ;  man  wird  sich  daher  gegenwärtig  halten  müssen, 
dass  die  Richtigkeit  der  folgenden  Resultate  von  dieser  einschränkenden  Bedingung 
abhängig  ist. 

Ä.  Theoretische  Bestimmung  der  Ausdrücke  für  die  Präcession  und  Nidation, 
a.  Di«  Euier'&chen  Differentialgleichuttgen  der  Rotationsbewegung. 

Bei  der  Betrachtung  der  Bewegung  eines  starren  Körpers  kann  man  mch  die- 
selbe stets  in  zwei  Bewegungen  zerlegt  denken,  nämlich  eine  für  alle  Theile  des 
starren  Körpers  gemeinschaftlich  fortschreitende  und  eine  rotirende,  die  um  einen 
Punkt,  der  für  diese  letztere  Bewegung  als  fest  gedacht  werden  kann,  stattfindet. 
Den  starren  Körper  kann  man  sich  ans  den  Klassenelementen  «],  mj,  m.u  ■  ■  ■  be- 
stehend vorstellen,  an  welche  die  den  Coordinatenaxen  parallelen  Kraftcomponenten 
beziehungsweise  X, ,  T% ,  Z\ ;  Xt ,  Y3 ,  .2, ;  ■  ■  ■  angreifen ;  die  Coordinaten  dieser 
Punkte  sollen  dargestellt  sein: 

für  m,  durch  :  x,  +  x, ,  y,  +  y, ,  z,  -j-  z, 

„  «s      „       x,+  Xi,  y,  +  y2,  z,  +  h 

„  m,      ,,        x,  -f-  xj,  y,  +  ys,  z,  +  zj 


Wie  man  sieht,  ist  jede  Coordinate  in  zwei  Theile  zerfällt  und  zwar :  in  einen  für 
alle  Coordinaten  derselben  Achse  conBtanten  Theil  und  einen  mit  dem  Massenpunkte 
veränderlichen.  Diese  Zerfällung  erweist  sich  für  die  Folge  vorteilhaft,  indem  durch 
dieselbe  an  die  Coordinaten  xx,  yu  zt ;  x1}  ify,  Zj  ;  •  ■  ■  Bedingungen  geknüpft  werden 
können,   welche  die  zu  benützenden  Gleichungen  wesentlich  einfacher  gestalten. 

Soll  der  starre  Körper  im  Gleichgewichte  sein,   so  müssen  bekanntlich   die 
Gleichungen : 

2X  =  o,         2{{x,+x)Y-<n,  +  y)X)  = 
2Y=o,  I{(*.  +  z)X—  [x,  +  x)Z)  = 

2Z=o,  2((y,+y)Z-(«.  +  *)y}  = 

bestehen,  in  welchen  die  Summen  sich  auf  alle  MasBenelemente  m,,  »ij,  **j  •  •  ■  des 
trtarren  Körpers  beziehen,  demnach  für  die  diesbezüglichen  Kräfte  und  Coordinaten 


Digiüzsdb,  Google 


127 


unter  dem  6ummenzeichen  keine  Indices  geschrieben  wurden.  Nach  dem  d'Alem- 
bert'schen  Princip  erhält  man,  nachdem  die  mit  der  Masse  multiplicirte  Beschleu- 
nigung der  wirkenden  Kraft  gleich  gesetzt  wurde,  die  Relationen : 


2JX  —  i» 
2JF—  m 
2JZ— in 
2  {['.  +  ' 


**, 


All 


In  diesen  Gleichungen  ist  offenbar  weder  eine  bestimmte  Annahme  über  die  Lage 
des  fix  gedachten  Coordinatensystems  noch  über  die  Coordinaten  *„  y,  und  z,  ge- 
macht ;  man  kann  über  dieselben  willkürlich  verfügen.  Es  sollen  nun  diese  Coor- 
dinaten so  gewählt  werden,  dass  für  die  mit  den  Massenelementen  veränderlichen 

Coordinaten: 

Smx  =  o,         2my  =  o,         2mz  =  o,  3) 

wird,  welche  Annahme  offenbar  unter  allen  Umständen  gestattet  ist;  beachtet  man, 
dass  das  Sununenseichen  sich  nur  auf  die  verschiedenen  Massenelsntente  besieht, 
also  die  Coordinaten  x„  y,  und  z,  von  demselben  unabhängig  sind,  so  dasB  nun 
allgemein -schreiben  darf: 

^9*  (*»  y.  *)/{*.,  Vn  *.)  •»  /(*•>  */•,  *,)  29  (*t  y, «) . 

und  setzt  überdies» : 

M=2m  =  pH+tn1+m3  +  --,  aj 

so  verwandeln  sich  zunächst  die  ersten  drei  Gleichungen  in  2)  in : 

dP 
H^  =  SY  4«} 

dp  ' 

da  offenbar  nach  j)  auch  gesetzt  werden  kann: 

*»S—.    *»2=°,    2»f.=°- 

Die  Reduction  der  anderen  Gleichungen  gestaltet  sich  ebenfalls  sehr  einfach.  Denkt 
man  sich  die  Klammem  unter  den  Summenzeichen  aufgelöst  und  beaohtet,  dass 
unter  den  Annahmen  über  x„  y,  und  z,\ 


}2mz* 
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ist,  so  erhält  man  leicht : 


z,2JX- 


S-(.£-*-S)-.I<.X-**)  4H 

»-fr-S— S)-'^— 1-1 


Die  Gleichungen  4a)  und  4h)  bilden  zusammen  ein  System  von  Differentialgleichungen, 
welches  die  Bewegung  eines  starren  Körpers  vollständig  beschreibt ;  sieht  man  ab  von 
den  Kräften  X,  Y  und  Z,  die  im  Allgemeinen  wohl  Functionen  von  x„  y,  und  *„  und  den 
je  nach  den  Massenelementen  mit  verschiedenen  Indices  zu  bezeichnenden  Coordinaten 
x,  y  und  z  sind,  so  enthalten  die  Gleichungen  4a)  nur  die  durch  die  Bedingungen  3)  be- 
stimmten Coordinaten,  4b)  aber  nur  die  relativen  Coordinaten  der  Massenelemente 
gegen  den  durch  x„  y,  und  z„  dennirten  Punkt.  Die  ersteren  Gleichungen  beschreiben 
also  die  allen  Theilen  des  starren  Körpers  gemeinsame  fortschreitende  Bewegung ;  man 
nennt  den  durch  die  Coordinaten  x, ,  y,  und  z,  bezeichneten  durch  die  Gleichungen  3] 
dennirten  Punkt  den  Schwerpunkt.  Die  letzteren  Gleichungen,  nämlich  4b),  be- 
stimmen die  Rotationsbewegung ;  man  hat  sich  hierbei  zu  erinnern,  daas  in  diesen  der 
Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  in  den  Schwerpunkt  verlegt  gedacht  ist,  dass 
aber  die  Lage  der  Achsen  ihrer  Richtung  nach  sonst  völlig  willkürlich  ist.  Die 
Gleichungen  4a),  welche  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  darstellen,  sind  bereits 
oben  (pag.  43)  verwendet  worden ,  als  die  Bewegung  eines  Planeten  um  die  Sonne, 
beide  Himmelskörper  als  materielle  Punkte  betrachtet,  in  Rechnung  gezogen  wurde ; 
für  die  folgenden  Untersuchungen  wird  nur  das  Gleichungssystem  4b}  in  Betracht 
kommen. 

Führt  man  in  die  Gleichungen  4b)  statt  eines  festen  Coordinatensystems  ein 
bewegliches  ein  ,  welches  mit  dem  rotirenden  Körper  fest  verbunden  gedacht  ist ,  und 
dessen1  Anfangspunkt  mit  dem  Schwerpunkte  zusammenfällt ,  so  werden  die  Coordi- 
naten des  Massenpunktes  m,  in  diesem  Systeme  in  der  Folge  durch  a^',  y/  und  2/ 
zu  bezeichnen,  ebeneo  die  Coordinaten  der  übrigen  Maseenelemente  inj,  »%,  .  .  mit 
den  entsprechenden  Indices  zu  versehen  sein.  Unmittelbar  aber  dürfen  diese  Coordi- 
naten in  die  Gleichungen  4b)  nicht  eingeführt  werden,  weil  die  oben  angesetzten  auf 
das  d'Alembert'sche  Princip  gegründeten  Differentialgleichungen  im  Allgemeinen 
für   ihre  Giltigkeit  ein  festes  Coordinatensy&tem  voraussetzen;   auf  diesen  Umstand 
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tqusb  desshalb  später  gehörig  Rücksicht  genommen  werden.  An  diese  neuen  (Koor- 
dinaten x' ,  y'  und  z  soll  vorerst  die  Bedingung  geknüpft  werden ,  dass  sie  den 
Gleichungen : 

Jm^Y  =  o,      Smx'z'=o,     2my'z'  =  o,       5) 

genügen ,  wobei  das  Summenzeichen  sich  wieder  auf  die  verschiedenen  Massenpunkte 
und  deren  Coordinaten  bezieht.  Die  Berechtigung  dieser  Bedingungen  muss  aber  be- 
sonders nachgewiesen  werden .  weil  dieselbe  nicht  so  offenkundig  zu  Tage  liegt,  wie 
die  durch  die  Gleichungen  3)  (pag.  127)  eingeführten  Annahmen. 

Denkt  man  sich  irgend  ein  rechtwinkliges  Coordinateneystem  nnd  durch  den 
Anfangspunkt  desselben  eine  Gerade  gezogen,  welche  mit  der  X,  Y  und  Z-  Achse  be- 
ziehungsweise die  Winkel  a,  ß  und  y  einschliesst ,  so  wird  der  Abstand  d  eines  durch 
die  Coordinaten  x,  y  und  z  defiuirteii  Punktes  von  dieser  Linie  bestimmt  sein  durch : 
J*  *=  *'  +  y*  +  «*  —  (x  cos  a  +  y  cos  ß  +  z  cos  y)\ 

Die  Richtigkeit  dieser  Relation  leuchtet  sofort  ein ,  wenn  man  bedenkt ,  dass  der 
Anfangspunkt  des  Coordinatensystems ,  der  in  Betracht  gezogene  Massenpunkt  und 
der  Fusspimkt  des  vom  Massenpunkte  auf  die  vorgelegte  Gerade  gefällten  Perpendikels 
ein  rechtwinkliges  Dreieck  einschliessen ,  dessen  eine  Kathete  d ,  die  andere 
x  cos  a  -+-  y  cos  ß  +  2  cos  y  ist,  während  das  Quadrat  der  Hypothenuse  offenbar  durch 
x1  ■+-  pa  +  *a  dargestellt  wird.    Aus  dieser  Gleichung  folgt  aber  sofort : 

dl=xiBma'1  -(-y^sin ß1  +  2*Biny* — 2xyco&aco%ß — 2x2 cos « cos y — 2yzcos/?cosj'.  6) 

Betrachtet  man  nun  alle  Massenpunkte  des  starren  Körpers  und  bildet  die  Summe : 

so  nennt  man  diesen  Werth  das  Trägheitsmoment  des  starren  Körpers  in  Bezug  auf 
die  in  Betracht  gezogene  Gerade.  Für  einen  gegebenen  speziellen  Fall  werden  aber, 
gleichgültig  in  welcher  Richtung  man  sich  die  Gerade  durch  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  gezogen  denkt,  die  Summen : 

Srnz*  =  TX)        2my*  =  Ty,        2mg*   =  T%, 
Smye  =  Px,        2mxz  =  Pv>        2tnxy  =  PM, 

Constanten  sein.     Multiplicirt  man  demnach  'die   Gleichung  6)  beiderseits  mit  dem 
zu  J  gehörenden  Werthe  von  m  und  bildet  dann  die  Summe  für  alle  Massenelemente, 
so  erhält  man  das  Trägheitsmoment  des  starren  Körpers  in  Bezug  auf  die  in  Betracht 
gezogene  durch  die  Winkel  a,  ß  und  y  bestimmte  Gerade  ausgedrückt  durch : 
t=  r3;sin<]r»+  Tysw.ßi  +  T„  sin  y3  —  2  Px  cos  ß  cos  y 
—  2  Pv  cos  a  cos  y  —  2  P,  cos  a  cos  ß. 

Es  kann  das  Trägheitsmoment  niemals  Null  werden ,  sobald  Masaentheile  vorhanden 
sind ,  die  nicht  in  der  gezogenen  Geraden  allein  liegen ;  man  kann  demnach  für  das 
vorliegende  Problem  annehmen,  dass  1  stets  ein  positiver  Werth  zukommt.  Trägt  man 
demnach  die  stets  endliche  Grösse  1  :  yV  auf  der  Geraden  vom  Anfangspunkte  der 
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Coordinaten  auf,  so  werden  die  Coordinaten  dieses  Endpunktes  £,  >>  und  f  bestimmt 
»indupoh:  ,_„ 

Setzt  man  die  aus  diesen  Relationen  sich  ergebenden  Werthe  in  die  Gleichung  7)  ein 
und  erinnert  sich,  dass  die  Gleichung : 

cos  a2  +  cos  ßJ  +  cos  ya  =  1 
besteht,  somit  auch : 

sin  al  =  cos  (S1  -+•  cob  y1 

sin  ß1  =  cos  aa  +  cos  y* 

sin  y1  =  cos  o2  +  cos  jS2 
ist,  so  erhält  man : 

1  =  {Tv  +  T%)  P  +  (Tx+  T%)  r?  4-  {Tx+Ty)  p  -  zPxV$-  2  P„S£-2  P,f  17. 

Denkt  man  sich  dieselbe  Operation  für  alle  möglichen  Lagen  der  Geraden  ausgeführt, 
so  werden,  weil  Vi  ein  stete  endlicher  Werth  zukommt,  die  Endpunkte  der  Abschnitte 
i  :  Vr  eine  geschlossene  Fläche  bilden ;  diese  ist  nach  der  letzten  Gleichung  ein  drei- 
achsiges  Ellipeoid.  Das  oben  betrachtete  Coordinatensystem  hat  seinen  Anfangspunkt 
den  gemachten  Voraussetzungen  nach  im  Schwerpunkte,  die  Achsen  selbst  sind  be- 
züglich ihrer  Lage  nicht  näher  bestimmt;  legt  man  aber  dieselben  so,  dass  die  Achsen 
mit  den  drei  Achsen  des  Ellipsoids  zusammenfallen ,  so  nimmt  die  vorliegende  Glei- 
chung die  Gestalt : 

1  =  (Ty  +  rj  s*  +  (tx  +  rj  ij»  +  (tx  +  Ty)  p, 

an,  woraus  man  schliessen  kann,  dass  durch  diese  Wahl  der  Lage  der  Coordinaten- 
achsen   Pr ,    Py  und  Ps  der  Null  gleich   sind ,    somit    nach  der   Bedeutung  dieser 

Grössen: 

2myz  =  o,         2mxz  =  o,         2mzy  =  o 
wird. 

Aus  dieser  Betrachtung  leitet  man  einige  wichtige  Schlüsse  ab,  zunächst  die 
Richtigkeit  der  oben  (Gleichung  5)  pag.  1 29)  geforderten  Bedingung ,  dass  die  Sum- 
men aus  den  Producten  je  zweier  Coordinaten  in  das  zugehörige  Massenelement  der 
Null  gleich  gesetzt  werden  können.  Ist  das  gewählte  Coordinatensystem  diesen  Be- 
dingungen gemäss  bestimmt,  so  nennt  man  die  diesbezüglichen  Achsen  die  Haupt- 
achsen der  Trägheit ;  die  auf  diese  Hauptachsen  bezogenen  Trägheitsmomente  werden 
die  Ilauptträgheitsmomente  genannt ;  zu  deren  Berechnung  dienen  die  allgemein 
giltigen  Formeln: 

B  =  2m(«'>  +  *'J) 
C  =  im^  +  y''). 

Ferner  kann  man  aus  der  obigen  Gleichung  schliessen ,  dass  jeder  wie  immer  zu- 
sammengesetzte Körper  stets  drei  Hauptachsen  der  Trägheit  hat,  die  auf  einander 
senkrecht  stehen ;  man  kann  sich  datier,  wenn  man  nur  die  Bewegungsverhältnisse 
des  starren  Körpers  seihst  in  Betracht  ziehen  will,  denselben  durch  ein  homogenes 
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dreiachsiges  Elüpsoid  ersetzt  denken,  welches  durch  Poinsot  den  Namen  Central- 
ellipsoid  erhalten  hat. 

Aus  der  Combination  der  vorstehenden  Gleichungen  wird  man  leicht  schlies- 
sen,  dass:  Ty  +  T,  =  Ay     Tx+Tt  =  B,     TK  +  Ty  «  0, 

ist,  demnach  wird  die  Gleichung  des  Centralellipsoids  lauten : 
Ax*+  By*  +  Cz*  =  i. 

Diese  letzteren  und  weitere  sich  daran  knüpfende  Betrachtungen  sind  für  den  zu- 
nächst vorliegenden  Zweck  nicht  nöthig. 

Stellt  man  in  .der  Gleichung  4h)  (nag.  128)  die  Forderung,  dass  in  derselben 
ein  Coordinatensystem  eingeführt  wird ,  welches  als  Achsen  die  Hauptachsen  der 
Trägheit  hat,  so  wird  man  durch  entsprechende  Transformationen  statt  der  Coordi- 
naten  x,  y,  z  die  Coordinaten  x',  y' ',  z'  einzurühren  haben. 

Seien  x',  y1  und  z'  die  auf  die  Hauptachsen  der  Trägheit  bezogenen  Coordi- 
naten des  Massenpunktes  m ,  und  x,  y,  z  die  für  das  feste  Achsensystem  geltenden 
Coordinaten ,  so  werden  zur  Transformation  der  Coordinaten  zunächst  die  bekannten 
Relationen : 

x'  =  ax  -)-  a'y  -f-  a"z  \  x  =  ax'  +  by'  -f-  cz     \ 

y'  =  bx  +  b'y  +  b"z    i    a)  y  =  aV  +  b'y'  +  c'z'    \    b) 

z'  =  cx  +  c'y  +  c"z    \  z  =  d'x'  +  b'Y  +  c"z,  J 

bestehen.  In  diesen  Gleichungen  stellen  die  Buchstaben  a,  b,  c,  d,  b',  c' ,  a,  b",  c"  Co- 
sinus von  Winkeln  dar  und  wird,  wenn  man  die  Winkel  durch  die  einschliessenden 
Achsen  bezeichnet,  wobei  die  accentuirten  Buchstaben  den  Achsen  des  beweglichen, 
die  nicht  mit  einen  Accente  versehenen  jenen  des  festen  Systems  angehören,  sein: 

a  =  cos  (XX'}     ,     d  =  cos(rX')     ,     a"  =  00s  (ZX'J 

ä  =  cos(xr')   ,   i'  =  cos(yr)   ,   b"  =  cos  {zr} 

c  =  cob(XZ')     ,     c'  =  cos  (FZ')     ,     c"  =  cos(ZZ'}. 
Zwischen  diesen  neun  Cosinusfunctionen   bestehen  bekanntlich  gewisse  Relationen, 
welche,  weil  in  der  Folge  vielfach  nüthig,  hier  übersichtlich  zusammengestellt  werden: 

Jl  +  yi+i"i=1  U)  a'3  4-  Ä'1  +  (?*  =  1    1  d) 

ci  4.  c'2  _|_  c"a  —  j  )  /i+P+^=i| 

ab  -f-  a'b'  +  ab"  =  o  \  aa'  +  hb'  +  cd  =  o  \ 

ac  +  a'c'  +  d'd'  =  o  1  e)  ad'  +  W  +  cc"  =  o  l  f ) 

bc  +  b'c'  +  b"c"  =  o  I  0'/+  b'b"  +  c'c"=:  o  \ 

a  —  b'c"  —  c'b"  \  d  =  cb"  —  bc"  \  d'  =  bc'  — 

b  =  c'a"  —  de"  lg)  b'  =  ac"  —  cd'  l  h)  b"  =  cd  — 

c  ==  a'A"  —  b'a"  )  c' ~=  Aa"  —  ab"  J  c"  =  ai'  — 

Aus  diesen  Relationen  sollen  einige  Folgerungen  abgeleitet  werden,  welche  die  spä- 
teren Entwicklungen  möglichst  kurz  gestalten.  Die  Differentiation  der  Gleichungen  e) 
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nach  t  ergibt,  wenn  alle  neun  CoBinuBfunctionen  als  mit  (  variabel  gedacht  sind,  unter 
Einfuhrung  der  abkürzenden  Bezeichnungen  r,  q  und  p : 

bda  +  b'da'  +  b"da"  =  —  {adb  +  a'db'  +  d'db")  =  rät   \ 
ade  +  a'dc'  +  d'de"  =  —  { c da  +  c'da*  +  c"da" }  =  q dt    \   k) 
c db  +  c'dV  +  c"db"  =  —{bdc  +  b'dc'+  b"dc"}  =  pdt.  J 
Die  Differentiation  der  Gleichungen  c)  ergibt  aber : 

a  da  +  a'da'  -\-  d'dd'  =  o    1 
bdb  +  b'db'+b"db"  =  o    \   1) 
ede  +  c'dc'+  e"dc"  =  o.  J 
Um  die  in  der  Folge  nöthigen  Operationen  ohne  allzuviel  erklärende  Worte  in  mög- 
lichst übersichtlicher  Weise  ausführen  zu  können,  sollen  die  Gleichungen  k)  und  1) 
symbolisch  geschrieben  werden,  nämlich: 

K^=  K^=  rdt    ,    l,  =  o 
Ä"ji')=  Kpi=  qdl    ,     h=  o 
KZW=  Kj,W=  pdt    ,     l3  =  o; 
die  Vergleichung  dieser  beiden  Systeme  mit  den  obigen  k)  und  1)  lässt  die  Bedeutung 
der  Symbole  ohne  Schwierigkeit  erkennen.  Führt  man  nun  die  Operationen,  welche 
in  den  linker  Hand  stehenden  Gliedern  der  folgenden  Gleichungen  angedeutet  sind, 
durch,    so  wird  man  mit  Rücksicht   auf  die  früher  gesammelten  Relationen  leicht 
finden:  a  K^—  b  Ks'^+  c  ^  =  de  =  (aq  —  b p)  dt  ; 

a'KiW—  b'K3V>+  c'  k  =  de'  =  (a'q  —  b'p)  dt 
d'KiW—  b"K3n+  c%  =  dc"=  (a"q  —  b"p)  dt  j 
c  JTaO—  a  KtW+  bk=  db=  {cp-ar)dt  \ 
c'.r3<»—  a'Kl®>+  b'lt  =  db'=~  (c>—  a'r)  dt   1  n) 
c"K3W—  d"Ki^+  b'%  =  db"=  {c"p  —  d'r)  dt  1 
b  Äil't—  c  Äi«+  t(|»ii>=  \br  —  cq)dt  \ 
b'KJV—  o'JTs«l+  ffl'i  =  da'=  [b'r  —  c'  q)  dt   l  p) 
Ä"Ä",<|>_  c"Xp+  d%  =  da"=  [b"r  —  c"q)  dt  J 
Die  Gleichungen  m) ,  n)  und  p)  geben  die  Differentiale  der  neun  Cosinusfunctionen  an ; 
multiplicirt  man  dieselben  entsprechend  dem  im  nächsten  Gleichungssysteme  q],  links 
vom  Gleichheitszeichen  stehenden  Ausdruck  untereinander  und  addirt  die  zusammen- 
gehörigen Produkte ,  bo  findetf sich  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  e)  und  c) : 
dadb  +  du'db'  +  dd'db"=  —pqdP  1 
dade  +  da'dc'  ■+-  da"dc"  =  — prdf1  }   q)( 
db  de  +  db'dc'  +  db"dc"  =  —  qr  dp. ) 
Differentiirt  man  die  Gleichungen  k)  nochmals  nach  t,  so  erhält  man,  die  eben  ange- 
führten Relationen  q)  beachtend,  ohne  Schwierigkeit : 

d*e     .       ,  d*c'     ,       <•  dV         dg  i     <Pa    ,       ,   dV    ,       „  tPa"  I         da  l_\ 

C   1*  +   C     *T  +  c    Hl*    -  £  +  Vi     -    *  -Tn T  +  b   -37T  +  b    -gg-    =  $  -qr.) 
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Aus  den  Gleichungen  m) ,  n)  und  p)  folgt  schliesslich  noch : 
p  da   +  q  db  +  r  de  = 
p  da'  -+-  q  db'  +  r  de'  = 
p  da"  +  q  db"  +  r  de"  =  o.  I 

Mit  Hilfe  der  eben  entwickelten  Relationen  wird  nun  die  in  den  Gleichungen  4b) 
Ipag.  128)  vorzunehmende  Transformation  der  Coordinaten  verhältnismässig  einlach 
durchzuführen  sein;  man  hat  in  denselben  die  Coordinaten  x,  y  und  z  durch  die 
Coordinaten  x',  y'  und  z'  zu  ersetzen.     Bedenkt  man,  dass: 

dfr  __    .  0q'    ,      .  <»'  ,  «Po' 


sein  muss,  weil  das  bewegliche  Coordinatensy stein  fest  mit  dem  rotirenden  Körper 
verbunden  gedacht  ist,  also  die  Derivationen  x' ,  y'  und  z  nach  der  Zeit  l  nothwendig 
der  Null  gleich  sein  müssen,  so  findet  man,  wenn  die  nach  den  beweglichen  Achsen 
zerlegten  Kräfte  mit  X' ,    Y'  und  Z'  bezeichnet  werden,  zunächst: 


a^+v+rfiÄ+,5+,1 


111,111,      ii-.l    ,  a-a    ,      ,a°o    ,      ,c 


=  2  {[asl+h/+a!)  [JX+b'T+c'Z]  -  («V+jy+cV)(oX'+Sy-+»Z')} 


V  ■     n     I     i      1"     '     r         •■    •■    /     '<*»      I         (fl-6      .         ,  0-1'  1  ,■         r       ,       1     .      .  ,.    /     , 

J+  "  +* V  +« « )  (*  «.  +» -*■ •+•'  *■)— K  +  V  +  » )  (•' 


=  2  {(a'x'+b'y'+c'z')  (a"X'+l>"Y'+c"Z'}—{a"x,+l>y+c"z')  (a'X'+V  Y'+c'??)). 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  sofort  einfacher  schreiben;  löst  man  nämlich  zu- 
nächst linker  Hand  vom  Gleichheitszeichen  unter  den  Summensymbolen,  von  denen 
offenbar  die  Cosinusfunctionen  und  deren  Derivationen  unabhängig  sind,  die  Klam- 
mern auf,  so  werden  vermöge  der  Gleichungen  5)  (pag.  129),  welche  die  Hauptachsen 
der  Trägheit  als  Coordinatenachsen  einfuhren,  alle  jene  Glieder  verschwinden,  in 
denen  die  Producte  x'y',  x"z'  und  y'z'  auftreten;  rechter  Hand  wird  die  Auflösung 
der  Klammem  und  die  Benützung  der  in  g) ,  h)  und  i)  enthaltenen  Relationen  die  fol- 
genden wesentlich  einfacheren  Formen  ergeben : 

-        \    ,   ,1     tPa'  ,  <Pa\    ,      ,   ,  I./Pi'         ,,  <W\    ,      ._,/    rfV  ,'d*e\l 

■"!"b-'¥|+»'(,*-,ff|+'«r*-'¥ii  = 

=  2{*  pr— y'X'H-  J'  px— *Z)  +  *  yz—SY')) 
2<"  M0  -55—«  «H»»  (»isr-4  -sr)  +  "  («V-«  *r)i  = 
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Multiplicirt  man  nun  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  e",  c'  und  c  und  bildet 
deren  Summe,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  S)  (nag.  130)  und 
rJ  (pag-  >i2)  und  auf  das  obige  Relationstableau  (pag.  131)  die  erste  der  unten  an- 
gesetzten Gleichungen  10).  Opcrirt  man  in  analoger  Weise,  indem  man  die  Glei- 
chungen 9)  mit  b",  b'  und  b  multiplicirt,  so  wird  man  zur  zweiten  Relation  in  10) 
gelangen:  die  Multiplication  mit  a",  a'  und  a  führt  zur  dritten. 
C  %  =  [A-B]  „  +  3PT- y'X')  | 
B  J=  IC— A)pr  +  2i/!X'  —  JZ)    \    10) 

A  *  :=  1*-°)  »r + -  vz'  -  •'  r'l '  I 

Dieses  Gleichunggsystem  stellt  die  Euler'schen  Differentialgleichungen  für  die 
Rotationsbewegung  dar;  wie  man  sieht,  spielen  in  diesen  Gleichungen  die  oben  ein- 
geführten Hilfsgrossen  p,  q  und  r  (Gleichung  k)  pag.  132)  eine  wichtige  Rolle,  weshalb 
es  vortheilhaft  sein  wird,  auf  die  Bedeutung  derselben  näher  einzugeben. 

Bezeichnet  man  mit  &  den  Winkel ,  den  zwei  durch  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  gezogene  Gerade  mit  einander  einschliessen,  mit  at,  ß\  und  yt  die  Win- 
kel, welche  die  eine  Linie  mit  den  festen  Coordinatenachsen ,  mit  a^,  fi2  und  y?  die 
Winkel,  welche  die  andere  Linie  mit  denselben  einschüesst,  so  gilt  bekanntlich  die 

Relation:  ,  „  , 

,  COS  0  =  COS  £<!  cos  a3  +  cos  ßv  cos  fa  +  cos  y,  cos  ya.  1 1) 

Herrachtet  man  nun  das  mit  dem  starren  Körper  rotirende  Coordiuatensystem  in 
zwei  nur  durch  das  unendlich  kleine  Zeitintervall  dt  getrennten  Lagen  und  bezeichnet 
die  Coordinatenachsen  für  den  ersten  Fall  mit  X\,  Y\  und  Z\,  für  den  zweiten 
mit  Xj',  3j',  Zj',  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  X, '-Achse  mit  den  festen  Coor- 
dinatenachsen X,  Yund  Z  einschließt,  beziehungsweise  mit  a,  a'  und  a",  die  ana- 
logen Grössen  für  die  Yx  '-Achse  mit  b,  b'  und  b",  für  die  Zt  '-Achse  mit  c,  c'  und  c", 
wobei  die  Buchstaben  in  derselben  Bedeutung  wie  früher  genommen  sind,  während 
für  die  zweite  Lage  des  beweglichen  Coordinatensystems  beziehungsweise  die  Grös- 
sen a  -f-  da,  0'+  da',  0"+  da";  b  +  db,  A'-f-  db',  b"+  db";  c  +  de,  c'-\-  de'-,  c"-\-  de" 
gelten,  so  findet  sich,  wenn  man  die  durch  die  Achsen  der  beiden  beweglichen  Systeme 
eingeschlossenen  Winkel  durch  die  sie  bildenden  Achsen  bezeichnet,  mit  Rücksicht 
auf  die  Fomel  11J  : 

cos  [Xi'Xi)  =  a[a  +  da)  +  a'{a'+  da')  +  a"(a"+  da") 
cos  (Xi'y3')  =  o(i  +  db)  +  a'[b'  +  db')  +  d'{b"+  db") 
cos  (Xi'Zj'j  =  a(c  -H«fc)  +  a'(c'  +  de')  +  a"{c">+  de") 
cos  (iyxa')  =  b{a+da)  +  b'{a'+  da')  +  b"(a"+  da"} 
cos  [Y,'  Yfl  =  b{b  +  db)  +  b'{b'  +.<&')  +  b"(b"+  db") 
cos  [Yi'Zj)  =  b{c  +  de)  +  b'{c'  +  de')  +  b"{e"  +  de") 
cos  (Z,'  X,')  =  c[a  +da)  -f-  c'{a'+  da')  +  c"{a"+  da") 
cos(Z,'  Yt)  =  c{b  +  db)  +c'[b'+db')  +c"{b"+di") 
cos  [Z{  Zj')  =  c[c  +  de)  +  c'{c'  +  de')  +  c"{c"+  de"). 
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Betrachtet  man  die  Incremente  als  unendlich  klein ,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf 
die  Relationen  c) ,  ej,  1)  und  k)  (pag.  131  und  132)  sofort 

co«  (X,'Xi)  =  1 

cos  (X,'Y2')  =  t-db  +  a'db'  +  a"db"  =  —  rdt 
-  cos  [Xi  Z^')  =  ade  -f-  a'dc'  -{-  a"dc"  =  qdt 

cos  (Yt'Xi)   =  bda  +  b'da'  +  JW  =  rdt 

oottr.T,')  =  1 

cos  (Y,'  Z,')  =  bde  -f-  b'dc'  +  i"<fc"  =  —  pdt 

cos  (Z/  X,')  =  cda  +  e'da  +  c"do"  =  —  qdt 

cos  (Z,'  7,'J  =  cdb  ■+■  c'<*6'  +  c"rfi"  =  /><& 

cos  (Z,'  Z{)  =  1. 
Projicirt  man  den  Winkel  (Ti'Xj')  auf  die  (X/Yi')  Ebene,  eo  wird  derselbe  nicht  ge- 
ändert, denn  die  beiden  Ebenen  schliessen  mit  einander  einen  Winkel  erster  Ord- 
nung ein,  demnach  entstehen  durch  die  Protection  nur  Änderungen  zweiter  Ordnung ; 
es  ist  also  der  Winkel  zwischen  der  Xj'-  und  Xj- Achse  am  Anfangspunkte  der 
Coordinaten,  wenn  man  die  Drehung  um  die  Z'-  Achse  im  Zeitelemente  dt  von  der 
positiven  X' -Achse  nach  der  positiven  Y- Achse  gezählt  mit  rdt  bezeichnet: 

rdt  =  9O0—  (Xa'Yi'), 
oder  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Verschiebungen  unendlich  klein  sind,  also  der 
Bogen  (900 —  Xj'Yi'),  dem  Sinus  gleich  gesetzt  werden  kann  : 

rdt  =  oöa(Xj'Yi')  ; 
r  ist  demnach  das  Mass  der  Drehung  des  starren  Körpers  um  die  momentane  Z'- 
Achse  des  mit  dem  starren  Körper  fest  verbundenen  Systems,  welche,  von  der  positi- 
ven Seite  der  Z*-  Achse  aus  gesehen  in  dem  Gange  des  Uhrzeigers  entgegengesetz- 
tem Sinne  stattfindet;  r  ist  also  die  momentane  Winkelgeschwindigkeit  der  Z'- 
Achse.  Ahnliche  Schlüsse  führen  zu  dem  Resultate,  dass  p  und  q  beziehungsweise 
die  momentanen  Winkelgeschwindigkeiten  der  X'-  und  Y- Achse  darstellen,  alle  in 
demselben  Sinne  positiv  gezählt,  nämlich,  von  der  positiven  Seite  der  Drehungsachse 
gesehen,  umgekehrt  wie  die  Bewegung  des  Uhrzeigers. 

Da  Rotationsbewegungen  nach  denselben  Gesetzen  wie  Kräfte  vereinigt  oder 
zerlegt  werden  können,  so  werden  sich  die  drei  Rotationen  p,  j  und  r  zu  einer  einzigen 
vereinigen  lassen,  deren  Grösse  bestimmt  ist  durch : 


w  =»  V>*  +  ja  -f  r».  12) 
Diese  Gleichung  ist  somit  der  Ausdruck  für  die  Rotationsbewegung  des  starren  Körpers 
um  eine  Achse,  welche  man,  da  dieselbe  im  Allgemeinen  mit  der  Zeit  veränderlich  ist, 
als  die  instantane  Drehungsachse  bezeichnet.  Die  Winkel  «',  ß'  und  /',  welche  diese 
instantane  Drehungsachse  mit  den  Hauptachsen  der  Trägheit  X',  Y'  und  Z*  beziehungs- 
weise einschliesst,  sind  bestimmt  durch  : 


Vp*  +  ?s  +  r* 

YP'  +  8*  +  r* 
COS  /  =      ,_..__T     =  I    I 

Vj>«  +  ?*  +  -*    ) 
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ho  dass,  sobald  die  Euler'schen  Grössen  p,  quiv\  r  bekannt  sind,  die  Bestimmung  der 
Lage  der  instantanen  Drehungsachse  gegen  das  mit  dem  rottenden  Körper  fest  ver- 
bundene System  ohne  Schwierigkeit  vorgenommen  werden  kann.  Will  man  die  Lage 
der  instantanen  Drehungsachse  auf  ein  fixes  Coordinatensystem  beziehen ,  so  benützt 
man  hierzu  die  Gleichung  n)  (pag.  134);  man  wird  unter  <J  der  Reihe  nach  den 
Winkel  verstehen,  welchen  die  instantane  Drehungsachse  mit  der  fixen  X,  Y und  Z-Achse 
bildet ;  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  feste  X-Achse  mit  den  beweglichen  Achsen 
X'  Y*  und  Z  der  Reihe  nach  einschliesst,  sind,  wie  oben  (pag.  131)  durch  a,  bt  c  be- 
zeichnet, jene  der  festen  Y-Achse  mit  denselben  durch  a',  &'  und  c',  jene  der  Z-Achee  mit 
a",  b"  und  c" ;  nennt  man  also  die  Winkel ,  welche  die  instantane  Drehungsachse  der 
Reihe  nach  mit  den  fixen  Achsen  X,  Yund  Z  einschliesst,  a",  ß"  und  y".  so  hat  man 
nach  11)  (pag.  134)  die  Relationen: 

cos  a"  =  a  coso'  ■+■  b  cos/3'  +  c  cos/ 

cos  jS"  =  a'  cos  a'  -f-  b'  cos  {f  -f-  c'  cos  y' 

cos  y"  =  a"cosa'  +  o"cos/f  +  c"ca$y' . 

Die  Substitution  der  Ausdrücke  13)  [pag.  135)  in  diese  Gleichungen  ergibt : 

cos  a    sb=  — f_ 1  .'__ 

Vp1  +  9*  +  r* 
m  a'p  +  b'  q  +  r'r        I 

COS  S    = ~r -= >         JA) 

iV  +  f  +  n  4; 

Vf  +  f  +  f*! 
womit  die  Lage  der  instantanen  Drehungsachse   gegen  das  feste  Coordinatensystem 
ohne  Schwierigkeit  bestimmt  werden  kann. 

ß.    Ersetzung  der  neun  Cotvtusfuncttonen  durch  Functionen  dreier  von  einander 
unabhängiger  Bogen. 

Für  die  weiteren  Operationen  ist  es  forderlicher,  statt  der  neun  Cosinusfunc- 
tionen,  zwischen  denen  sechs  Bedingungsgleichungen  bestehen,  drei  unabhängig 
Variable  einzuführen ;  die  Lösung  dieser  Aufgabe  reducirt  sich  auf  eine  einfache  Trans- 
formation der  Coordinaten .  mittelst  welcher  das  eine  Coordinatensystem  durch  drei 
passend  gewählte  Drehungen  in  das  andere  übergeführt  wird ;  es  soll,  um  für  den  Sinn 
der  Drehung  eine  feste  Regel  zu  haben ,  die  Bestimmung  getroffen  werden ,  dass  jener 
positiv  gedacht  wird ,  wenn  die  Drehung,  vom  positiven  Ende  der  Drehungsachse  aus 
gesehen ,  in  der  dem  Gange  des  Uhrzeigers  entgegengesetzten  Richtung  stattfindet. 
Es  falle  das  feste  Coordinatensystem  für  eine  bestimmte  Epoche  mit  der  Ekliptik  zu- 
sammen, die  positive  X-Achse  wird  nach  dem  Frühjahrspunkte,  die  positive  Y-Achse 
nach  einem  Punkte,  dessen  Länge  9o°ist,  gerichtet  sein ;  die  positive  Z-Achse  trifft  den 
Nordpol  der  Ekliptik.  Das  bewegliche  Achsensystem  gehört  einer  beliebigen  Zeit  an, 
der  aufsteigende  Knoten  des  demselben  entsprechenden  Äquators  auf  der  festen  Ek- 
liptik wird  nicht  im  Herbstpunkte  liegen,  sondern  in  einem  Punkte,  dessen  Länge  mit 
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r8o°  +  ip  bezeichnet  weiden  soll ;  ip  ist  demnach  die  Länge  des  absteigenden  Knotens 
und  wird  ein  kleiner  Bogen  sein,  so  lange  der  Zeitunterschied  der  beiden  Epochen  ein 
massiger  bleibt.  Mit  umgekehrtem  Zeichen  genommen  wird  also  ip  (vergl.  pag.  125) 
denjenigen  Bogen  ausdrücken,  welcher  die  um  die  Nutation  in  Länge  vermehrte  luni- 
solare  Präcession  darstellt.  Die  Schiefe  der  Ekliptik  ist  bekanntlich  die  Neigung 
der  Ekliptik  gegen  den  Äquator,  für  welchen  Winkel  der  Buchstabe  e'  gewählt 
werden  soll ;  dieser  Winkel  findet  sich  an  dem  Funkte  ip  vor ,  wo  in  der  That  der 
Voraussetzung  nach  der  aufsteigende  Knoten  der  Ekliptik  im  Äquator  liegt.  J)er 
oben  gegebenen  Definition  entsprechend  ist  also  c'  die  Schiefe  der  festen  Ekliptik  gegen 
den  jeweiligen  beweglichen  Äquator.  Der  Winkel,  welchen  die  positive  X' -Achse  des 
beweglichen  Systems  mit  der  durch  ip  gelegten  Knotenlinie  einschliesst,  soll  mit  <p  be- 
zeichnet werden;  derselbe  wird  positiv  im  Sinne  der  Rotationsrichtung  der  Erde  ge- 
zählt und  daher,  wenn  man  siph  die  positive  X'-Achse  in  den  Meridian  eines  gegebenen 
Ortes  gelegt  denkt,  sehr  nahe  mit  der  Sternzeit  dieses  Ortes  identisch  sein.  Die  posi- 
tive bewegliche  y-Achse  trifft  die  Himmelskugel  im  Äquator,  im  Abstände  oo°  -\~  <p 
vom  Punkte  ip,  die  bewegliche  X'-Achse  ist  nach  dem  Nordpol  des  Äquators  gerichtet. 
Dreht  man  das  oben  als  fest  angenommene  Coordinatensystem  um  die  Z- Achse, 
und  zwar  im  positiven  Sinne  um  den  Winkel  ip,  so  werden  die  Coordinaten  eines 
Punktes  in  diesem  neuen  Systeme  £, ,  ij(  und  £,  mii;  den  ursprünglichen  Coordinaten 
x,  y  und  z  durch  die  Relationen : 

£t  =  x  cos  \p  +  y  sin  \p  \ 
i/(  =  y  COS  tp  —  x  sin  ip 

verbunden  sein.  Die  positive  X-Achse  dieses  neuen  Systems  trifft  einen  Punkt,  dessen 
Länge  ip  ist;  um  nun  die  XYEbene  dieses  neuen  Systems,  welche  mit  der  Ebene 
der  Ekliptik  zusammenfällt,  durch  eine  Drehung  in  die  des  beweglichen  Äquators  zu 
verwandeln,  muss  man  die  X-Achse  als  Drehungsachse  betrachten  und,  die  oben  ge- 
machte Definition  über  den  Sinn  der  positiven  Drehung  festhaltend,  eine  Drehung  im 
Betrage  von  3600  —  e'  ausführen.  Die  Relationen  zwischen  den  Coordinaten  dieses 
neuen  Systems  &,  ija  und  £,  und  den  Coordinaten  £,,  ijt  und  £(  sind  danach  : 

£1  =  ?i  cos  e'  +  17,  sin  e'. 
Die  neue  if-Achae  als  Drehungsachse  betrachtet,  wird  man  endlich  durch  eine  Drehung 
um  den  Winkel  <p  das  Zusammenfallen  der  neuen  Coordinatenachsen  mit  den  Haupt- 
achsen der  Trägheit  bewirken;  die  bestehenden  Relationen  sind : 

d  =  &  cos  tp  +  J?j  sin  9»    1 

y'  =  jjj  cos  q>  —  g2  a*n  V    \    3) 

Substitnirt  man  nun  successive  die  Coordinaten  x,  y,  z  in  die  Gleichungen  2)  und 
3) ,  so  findet  man  durch  Vergleichung  der  so  gewonnenen  Wer  the  mit  den  Gleicaun- 

Op poliar,   Bihnbe.ltTjiinnneHi.   I.    1.  Aofl.gt.  18 
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gen  a]  (pag.  131)  sofort  die  daselbst  eingeführten  Coainusfunctioncn  durch  Functionen 
von  ip,  e'  und  tp  ausgedruckt ;  die  Ausführung  der  angezeigten  Operationen  ergibt : 
a  =  —  sin  </>  sin  \p  cos  * '    |-  cos  tp  cos  tp 
a   ~  +  sin  tp  cos  1/;  cos  e'  +  cos  tp  sin  i/> 
a"  =s  —  sin  91  sin  e' 

J   =  —  cos  tp  sin  7/)  cos  e'  —  sin  <p  cos  1^ 
-  4'  =  -+-  cos  ai  00s  tp  cos  e'  —  sin  tp  sin  ^»     J.    4) 

b"  =  —  cos  91  sin  e' 
c  =  —  sin  tp  sin  e' 
c'  =  +  cos  tp  sin  e" 
c"  =  -+-  cos  e'. 

Hiermit  sind  wohl  die  gewünschten  Relationen  erreicht ;  es  wird  jedoch  zweck- 
mässig sein ,  noch  auf  die  differentiellen  Verhältnisse  Rücksicht  zu  nehmen.  Die 
Differentiation  der  Gleichungen  4)  ergibt,  wenn  man  rechter  Hand  vom  Gleichheits- 
zeichen tp,  tp  und  e'  als  variabel  betrachtet  und  sofort  die  aus  denselben  Gleichungen 
sich  ergebenden  Relationen  einfuhrt : 

da  =  -f-  bdq>    —  e   sin  tp  de'  —  a'dtp 
da'  =  -j-  b'dtp  —  c'  sin  tp  de'  -f-  adtp 
da"  =  +  b"dq>  —  c"  sin  tp  de' 
db  =  —  adtp   —  c  cos  tf>  de'  —  b'dtp 
db'  =  —  a'dtp  —  c'  cos  tp  de'  +  bdip  \    5) 

db"  =  —  a"dtp  —  c"  cos  tp  de' 
de   =  +  (o  sin  tp  4-  6   cos  tp)  de'  —  c'dtp 
de'  =  -f-  («'  sin  g>  +  b'  cos  g>)  de'  +  «ty< 
de"  =  +  (a"  sin  g?  +  b"  cos  y)  <fe\ 
Denkt  man  sich  diese  Differentiationen  nach  der  Zeit  t  durchgeführt  und  in  die  Glei- 
chungen k)  (pag.  132)  eingesetzt,  so  wird  man  pdf,  qdt  und  rdt  ohne  Schwierigkeit 
als  Functionen  von  dtp,  dtp  und  dt'  erhalten.     Mit  Rücksicht  auf  die  Reductions-' 
formein  c)  und  i)  (pag.  131)  und  die  Gleichungen  4)  (pag.  138)  wird  dann  gefunden: 
rdt  =  ■+-  dtp  +  cos  e'  dtp  \ 

qdt  =  —  cos  tp  sin  e'  dtp  +  sin  tp  de'     \    6} 
pdt  =  —  sin  tp  sin  e'  dtp  —  cos  tp  de' .    \ 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt  durch  entsprechende  Multiplication  mit  sin  tp  und  cos  tp 
und  nachherige  Addition : 
—  sin  e'  dtp  =  +  sin  <p  p  dl  +  cos  tp  q  dt  \ 

de'  =  —  cos  tp  p  dt   \-  sin  tp  q  dt  1  7) 

dtp  =  -f-  r  dt  —  cos  e'  dtp  =  r  dt  -f-  sin  q>  cotg  e'  p  dt  +  cos  tp  cotg  e'  q  dt,\ 

woraus,  wenn  p,  q  und  r  durch  irgend  ein  Verfahren  bestimmt  sind ,  sofort  die  Ände- 
rungen der  Grössen  tp ,  e'  und  tp ,  die  sich  auf  das  feste  System  beziehen ,  ermittelt 
werden  können. 
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y.    Transformation  der  Momenttutnmen. 

Die  Euler'schen  Differentialgleichungen  10)  {pag.  134)  enthalten  die  Summe 
der  Momente,  nämlich : 

X=2(y'?-»'F'] 

N  =  S(z'r—y'X'). 

Nimmt  man  nun  an ,  ein  materieller  Punkt  von  der  Hasse  M,  *)  wirke  auf  den  starren 
Körper  nach  dem  Newton'schen  Attractionsgesetze ,  seine  auf  die  Hauptachsen  der 
Trägheit  bezogenen  Coordinaten  seien  x,',  y,'  and  z,'  und  setzt  der  Kürze  halber ! 

r>  =  (.,'  _  *■)>  +  (,,'_/)!  +  (,,'  _  J)\     2) 

so  sind  die  nach  den  Achsen  zerlegten  Kräfte  {vergl.  pag.  43),  welche  auf  das  Element 
m  des  starren  Körpers  wirken,  bestimmt  durch : 

X-  =  JJ5  [*,'  —  x1)      \ 


welche  Relationen  übrigens  für  ein  beliebiges  Coordinatensystem  gelten.  Danach 
werden  die  Drehungsmomente  in  1 ) ,  wenn  man ,  um  die  Gesammtwirkung  auf  den 
starren  Korper  zu  erhalten,  wieder  das  Summenzeichen  einführt : 

U=  2 -*£(*/«/  -**.')      \    4) 

jv=  2-¥£  Wp>'— *'*.'}■  | 

Da  M,,  x,',  y,'  xm&z,'  von  dem  Summenzeichen  nicht  beeinflusst  werden,  so  kann  man 
dieselben  als  conetante  Factoren  vor  dasselbe  bringen;  femer  werden  die  folgenden 
Ausdrücke  der  gemachten  Bemerkung  gemäss  Null  sein,  nämlich: 

y.'Sz/^P-  *,'Sy,'^  =  o 

t.'Sz.'-Zp—  x,'Sz,'~J^  =  o 

B/Sf.'-Zp-  y,"Sx.'-jP-  =  o. 

Denkt  man  sich  diese  Nullwerthe  zu  den  entsprechenden  Gleichungen  4)  addirt ,  so 
erhält  man  ohne  Schwierigkeit  für  die  Drehungsmomente  die  Ausdrucke : 

*)  Drückt  man  die  Muse  in  Einheiten  der  Sonnenmasse  und  die  durch  die  Kraft  erzeugten 
Beschleunigungen  in  Einheiten  der  mittleren  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne  ans,  so  ist,  für  M, 
eigentlich  in  setien  M,k',  wobei  alu  Zeiteinheit  der  mittlere  Sonnentag  voraus  gesetzt  igt  (vergl.  pag.  49) . 
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M  =  x.,M.S^pint-  z.'M,S~--''-m    1    5) 
2\T  =  y,'.Jf,2^=^-'i»  —  z.'U.^i^^-m,   ] 
welche  sich  mittelst  der  Einführung  des  Potentials  V  einfacher  schreiben  lassen ;  es  ist, 

K=  M,Z-, 


wenn  man: 

und  gemäss  2)  (pag.  13g) : 


1  -■  V-  ~» 


ldr\ 


6) 


(S)~  *** 
-JtJ- 


0  =  -J 


Die  Gleichungen  5)  erhalten  somit  die  Form : 

Es  lassen  sich  aber  die  Drehungsmomente  auch  als  Functionen  der  partiellen 
Differentialquotienten  des  Potentials  nach  den  im  vorigen  Capitel  eingeführten  unab- 
hängig Variablen  <p,  ip  und  e  darstellen ;  diese  Transformation  soll  hier  vorgenommen 
werden,  weil  dieselbe  für  die  Folge  wesentliche  Vortheile  bietet.  Die  oben  eingeführte 
Kräftefunction  enthält  die  auf  das  gewählte  bewegliche,  mit  den  Hauptträgheitsachsen 
zusammenfallende  Coordinateniystem  bezogenen  Coordinaten  der  Massenelemente 
Mi,  trti,  ff*j,  .  .  .,  welche  nach  der  Wahl  dieses  Coordinatensystema  constant  sind ;  die- 
selben sind  von  den  Winkeln  <p,  ifi  und  e'  völlig  unabhängig,  ihre  Ableitungen  nach 
tp,  xp  und  e'  somit  der  Null  gleich.  Man  kann  daher  die' partiellen  Differentialquotienten 
des  Potentials  nach  9»,  \p  und  e',  da  dasselbe  als  von  <p,  \p  und  «'  abhängige  Grössen 
nur  die  Coordinaten  x,' ,  y,'  und  *,'  enthält,  vollständig  darstellen  durch: 

[dy)  =  fc'J  (  d?  )  +  \jp)  {4)  +  {&;•)  [dj) 

61) = 6?)  ($) + (£)  (%) + 65)  GÖ } 8) 
®-©(3)+CS)CS>(S)(3)l 

Sind  die  auf  die  fixe  Ekliptik  bezogenen  Coordinaten  des  materiellen  Punktes  »,,  y, 
und  *,  so  bestehen  nach  Gleichung  a)  und  b)  (pag.  131)  die  Relationen : 

x,'  =  ax,  +  a'y.  -+■  o"«.  1  1,  =.i,'  +  iji/+e  z'    \ 

y,'  =  bx,  +  h'y,  +  b"z,   \    ga)      y,  =  a'x,'  -f-  b'y,'  -f-  c'z,'    >    9b) 

t,'  =  cz,  +  c'y,  +  c"ä,  I  z,  =  a'x,'  -+-  b"y,'  +  c"*,',  ) 
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wobei  den  neun  Cosinusfunctionen  die  durch  die  Gleichungen  4}  (pag.  138}  festgestell- 
ten Bedeutungen  zukommen ;  es  ist  danach,  wenn  man  von  den  partiellen  Differential- 
quotienten, welche  die  Gleichungen  5}  (pag.  138]  ergeben,  mit  Bücksicht  auf  die  Glei- 
chungen ga)  und  9b)  und  i)  (pag.  131)  Gebrauch  macht: 

^  =  bx,  +  b'y,  +  b"z,  =  y,'  | 

^=-(ax,+a'y,+a"*,)  =-*,'  10) 

dz,'  _ 

Afr  —ay>~  *'*«  =  >■'(«*'  —  *°')  +  *t'{*d  — ca')  =  c"y'  —  *"*.'     I 

-j~r  =  by,  —  b'x,  =  x,'(ba'  —  ab')  +  z,'[bc'  —  cb')  =  d'z,'  —  c"x,' 
-^  =  cy,  —  c'x,  =  z,'{cd  —  ac')  ■+■  y,'{cb'  —  bc')  =  b"x,'  —  d'y,' ', 
-^-  =  —  siny  {ex.  -+-  c'y,  +  c"z,)  =  —  sin  tpz,'  | 

-tf-  =  —  cosy  [ox,  +  c'y,  +  c"z.)  =  —  cob  ipz,'  \  12) 

-jp  =  sinyfaa;,  +  a'y,  +  a"z.)  -f-cosy  (Ax,  +  4'y,  -f-*"«.)  =6\n<px,'  +  cos qoy,'. ) 

Die  Substitution  dieser  partiellen  Differentialquotienten  in  8)  [pag.  140)  ergibt: 

(S)  =  »•(£)-*'(£) 

(£) = *»  M£)  -  •/(£)}  - «-,  ( ..'(£)  - >■'(?)} . 

Führt  man  nun  in  diese  Ausdrücke  die  Wertbe  nach  7)  (pag.  140]  ein  und  ersetzt 
die  Cosinusfunctionen  a",  b"  und  c"  nach  den  Gleichungen  4)  (pag.  1 38) ,  so  erhält  man 
ohne  Schwierigkeit : 

\d£)  =  —  (nnysine'Ii  —  cosyaine'  M  +  coac'iV 
(  T-;l  =  siny^f —  cos  <pL. 
Bestimmt  man  hieraus  L,  Mund  N,  so  findet  sich  leicht: 

*- SS  H' 69 -G3I— ■»(£)! 

*-sfHS)-g+*»®  -) 
.  *=o  ) 

welche  Werthe  der  durch  die  Gleichungen  1)  (pag.  139)  bestimmten  Bedeutung  der 
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Buchstaben  L,  M  und  JV  gemäss  in  die  Euler'schen  Gleichungen  10)  (pag.  13g)  ein- 
gesetzt, diesen  die  folgende  Gestalt  ertheilen : 

«J  +  ü-^-Sk  (£)  -  (£)|  +  *,  (?)     ■*> 
*J+i»-4„-(g).  ) 

d.    Entwicklung  des  Potentials  V  und  seiner  partiellen  Dißerentialquotienten. 
Für  das  vorgelegte  Totential  wurde  oben  [pag.  140)  die  Form: 

V  =  M,2  -,  1) 

gefunden  und  hierbei : 

r*  =  (*,'  —  *)»  +  (y,'  -  tfl  +  (,,'  -  /)i,  2) 

gesetzt.    Führt  man,  entsprechend  den  früheren  Annahmen,    die  Hauptachsen  der 
Trägheit  ein,  so  bestehen  (vergl.  3)  pag.  127  und  5)  pag.  120)   die  Gleichungen: 
2  m  x'  =  o     ,        2my"  =  o     ,        2  m  z  =  o    I 
2  m  x'y'  =  o     ,     2  m  x'z'  =  o     ,     2  m  yV  =  o.  J 

Aus  den  Relationen   (vergl.  a)  pag.  127  und  8)  pag.  130}: 

M=2m  ,     B  =  2mz"*  +  2mz'*  \ 

A=2my'*  +  2mz"*     ,      C  =  2  m  x"*  +  2  m  y'\  )    4' 

wobei  M  die  Gesammtmasse  des  starren  Körpers  vorstellt  und  nicht  mit  der  Moment- 
summe M  (vergl.  1)  pag.  139)  verwechselt  werden  darf,  folgt: 
2mx'*=\{B+C—A)  ,    2mz,i  =  \{A  +  B—C)  1 

2my'*  =  ±(A-\-C—B)  ,  2  m  tf*  +  y"1  +  ^)  =  2m  f*  =  £  [A  +  B  +  C),J  5) 

in  welchen  Gleichungen  für  z'2  -\-  y'1  +  z"1  der  Kürze  halber  r"2  gesetzt  ist.  Be- 
zeichnet man  aber  in  analoger  Weise  mit  r,'s  den  Werth  x,"1  -\-  y,"1  +  z,'1,  so  resul- 
tirt  aus  der  Gleichung  2)  sofort: 

r*  =  />  +  r,'»  —  2  (x'x,'  +  y'y,'  +  z'z,') .  6) 

In  dem  vorliegenden  Falle  werden  die  Dimensionen  des  starren  Körpers  im  Ver- 
gleiche mit  der  Entfernung  des  anziehenden  Punktes  vom  Schwerpunkt  r'  klein 
sein,  weshalb  man  mit  Yortheil  von  einer  Entwicklung  nach  steigenden  Potenzen 
des  Verhältnisses  r':  r,'  Gebrauch  machen  kann;  es  ist  zunächst: 

;  =  £  ji — £  w*:  +  v'y:  +  *v)  +  (£)'|    a- 

Das  Mittelglied  des  Klammerausdruckes  ist  in  Bezug  auf  das  oben  genannte  Ver- 
hältnis erster,  das  letzte  zweiter  Ordnung.  Führt  man  die  Entwicklung  dieses 
KlammerauBdruckes  nach  dem  binomischen  Satze  durch,  so  finden  sich  die  Glieder: 
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oter  Ordnung 
iter         ,, 
2ter         ,, 
3*«r         u 


US     

I 

-^V  {«'«,'  4-  y'y,'  4-  *'*,'} 

^g  {*'*/  +  y'y:  +  «/}'  -  i  (r-,)J 

J,  Kar,'  +  y'y,'  +  /z,')»  —  ^  (*«.**+  y'y,'  +  2'*,'} 

Ü.  8.  f.  .  .   . 


Multiplioirt  man  diese  Auedrücke  mit  — V-  und  setzt  jedem  einzelnen  das  Summen- 
zeichen vor,  um  alle  Elemente  m  und  deren  Coordinaten  x',  y'  und  d  in  Betracht  zu 
ziehen,  so  findet  man  die  Glieder  nullter  Ordnung : 


M,2-,= 


M.M  1 


Die  Glieder  erster  Ordnung  verschwinden  nach  den  ersten  in  der  Gleichung  3) 
(pag.  142)  eingeführten  Bedingungen.  Für  die  Glieder  zweiter  Ordnung  denke  man 
sich  zunächst  die  Quadrirung  der  Klammerausdrücke  ausgeführt,  dann  werden  die 
Summen  der  doppelten  Producte  wegen  der  zweiten  Gleichungen  in  3)  (pag.  142) 
verschwinden ;  die  restirenden  Quadrate  geben  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  5) 
(pag.  142)  sofort: 

i^6i».'a[B+C-A)  +  y/*{A+0-B)+z^[A+B-C]}—^[A+B+C].9) 
Man  könnte  diese  Ausdrücke  auch  zusammenziehen,  wenn  man  das  letzte  Glied  mit : 

r/i  ^  r,1*  +  r,'*  ' 

multipliciren  würde ,  welcher  Factor  offenbar  der  Einheit  gleich  kommt ;  dann  würde 
das  Glied  zweiter  Ordnung  sich  schreiben  lassen : 

Jgi{x;*[B  +  V-2A)+9;*[C+A-2B)  +  *:*(A+B-~20}; 
doch  ist  die   erstere  Form  für  die   vorliegende  Aufgabe  bequemer.      Es  wird   gut 
sein  zu  bemerken,    dass  die  bisher  entwickelten  Glieder  von  der  Gestalt  des  ange- 
zogenen Körpers  gewissermassen  unabhängig  und  nur  die  Trägheitsmomente  mass- 
gebend sind. 

Die  Glieder  dritter  Ordnung  lassen  sich  nicht  mehr  auf  so  einfache  Formen 
zurückführen,  doch  gewinnt  man  leicht  die  Einsicht,  dass  dieselben  völlig  verschwin- 
den müssen,  sobald  man  voraussetzt,  die  Erde  sei  aus  Schichten  zusammengesetzt, 
welche  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  symmetrisch  sind.  Führt  man  nämlich  die 
Summation  in  Bezug  auf  die  mit  dem  Massenelement  multiplicirten  Coordinaten 
aus  und  beachtet ,  dasB  die  Summe  der  Exponenten  in  jedem  Gliede  für  die  Coor- 
dinaten x",  y'  und  z'  gleich  drei  sein  muss,  so  wird,  falls  der  starre  Körper  in  Bezug 
auf  den  Schwerpunkt  symmetrisch  ist,  jeder  positiven  eine  negative  Combination 
von  derselben  Grösse  entsprechen,  deren  Summe  im  Resultate  verschwindet.  Da  die 
Erde  wol  sehr  nahe  symmetrisch  ist  (die  Pendelbeobachtungen  ergaben  bislang  keine 
entschiedene  Asymmetrie)  und  die  Glieder  dritter  Ordnung  an  sich  klein   sind ,   so 
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begeht  man  durch  die  Vernachlässigung  der  letzteren  nur  einen  Fehler  dritter  Ord- 
nung in  die  gewiss  kleine  Asymmetrie  der  Erde.  Man  kann  demnach  die  Behaup- 
tung aufstellen,  dass  die  Summe  der  Gleichungen  8)  und  9}  (pag.  143)  bereits  das 
Potential  in  sehr  bedeutender  Annäherung  darstellt. 

Für  die  oben  entwickelten  Formeln  der  störenden  Kräfte  bedarf  man  aber  nur 
gewisser  partieller  Differentialquotienten  des  Potentials  und  zwar  der  partiellen  Deri- 
vationen nach  <p,  ip  und  s'.  Da  die  Massen  M  und  M, ,  die  Trägheitsmomente  A, 
B,  C  und  endlich  die  Entfernung  r,',  auf  welche  Grössen  die  Drehung  des  (Koor- 
dinatensystems durchaus  keinen  Einfluss  nehmen  kann,  von  den  Winkeln  <p,  \p  und  e', 
welche  in  den  Goordinaten  *,',  y,'  und  z,'  enthalten  sind,  nicht  abhängen,  so 
kann  man  für  die  vorliegenden  Zwecke  alle  jene  Glieder  des  Potentials  weglassen, 
welche  die  eben  genannten  Coordinaten  nicht  in  sich  schliessen;  es  fallt  somit  das 
Glied  erster  Ordnung  8)  (pag.  143)  und  der  zweite  Theil  in  dem  Ausdrucke  für  die 
Glieder  zweiter  Ordnung  9)  (pag.  143)  weg.  Ausserdem  wird  es  erlaubt  Bein,  da 
die  Gestalt  der  Erde  sehr  nahe  einem  Rotationskörper  entspricht: 

A  =  B, 
zu  setzen ;  diese  Annahme  ist  um  so  mehr  gerechtfertigt  als,  wenn  auch  recht  merk- 
liche Unterschiede  zwischen  A  und  B  beständen,  die  übrigens  bisher  mit  Sicherheit 
noch  nicht  nachgewiesen  sind,  aus  derselben  nur  unmerkliche  Glieder  sehr  kurzer 
Periode  hervorgehen  würden.  Es  würden  daher  für  die  partiellen  Differentialquo- 
tienten des  Potentials  die  folgenden  Glieder  in  demselben  zu  berücksichtigen  sein: 

»;£{(*/»+*")  c+*'»M-0>. 

Addirt  und  subtrahirt  man  in  der  Klammer  den  Werth: 

so  nimmt  der  Klammerausdruck,  ohne  seinen  Werth  zu  ändern,  die  Gestalt: 

[x:tjt-v;*jrX;vjC+2z,'*\A— O  =  r:*C+2*:*[A—C) 

an.  Das  Glied  r,"'C  ist  aber  den  oben  gemachten  Bemerkungen  gemäss  von  tp,  tp 
und  e  unabhängig;  bezeichnet  man  daher  mit  F  jene  Glieder  des  Potentials,  die 
allein  Beiträge  für  die  geforderten  partiellen  DifTerentialquotienten  liefern,  so  erhalt 
man  hierfür:  M 

F=\^{A—C)z^,  10) 

wobei  aber  sein  wird . 

\d 9)  =  \d^)  '  \ty)  =  (rf*J  '  \&)  =  U*')'  ' l} 

somit  auch : 
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Um  z/  durch  x„  y,  und  z,  auszudrücken,  welche  Ooordinaten  des  anziehenden  mate- 
riellen Punktes  sich  auf  ein  festes  Coordinatensystem  beziehen ,  also  von  ijp,  \p  und  e' 
unabhängig  sind,  wird  man  sich  der  dritten  Relation  in  ga)  (pag.  140)  bedienen,  die- 
selbe liefert  i  ,  ,     ,      ,     ,, 

z,  =■  ex,  +  c  y,  +  c  z, , 

und  ersetzt  man  hierin  die  Cosinusfunctionen  c,  c'  und  c"  durch  die  Gleichungen  4) 

(Pa£-  1is)<  so  findet  sich: 

z,'  =  —  sini/f  sint'x,  4-  cos  tp sin e'y,  +  cose'*,.  13) 

Bildet  man  nun  die  partiellen  Differentialquotienten  von  z'  nach  9),  ip  und  e',  so 
sieht  man  sofort,  dass,  da  2/  den  Winkel  ip  nicht  enthält  (die  Coordinaten  *„  y,  und  z, 
sind  den  obigen  Bemerkungen  nach  ebenfalls  von  90,  ip  und  «'  unabhängig) ,  die 
Ableitung  nach  ip  verschwindet ;  es  ist  also : 


Q—  M» 


Dieses  Resultat  ist  für  die  weiter  unten  folgenden  Integrationen  von  hoher  Wich- 
tigkeit und  erklärt  sich  aus  dem  Umstände,  dass  A  =  B  gesetzt  wurde. 

Bezeichnet  man  die  auf  die  feste  Ekliptik  bezogenen   geocentrischen  polaren 
Coordinaten  des  anziehenden  Massenpunktes  mit  /',  b'  und  seine  Entfernung  mit  r,', 

so  wird  sein :  „ 

x,  =  r,  cos  T  cos  0 

y,  =  r !  smt  axb' 
z,  =  r,'  sin  ö', 
daher  mit  Rücksicht  auf  1 3) : 

F= '■— ,3  —  {sin  e'  cos  b'  sin  (f — ip)  +  cosc'sino'}1, 

und  man  hat  schliesslich : 

O  SsÄrc  -       —*S^  {«ne'coso'sin(r-v)  +  cWsinA')X  | 

fdV\       dt  iMAC—A),.      ,        v   '    19       ,.    >  >   •    wu 

^Jgn^C  — —     „Cr/a     tBint  °°"* »(•  —  W  +  cose'sinijx 

■   -  x{cotge' cos  A' sin  (F — ip) —  aiab'}dt. ) 

Die  Integration  dieser  Ausdrücke  führt,  wie  später  gezeigt  werden  wird,  zur  Kennt- 
nis der  Werthe  \p  und  e';  zwar  enthalten  dieselben  die  zu  suchenden  Grössen  ip 
und  e'  selbst,  doch  sieht  man  wol  sogleich  ein,  dass  dieser  Umstand  der  bis  auf 
Grössen  zweiter  Ordnung  exclusive  richtigen  Integration  kein  wesentliches  Hinder- 
nis bietet,  da  ip  von  der  Ordnung  der  störenden  Kräfte,  e'  aber  bis  auf  Grössen 
derselben  Ordnung  constant  ist;  die  Resultate  dieser  ersten  Integration  werden 
ausreichend  genau  sein,  um  die  zweite  Näherung  durchzuführen  u.  s.  f. ;  es  wird 
sich  aber  zeigen,  dass  auf  Grundlage  der  vorhandenen  Untersuchungen  von  diesen 
successiven  Annäherungen  Umgang  genommen  werden  kann.  Schliesslich  wird  es 
gut  sein,  sich  zn  erinnern,  dass  die  vorliegende  Untersuchung  den  Erdkörper  als 
starr  voraussetzt,  welcher  Annahme  wesentliche  Zweifel  entgegengesetzt  werden 
können. 

Oppelier,  Uninhaftlmmniijeii.   I.    2.  Anflug»,  IS 
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e.    Zurückfiihrung  der  Differentialgleichungen  für  die  Bewegung  der  Erdachse  auf 
Quadraturen. 

Die  Integration  der  oben  (pap.  142)  entwickelten  Differentialgleichung  für  die 
Bewegung  der  Erdachse  soll  in  etwas  anderer,  wenn  auch  weitläufigerer  Weise,  als 
dies  sonst  üblich  ist,  durchgeführt  werden,  weil  das  hier  einzuschlagende  Verfahren 
zur  klaren  Beurtheilung  der  auftretenden  Umstände  besonders  geeignet  erscheint  und 
zu  strenge  Ausdrücken  führt.  , 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  14)  (pag.  142),  wie  dies  schon  bei  der  Ent- 
wicklung des  Potentials  geschehen  ist,  A  =  B,  was  mit  der  Annahme  zusammen- 
trifft, dass  die  Erde  ein  Rotationskörper  sei,  und  benützt  die  aus  derselben  Voraus- 
setzung resultirende  Relation: 

(£)—' 

die  als  Gleichung  14}  (pag.  145)  angeführt  ist,  so  gestalten  sich  die  bezüglichen 
Differentialgleichungen  für  die  Rotationsbewegung  des  starr  gedachten  Erdkörpers. 
wie  folgt: 

*J  +  (0-4lfr  — Öß)-- ■»(£)    | 
A2-lO-A>,r  —  S(*)  +  *»(S)  ■) 

0%  =  o.  ] 

Die  Integration  der  dritten  Gleichung  liefert  sofort : 

r  =  Constante  =  n.  2) 

Die  Rotationsgeschwindigkeit  der  Erde  um  ihre  kleine  Achse  ist  demnach  constant 
und  miiBs  als  willkürliche  Integration 9 constante  aus  den  Beobachtungen  bestimmt 
werden.  Mit  Rücksicht  auf  dieses  Resultat  können  die  beiden  ersten  Gleichungen 
in  1 )  nunmehr  wie  folgt  geschrieben  werden : 

^  +  (c-^  =  -SQ-co.*(-)  j 

Denkt  man  sich  diese  Gleichungen  unter  der  Annahme,  dass  keine  äusseren  Kräfte 
wirken,  zur  Integration  vorgelegt,  was  mit  der  Bedingung  zusammenfällt,  dass  die 
Glieder  rechter  Hand  vom  Gleichheitszeichen  Null  sind,  so  wird  man  finden,  dass 
denselben  für  p  und  q  die  folgenden  Formen : 

f  =  |»in(»£^()-,coS(»£=^(),  I 

genügen,  in  denen  g  und  ■?;  die  willkürlichen  Integrationsconstanten  darstellen ;  be- 
trachtet man  aber  diese  ebenfalls  als  mit  der  Zeit  veränderlich,  so  wird  man  durch 


•  Google 


Variation  derselben  den  Gleichungen  3)  und  4)  genügen  können.    Differentiirt  man 
unter  dieser  Voraussetzung  die  Gleichungen  4),  so  ergibt  sich: 


$  = 


-pn  +  s 


Die  Substitution  der  Werthe   von  p  und  q   aus   den  Gleichungen  4)  und  5)  in  die 

Gleichungen  3)  laset,  wenn  man  abkürzend  schreibt: 

C  —  a  ,, 

,,=„__,  6) 

finden :       ' 

a  |»„<* +*,iSI— 3  (tg)— f(S) 
-«K'S—u'SI— »(©+*»(?)■ 

woraus  für  </£  und  rfij  leicht  die  Ausdrücke : 

resultiren,  deren  Integration  zu  folgenden  Gleichungen  führt : 

.  -  *  +/P£.+/J  Q  -  *  v2*  (2)1  *i 

£,,  und  r/„  sind  die  Tntegrationsconstanten  und  hängen  von  den  Anfangszuständen 
ab;  auf  die  nähere  Bedeutung  jener  und  die  durch  dieselben  bewirkten  Bewe- 
gungen wird  weiter  unten  ausführlicher  eingegangen  werden. 

Denkt  man  sich  die  partiellen  Differentialquotienten  von  V  als  Functionen  der 
Zeit  entwickelt,  so  werden  die  angezeigten  Integrationen  die  Kenntnis  der  Grösse  ip 
als  Function  der  Zeit  erfordern;  nun  ist  aber  nach  der  Gleichung  7)  (pag.  138): 

dip  =  rdt  —  cos  e'  dtp , 
sonach  mit  Rücksicht  auf  2)  (pag.  146) : 

ip  =  oj„  -f-  nt  —  /  cos  e'  -T  dt. 
Die  Integrationsconstante  <p0  kann  beliebig  gewählt  werden,  da  die  Erde  als  Rota- 
tionskörper vorausgesetzt  ist;  man  kann  sich  demnach  die  positive  A"- Achse  in  den 
Meridian  eines  bestimmten  Erdortes  gelegt  denken  und  die  Integrationsconstante  <p„  der 
Null  gleich  annehmen.  <p  tritt  bei  der  Integration  stets  in  Verbindung  mit  u  auf, 
woraus  sich  der  Bedeutung  dieses  Buchstabens  gemäss  (vergl.  Gleichung  6)  (pag.  147) 

leicht  findet:  „  r  dm       • 

fit-\-{p=  jnt  —  /cose'  -—  dt  1 

,  dg,       C  ,dy         ,  \      9' 

(i    wird  man  selbst  bei  den   genauesten  Rechnungen  mit    '  n  identinciren   können, 
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denn  wählt  man  als  Einheit  den  Steintag,  so  wird  n  mit  1296000"  a 
während  das  Hauptglied  den  zweiten  Theiles  von  /i  kaum  o"i2  erreicht;  jeden- 
falls wird  man  in  der  ersten  Näherung  dieses  zweite  Glied  weglassen,  für  die 
weiteren  Annäherungen  das  Resultat  der  Torangehenden  benützen,  und  da  das 
Hauptglied  von  '  nahezu  constant  ist,  ohne  merklichen  Fehler  dasselbe  für  u 
voraussetzen  und  daher  [fi — fi)t  =  <p  annehmen  können.  Es  stehen  somit  den  in 
den  Gleichungen  8)  angezeigten  Integrationen  so  lange  keine  wesentlichen  Hinder- 
nisse entgegen,  als  die  störenden  Kräfte  so  klein  sind,  dass  eine  Entwicklung  nach 
steigenden  Potenzen  derselben  eine  genügende  Convergenz  darbietet. 

Substituirt  man  die  in  4)  (pag.  146)  erhaltenen  Werthe  für  p  und  g  in  die  Glei- 
chungen 7)  (pag.  138),  so  findet  sich  leicht: 

-#=  —  gcoaipt  +  tp)  —  nsin(/a  +  y)  j 

—  sin«'  -j£  —  £sin  [fit  +  ip) — ij  cos  (n *  +  DP)  >     10) 

-£  =  n  +  cotge'£sin(^  +  tp)  —  cotge'jjcos  [fit  +  <p),    | 
in  welchen  Ausdrücken  £  und  17  nach  den  Gleichungen  8)  (pag.  147}  bestimmt  werden 
können;  die  Integration  der  Gleichungen  10)  liefert  sofort  die  verlangten  Quantitäten 
durch  Quadraturen,  nämlich : 

e'  =*o'—  JiS&xfat  +  tp)  -f-  ij  sin  (ju  *  +  ?)))<&  I 

-y  =  -<p0+f\J?*infct  +  <p)-£~,coB{fit+<p)\dt  1     11) 

9=sVo  +  nt  +  Acotge'^Bin(^(4-  *p)  —  cotge'ijcos  [fit  +  rp))dt,  j 
in  welchen  Ausdrücken  e0',  —  ip(,  und  <p0  die  willkürlichen  Integrationsconstanten  dar- 
stellen. Die  in  8)  und  1 1)  auftretenden  Integrale  enthalten  theilweise  die  zu  bestim- 
menden Incremente  selbst,  doch  stets  in  Verbindung  mit  den  störenden  Kräften,  wes- 
halb der  Ermittlung  dieser  Integrale  durch  successive  Näherungen  keine  Schwierig- 
keiten entgegenstehen.  Wiewol  die  Berechnung  mit  Hilfe  der  Quadraturen  in  8)  und 
11)  wenig  an  Bequemlichkeit  zu  wünschen  übrig  lasst,  so  werden  sich  doch  noch 
anderweitige  Formeln  aufstellen  lassen,  die  bei  der  thatsächlichen  Anwendung  den 
Vorzug  verdienen,  besonders  wenn  man,  wie  dies  im  folgenden  Kapitel  geschieht, 
die  Bewegungen  der  instantanen  Drehungsachse  verfolgt.  Differentiirt  man  die  ersten 
beiden  Formeln  in  10)  nach  der  Zeit,  so  wird  man  finden : 

1(1)=-"'™«' S-°»  <"'+»>  3-d»i*<+?)S 

b(-  "»«"  §)  =  -*'£  +  "nl"(  +  "'  *  —-»•«  +  »)  B- 
Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  die  Differentialquotienten  von  |  und  i?  durch  die  ent- 
sprechenden Relationen  in  7)  (pag.  147}-,  so  findet  sich,  wenn  man  das  Resultat  der 
zweiten  Gleichung  zuerst  ansetzt : 

•     •*-.(*' 3)  -sb(£) 

fi  sine    d(  —  M  {MJ       A  y^J. 
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'  d*  dt'    , 
■  *  '  ~dt  dl 

'    trfljr  dff 


.41 


Führt  man  nun  für  /t'  seinen  Werth  nach  g)  (pag.  147)  ein,  so  erhält  man 

dt  ~  nC  dt\  dt)        matnC  \&l>)  ~*~      nC     dt' dt 

dt         sin s1  nC  dt  \ dt)         aine'nC  \de')  nC      dt' dt' 

Bedenkt  man,  dass  geschrieben  werden  kann : 

aiae'~di\dt)         dt  \üns'   dt)  "•"   sine'     3T<Ö' 
so  ergibt  die  Integration  der  Gleichungen  13} : 
C(dV\       dt         ,    Asiat' dy    ,     f. 

*  =  *°+J  (.3?)  av-iö— ütt  4  +/  ■ 

welche  Gleichungen,  da  keine  Vernachlässigungen  eingeführt  sind,  völlig  streng  sind. 
Das  letzte  Glied  in  jeder  dieser  Gleichungen  ist  offenbar  zweiter  Ordnung,  kann 
daher  in  der  ersten  Annäherung  übergangen  werden ,  doch  bleiben  diese  Glieder  stets 
so  klein ,  dass  sie  selbst  bei  den  genauesten  Rechnungen  ohne  wesentlichen  Nachtheil 
fortgelassen  werden  können.  Die  dritten  Glieder,  von  denen  das  eine  mit  dem  Diffe- 
rentialquotienten von  ip,  das  andere  mit  dem  von  e'  multiplicirt  erscheint,  bedürfen 
besonderer  Berücksichtigung.  Dieselben  werden  gewöhnlich  mit  der  Bemerkung  ab- 
gefertigt, dass  sie  als  nothwendig  klein  fortgelassen  werden  dürfen ;  wie  sich  jedoch  im 
Verlaufe  der  Untersuchung  zeigen  wird,  geben  ganz  andere  Gründe,  die  man  gewöhn- 
lich nicht  angeführt  findet,  die  Berechtigung,  bei  der  Ermittlung  der  Präcession  und 
Nutation  von  diesen  Gliedern  abzusehen ;  bei  der  Integration  der  vorliegenden  Glei- 
chungen hingegen  wird  deren  Mitnahme  jedenfalls  empfohlen  werden  müssen.  Das 
Vorhandensein  derselben  zeigt,  dass  in  den  Gleichungen  14)  die  Zurück führung  der 
Differentialgleichungen  auf  Quadraturen,  die  durch  die  Gleichungen  8)  (pag.  147)  und 
11}  (pag.  148}  geleistet  wird,  nicht  vollständig  erreicht  ist;  doch  kann  diese  leicht 
mit  Hilfe  der  eben  angeführten  Gleichungen  bewerkstelligt  werden;  es  ist  nämlich 
nach  denselben : 


■  i]0  sin  [ji  l  -f-  q 


'^f  — —{„»■>>  (pf-l- 7»)  - 


+  <!oc0«(P'+  V)  +  - 


+  Co.  (p.  +  7)  (£,)}# 
A         J  \       .in.'         \.HJ 


in,'       W1" 


n'f'  +  Tl    C\ 
~^—  J\ 

+  cot  fat  +  q>)(^£)}dt 

■■ip'+t)  /•)<«.■(>.< +  9»)  t*y\— 

A         J  )       Hin.'         \dicj 
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Die  in  diesen  Gleichungen  auftretenden  Integrale  werden  der  Null  gleich,  wenn 
keine  störenden  Kräfte  vorhanden  sind ,  während  die  Grössen  |G  und  tja  als  willkür- 
liche Integrationsconstanten  aus  den  Beobachtungen  bestimmt  werden  müssen.  Es 
sollen  zunächst  die  Wege  angedeutet  werden,  auf  welchen  das  Vorhandensein  dieser 
Glieder  nachgewiesen  werden  kann.  Nimmt  man,  um  die  Lage  der  instantanen 
Drehungsachse  gegen  die  kleine  Achse  des  Erdellipsoids  zu  bestimmen ,  die  Glei- 
chungen 1 3]  (pag.  1 35)  vor,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  2)  und  4) 
(pag.  14.6)  sofort: 

cosa'  = 

COB/f  = 

cosy'  = 

Die  hierdurch  angezeigten  Veränderungen  in  der  relativen  Lage  der  beiden  Achsen 
werden  sich  als  Variationen  der  Polhöhe  darstellen ,  da  die  Folhohe  eines  Ortes  durch 
die  Neigung  des  Lothes  gegen  die  auf  der  instantanen  Drehungsachse  senkrechte 
Ebene  bestimmt  ist.  Die  nördliche  Fortsetzung  der  Erdachse  und  der  instantanen 
Drehungsachse  werden  die  Himmelskugel  in  zwei  Punkten  treffen,  die  um  den  Bogen 
/  von  einander  abstehen ;  legt  man  durch  diese  beiden  Punkte  einen  gross ten  Kreis, 
so  wird  dieser  jenen  grössten  Kreis,  welchen  die  auf  der  Erdachse  senkrechte  X'  Y 
Ebene  im  Durchschnitte  mit  der  Himmekikugel  bildet  (Äquator) ,  in  einem  Punkte 
schneiden,  dessen  Winkelabstand  von  der  positiven  X'-Achse,  im  Sinne  der  Rectascen- 
sionen  gezählt,  durch  V  bezeichnet  werden  soll ;  dann  wird  sein : 


Br  = 


tKpit  +  r)drifit  \ 


V**  +  P  +  V 
=  siny  sin  1  =  — ■     -  —  -    .  .■ 


cosy  : 


y&  +  p  +  q<      I 

Sind  keine  äusseren  Kräfte  vorhanden,  so  reduciren  sich  die  Ausdrucke  für 
|  und  17  auf  die  Werthe  der  Integrationsconstanten  £„  und  rj0  (vergl.  8)  (pag.  147)  und 
der  Nenner  nimmt  den  constanten  Werth : 


«,„  =  Vffl  +  £,>  +  r,0», 
an,  somit  wird  auch  /  eonstant,  und  setzt  man  weiter : 

m  cos  o  =  Iq    1 


m  sin  ff  = 


0  wird: 


sin y0' cos f 0  =  —  cos  [fit  —  o)    I 

sin  y„'  sin  ro  =  —  sin  {1*  t  —  ff) .  | 

Hatten  also  |0  und  tj0  im  Anfangszustande  angebbare  Werthe,  so  wird  die  instantane 


DigitizGdby  G00gk 


Drehungsachse  um  die  Erdachse  eine  Kegelfläche  mit  dem  durch : 

Bin  y'  =  — , 

bestimmten  Öfihungswinkel  ya'  beschreiben,  und  zwar,  weil  ft  positiv  ist,  im  Sinne 
der  Erdrotation ;  der  Umlauf  wird  in  der  Zeit  —  stattfinden.  Für  fi  ist  oben  ge- 
setzt worden:  c  —  A 

(•-»•-3-. 

so  dass,  da  n  die  Rotationsgeschwindigkeit  der  Erde  in  der  Zeiteinheit  vorstellt,  fi  dem 
Wesen  nach  von  dem  Unterschiede  des  Verhältnisses  der  Trägheitsmomente  (C :  A) 
gegen  die  Einheit  abhängig  ist.  Es  wird  sich  im  Verlaufe  der  folgenden  Unter- 
suchung die  Gelegenheit  bieten,  diesen  Coefficienten  aus  den  Beobachtungen  ab- 
zuleiten (vergl.  pag.  182) ;  die  Resultate  derselben  lassen: 
ft  =  0-0206141 , 

in  Einheiten  des  Radius  und  die  Periode  der  Bewegung : 

—  =  304-80  mittlere  Sonnentage, 

finden.  Es  wird  am  Platze  sein,  gleich  hier  zu  erwähnen,  dass  diesem  Resultate  eine 
beträchtliche  Unsicherheit  anhaftet  und  die  so  bestimmte  Periode  wohl  um  Tage 
fehlerhaft  sein  kann. 

C.  A.  F.  Peters  hat  es  zuerst  versucht,  den  Öffhungswinkel  ya'  aus  den 
Beobachtungen  zu  bestimmen  und  in  der  That  einen  scheinbar  reellen  Werth  für  den- 
selben, nämlich  0*079  gefunden.  Nyreu  kommt  durch  viel  umfassendere  Unter- 
suchungen in  seinen  Abhandlungen  über  die  Nutation  der  Erdachse  und  über  die  Pol- 
höhe von  Pulkowa  zu  einem  im  Durchschnitte  mit  Peters  nahe  stimmenden  Resultate , 
und  Downing  gelangt  durch  die  Discussion  zehnjähriger  (1868 — 77)  Gtreenwicher 
Polarsternbeobachtungen  zu  ähnlichen  Werthen,  so  dass  es  in  der  That  scheint, 
den  Grössen  §0  und  ya  müssten  etwas  von  Null  verschiedene  Wetthe  zugeschrieben 
werden ;  kämen  aber  auch  £„  und  ij0  grosse  Wcrthe  zu ,  so  würden  nach  den  Ergeb- 
nissen der  voranstehenden  Untersuchungen  in  den  Polhöhen  doch  nur  periodische 
Veränderungen  von  nahezu  zehnmonatlicher  Periode  auftreten.  Die  Kleinheit  der 
Werthe  £n  und  t]a  zeigt ,  dass  im  Anfangszustande  die  Rotationsachse  mit  der  instan- 
tanen  Drehungsachse  sehr  nahe  zusammengefallen  ist ;  die  hier  und  da  gemachte  Be- 
merkung, dass  £(,  und  i)a  im  Verlaufe  der  Zeit  klein  geworden  sind,  muss  vorläufig,  so 
lange  nicht  die  Kräfte  nachgewiesen  sind,  welche  diese  Verkleinerung  bewirkt  haben, 
als  nicht  zutreffend  bezeichnet  werden. 

Setzt  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  10)  (pag.  148)  die  Ausdrücke  ig) 
(pag.  150)  in  die  dritten  Glieder  der  Gleichungen  14)  (pag.  149)  ein,  so  erhält  man  jenen 
Antheil  derselben ,  welcher  von  dem  Anfangs  zustande  abhängig  ist ;  man  wird  finden : 
/A  sin  s"     tf tlA  m  A    .     ,    ,    ,  , 

{-^r  ■/,)„=-  tc  "'tf1  +  v  -  °> 

/Acoeece'  dB'\  mA  .     .    ,  , 

-  \r«-c~  dil  =  ä  cos  fr '  +  *  - ff) 
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Da,  wie  dies  der  obige  numerische  Werth  von  ft  zeigt,  O :  A  in  diesen  kleinen  Glie- 
dern der  Einheit  gleich  gesetzt,    ferner,   ohne  mehr  als  Glieder  dritter  Ordnung  zu 
vernachlässigen,  wu  mit  n  identificirt  werden  kann,  so  findet  sich  mit  Benützung  des 
oben  angegebenen  von  Peter's  ermittelten  Werthes  von  y0'  numerisch : 
\~^C~  ~di)0  =  —  o  07qsm[}t  t  +  <p  —  o)    I 

\ 7Tc~   ^jo=+o'°8cos(^(  +  9)  —  a).f 

Durch  diese  Glieder  werden  also  in  tf;  und  e'  periodische  Glieder  entstehen,  deren 
Periode  wegen  der  Grösse  <p  nahezu  die  eines  Tages  sein  wird ;  dieselben  würden  ver- 
schwinden, wenn  die  Rotationsaohse  mit  der  kleinen  Achse  des  Erdellipsoids  oder 
richtiger  mit  der  Hauptträgheiteachse  7J  zusammenfiele,  welche  Annahme  jedoch  nach 
den  obigen  Beobachtungsresultaten  kaum  völlig  gerechtfertigt  wäre. 

Um  nun  den  Antheil  zu  bestimmen ,  den  die  störenden  Kräfte  an  den  dritten 
Gliedern  der  Gleichungen  14)  (pag.  149)  haben,  könnten  dieselben  leicht  gesondert 
entwickelt  werden;  um  aber  die  Integration  nach  den  Formeln  S)  (pag.  147}  zu  erläu- 
tern, will  ich  diese  hier  in  Anwendung  ziehen,  wiewohl  dadurch  das  Verfahren  etwas 
weitläufiger  wird.  Um  zu  den  numerischen  Werthen  der  betreffenden  Glieder  zu 
gelangen,  wird  es  nöthig  sein,  den  spateren  Untersuchungen  vorgreifend,  die  grössten 
Störungsglieder  hier  anzusetzen ;  man  wird  mit  Benützung  der  weiter  unten  mit- 
getheilten  Zahlen  leicht  finden : 


4-    285" 


<  W«7  = 


1490" sin  (2 g  +2fa   -+-2Q) 
689"  ein  (2^  +  2w'  +  2  0} 
n(3y  +20+28) 
—    i  1 2 "  ein  Q 

■+-    3o8"sin(zj  +2W  -+-  SJ) I, 
-  5037"  —  569"  cot?  +  3433"c°8(2y  +2w  +2Q) 

+  I587" COS  {ig'  +  2dl'  +  2ß) 

+    658"  cos  dg  +20.+2Q) 

—    583" cos  Q 

+    577"cos(2£  +  2w  +  £))[. 

Die  in   den  Klammem    stehenden   Ausdrücke    sind  offenbar   beziehungsweise    mit 

—  -jr "ßd  -s  identisch. 

In  diesen  Ausdrücken  ist,  was  für  die  Bestimmung  von  »  von  Bedeutung  ist, 

als  Zeiteinheit  das  julianische  Jahrhundert  zu  verstehen ;   es  ist  demnach  für  n  mit 

hinreichender  Annäherung  zu  setzen  : 

„  n  =  21t  •  36624; 

weiter  stellt  vor : 

g  :  die  mittlere  Anomalie  des  Mondes, 

g' :  die  mittlere  Anomalie  der  Sonne, 

w  :  den  Abstand  des  Mondperigäums  von  dem  aufsteigenden  Mondknoten, 

im'  :  den  Abstand  des  Sonnenperigäums  von  dem  aufsteigenden  Mondknoten, 

Q :  die  Länge  des  aufsteigenden  Mondknotetui. 
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Setzt  man  nun  für  e'  den  Werth 

A    \*mpH  idj\         co.^ 
iiClnae'A  \dipj  ~r      Ä 

—  1 1 3"  cos  {/*'/— g)  +  1428"  cos  (ft't— 2g 

—  il3"cos(/t'(-f-y)  -f-   66o"c08(/i'(—  2g' 

+   27i"coa{n'l—3g- 

2,J2"cQB[ft't Q) 


3°27'5,  so  erhält  man  sofort 

o»  fi'tidV\ 


=  —  200$"cO&tl't  

■2Q}  ~—62"coa{^i't~\-2g  +  20j-\-2Q) 
■2  ß )  —  28"cm{(i't+2g'+2o>'+2  Q ) 
2Q}  —  n"cos(^'(+3y+2w+2Q) 
+  40"  cos  [fi't-\-  Q) 


Für: 


+   2(af  cos  {ft't — 2g — 2ü> — ß)    —  39"cos(^'£-|-2y+2w-f-Q), 


A  iM«yJ  /fr\ 
nChiüB'A  \<hpj 


änft't  /dF\  1 


findet  sich  ganz  derselbe  Ausdruck  wie  22),  nur  sind  durchaus  die  Zeichen   umzu- 
kehren und  statt  der  Cosinusfunctionen  die  Sinusfunctionen  zu  setzen. 

Die  Integration  kann  in  diesem  Falle  in  sehr  einfacher  Weise  durchge- 
führt werden;  da  nämlich  die  Bewegung  des  Argumentes  fi't,  welches  nahezu  die 
Periode  eines  Tages  hat,  gegen  die  Bewegung  der  anderen  Argumente  überwiegend 
gross  ist,  so  darf  man  bei  der  Kleinheit  der  in  Betracht  kommenden  Glieder 
ohne  erheblichen  Fehler  als  den  gemeinsamen  Integrationsdivisor  ft  setzen,  wofür 
mit  mehr  als  genügender  Genauigkeit  nach  g)  (pag.  147)  Cn  :  A  angenommen  werden 
kann,  welcher  Coefficient  sich  dann  mit  dem  links  vom  Gleichheitszeichen  stehen- 
den gemeinsamen  Factor  zur  Einheit  abkürzt.  Integrirt  man  nun  entsprechend  die 
Gleichungen  8)  (pag.  147),  so  erhält  man  sofort  die  Werthe  von  |  und  ij ,  welche 
durch  n  diridirt  und  auf  drei  Decimalen  der  Bogensekunde  angesetzt,  wie  folg. 
gefunden  werden: 


- =^-r-o"ooQsin/('tf  , 

+  o"ooo,5  sin  {ft't — g) 

+  o"ooo,$  Bin  (fi't+g) 

—  o"oo(>  an  i fit — 2g — 21a — 2ß) 

—  o"oo3  sin  (fi't — 2g' — 2ta' — 2  Q ) 

—  o"oOI  Bm{p't — 3^  —  2(0 — 2Q) 
-+-  o"ooi  sin  (fi't — ß) 

—  o"ooi  sin(u'( — 2g — 2to — Q) 

Mit  Benützung  der  Formeln  10)  (pag.  u 


=  —  —  o"oogcos^ 

—  o"ooo,5cos(^-y) 

—  o"ooo,5  cos  (fi't+g) 

-j-o"oo6cos  {ft't 2^~2W  —  2Q) 

-\-  o"oo3  COS  (fl't — 2g" — 20»' — 2  ß) 
4-o"ooi  cos  (fi't — ig — 2w — 2Q) 

—  o"ooi  O0B(fl't ß) 

+  0"001  COS  (fi't — 2g — 2bi — Q). 

)  und  Hinzuuahme  der  Resultate. der  Glei 


3) 


chungen  21)  (pag.  152),  erhält  man  für  die  dritten  Glieder  in  den  Gleichungen  14): 


li'  <fy  _ 


,A  )i. 


J—  sin  fi't cos/iV; 

=5  —  o"o79  sin  (fit  —  ff)  —  o"oog 

+  o"ooi  coag 

-4-  o"ooo  cos  (zg  +  2m  +  2Q) 

-+-  0"cO3  C08(2^'+2(ü'-r-2Q) 
-f-  0M00I  COfl{3ff  +  2tO-|-29) 

—  o"ooi  cosQ 

-f-  o"coi  C08(2y  +  2W  +  ö) 

,   B»hnbofltimii.iiiiBeu.   I.  2.  AnOige.  21 


24) 
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AeoMCt  de'  A       \t  ,,    ,     n     .       , .  I 

«r  *  —  vs/h co*'"  + 1 !m'' !( 

=  +  o"  10.8  cos  (^'t" — a)  -f-  o"oi6  sin  {2g  +  2tu  +  2G) 
-J-  o"oo8sin  (2^+2w'+2Q) 
-+-  o"oo3  sin  (3?  4.  2w  +  2  Q ) 
—  o"oo3  sin  Q 
+  o"oo3  ain  (2g  4-  2to  -f-  Q } . 
Wie  man  sieht,  sind  diese  Glieder  nicht  ganz  unmerklich,  doch  darf  man  dieselben 
bei  dei  Berechnung  der  Präcession  und  Mutation  übergehen,  wofür  in  dem  folgen- 
den Kapitel  die  Gründe  angeführt  werden. 

Die  in  23)  für  |  und  17  aufgestellten  Ausdrücke  werden  die  Möglichkeit  an 
die  Hand  geben,  mit  Hilfe  der  Gleichungen  17)  (pag.  150),  in  denen  der  Nenner 
mit  n  identisch  angenommen  werden  darf,  die  durch  die  störenden  Kräfte  bewirkten 
Polhöhenänderungen  zu  bestimmen.  Man  wird  für  die  Bestimmung  der  Lage  der 
Rotationsachse  gegen  die  kleine  Achse  des  Erdellipsoids  die  folgenden  Ausdrücke 
erhalten,  in  welchen  die  von  den  Anfangszuständen  abhängigen  Coefficienten  {vergl. 
Gleichung  21)  pag.  152)  ebenfalls  Aufnahme  gefunden  haben: 
sin}"'coBr=  +  o"o7qcob[^'( — a)  ,  siny'sinr=  +  o"o7Qsin(/x'£ — a 
-|-o"ooG8iny 

—  o"oo6  sin  [<p  —  ig —  2W  — 

—  o"oo3  sin  [tp — zg' —  ua'~ 

—  o"ooi  sin  \ip  —  ig — 2<u- 
4-o"ooisin(y  —  Q) 

—  o"oo  1  sin  {<p —  2g — 2o>~ 

Denkt  man  sich  die  positive  X'-Achse  in  den  Meridian  eines  bestimmten  Erdortes 
gelegt,  so  wird  (180" — Tj  sehr  nahe  den  Stunden winkel  des  Nordpols  der  kleinen 
Achse  des  Erdellipsoids  in  Bezug  auf  den  Nordpol  der  instantanen  Drehungsachse 
(vergl.  pag.  150  über  die  Bedeutung  des  Winkels  r),  <p  sehr  nahe  (vergl.  pag.  137) 
die  Ortssternzeit  darstellen;  wählt  man  in  den  folgenden  Formeln  statt  <p  den 
oben  (pag.  24}  für  die  Sternzeit  gewählten  Buchstaben  6,  bezeichnet  mit  </:■'  die 
veränderliche,  mit  <pu  die  mittlere  Polhöhe,  so  findet  sich  mit  Berücksichtigung  der 
Glieder  erster  Ordnung  leicht: 

tp'  =  <pa-\-  sin/coar, 
und  es  ergeben  sich,  wenn  man  die  nur  aus  den  Beobachtungen  selbst  ableitbaren 
ersten  Glieder  in  25)  fortlässt,    die   theoretisch   zu   erBchliessenden  Variationen   der 
Polhöhe  wie  folgt: 
,p  , 


-\-o  oogcosf) 

—  o"oo6  cos  [<p  —  2g 203 2  Q) 

—  o"oo3  cos  {fp-r-  zg" —  zta —  2  Q ) 

—  o"ooi  cos {(p — 3y — 2ta  —  2Q) 
4-  o"ooi  cos  [<p  —  Q ) 

—  o"ooi  cos  (y — 2g — 2w — Q). 


25) 


■  Vo  +  o"oog  sinÖ 


— 

o"oo6 

sin  (fl- 

-2g- 

-2lO- 

-20) 

— 

o"oo; 

aut  (fl- 

-2g'- 

-2U)'- 

-20) 

— 

o"ooi 

aut  (fl- 

-11- 

-201- 

-28) 

+ 

o"ooi 

aut  (fl- 

-0) 

— 

o"ooi 

aut  (9- 

-v- 

-2<U  — 

-2). 
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Der  Einfluss  auf  den  Läugenunterschied  zweier  Orte  verschwindet,  auch  wenn  man 
denselben  durch  die  Winkelbewegung  um  die  instantane  Drehungsachse  bestimmt, 
fast  völlig.  ,  Man  könnte  die  in  24)  und  25)  aufgeführten  Resultate,  was  die  von 
den  störenden  Kräften  abhängigen  Glieder  anbelangt,  auch  erhalten,  wenn  man  die 
oben  (pag.  152)  für  -=r  und  -$  gegebenen  Werthe  in  die  Ausdrücke: 

2_ rinyaine'  rftfi         coay  de'  q  oosysins'  dty    .    ÄTupde 

n  ~  n         H  »      _*  '  n" —  n         ~dt  "■       iT~  ~dt  ' 

einführen  würde  (vergl.  6)  pag.  138,   13}  pag.  135,   17)  pag.  150). 

£.   Die  Bewegungen  der  Rotationsachse  der  Erde. 

Vor  Allem  muss  man  sich  gegenwärtig  halten ,   dass  den  Beobachtungen  der 

Äquator  als  Fundamentalebene  zu  Grunde   liegt,   und  dass  dieser  durch  die  Ebene 

bestimmt  ist,  welche  vertical  auf  der  instantanen  Drehungsachse  steht;  die  aus  den 

Beobachtungen  abgeleiteten  Werthe  von  ip  und  e  beziehen  sich  daher  eigentlich  auf 

die  Drehungsachse  und  nicht  auf  die  kleine  Achse  des  Erdellipsoids ;    hätten  beide 

Achsen  eine  beträchtliche   Neigung  gegen   einander,    so   müsste  bei  der  Ableitung 

der  Formeln  des  vorangehenden  Kapitels  auf  dieBe  Differenz   Rücksicht  genommen 

werden.     Bezeichnet  man  daher  wie  früher  (vergl.  Gleichung  14)  pag.  136)  mit  «", 

(f  und  y  die  Winkel,  welche  die  instantane  Drehungsachse  mit  den  fixen  Coordi- 

natenachsen  einschlicsst,  so  müsste  (vergl.  Gleichung  4)  pag.  138)  eigentlich  gesetzt 

werden:  „  .... 

cosa  =  —  sin  \p  sine 

cos/9"  =        cos  ip  sin  e' 

cos  y  =        cos  e' , 

wenn  man  unter  e'  und  ip  die  aus  den  Beobachtungen  abgeleiteten,  Werthe  versteht ; 
es  sollen  jedoch,  um  Irrthümern  vorzubeugen,  für  letztere  Grössen  die  Buchstaben  e,' 
und  xff,  gewählt   werden.     Um   nun  die  Differentialgleichungen  für   diese  letzteren 
Bogen  zu  erhalten,  kann  man  die  Gleichungen  14)  (pag.  136)  vornehmen  und  ihnen 
die  Form:  ______ 

cosa"  V»1  +  p1  +  q1  =  to cos«"  =  ap  -\-  bq  -\~  cn       1 
coS|Ö"  V/»2  +  />i+  q%  =  wcos/f"  =  a'p  +  b'g  +  c'n       i    0 


cos  y  Vn2  ■+■  p1  +  yJ  =  w  cos /*  =  dp  +  b"q  -\-  c'n ,     ) 
ertheilcn,    deren  Differentiation   mit  Rücksieht  auf  die  Gleichungen  sj   (pag.   133} 


ergibt: 


dfwcoso"]  =  adp  4-  bdq 


d{wcos^")  =  a'dp  +  Vdq    >    2} 
d  {10  cos  /')  =  a'dp  +  b"dq. 
Andrerseits  bestehen  die  Gleichungen: 

ta  cos  a"  =  —  <u  sin  ip,  sin  e/ 
wcoS(3"=        ta  cos  ip,  sine,'   \    3) 
fttC08y"=         toCOBE,', 
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deren  Differentiation  mit  Rücksicht  auf  2)  (pag.  155)  ergibt : 


-  w  sin  ip,  cos  b.     ,' 


,     ■       ,  dm    ,               .            ,  de,'  ,     .      ,  dii,  ,  rfp    ,    ,,  dg  I      , 

coBt/f.sine,  --  +  <u  uus  i/j, cos e,  -^ w Bin  \p. Bin e,   -^  =  ö    -£  -+-  b    jjj  \    4) 

•  dta  ,  dt,'  11  dp    ,     ,1,  da   | 

Setzt  man  rechter  Hand  für  a,  a',  a",  b,  b'  und  b"  die  Werthe  nach  4)  (pag.  138)  ein 
und  bestimmt  durch  entsprechende  Elimination  dtp,,  de'  und  dta,  so  findet  sich: 
sin(V,—  V)  +  cos y  cos (1//,—  V)}  ^  + 
e'sin  |t/(,  —  ip)  —  ainrp  cos  {ifi, —  ip}}  ^ 

3' cos«/ cos  (t//, — 1/1)  +  sine' sin«,']  —  cos*/)  sin  't/j, —  ip)cose,'}-2-\~ 
e'cose.'cosfi/*,— Vj+sin«' sine,'] +siö^  sin  fi//, —  ip)co8e,'}£ 
e'sin e/cos(i^, — ip) — sine'cose,']  —  cos  y  sin  [tp, —  i/*)sine,'}^  + 


— warne, 


dt 

+  {cos  cp  cos 

j£  =  {*»-¥>[«>•■ 
-+-  {cos  (p  [cos  e' 

■^  =  {tsin<p  [cos 
+  {cos  71  [cos  e' 


Da  ^  und  y  von  der  Ordnung  der  Störungen  und  der  Neigung  der  inatantanen 
Drehungsachse  gegen  die  Erdachse  sind,  so  kann  man  deren  Differentialquotienten  als 
Grössen  erster  Ordnung  auffassen,  deren  Producte  in  die  fast  unmerklichen  Unter- 
schiede :  ip,  —  ip  und  e,'  —  e'  unbedenklich  übergangen  werden  können,  man  erhält 
unter  dieser  Voraussetzung  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  das  Resultat: 


Dem  zu  Folge  ist  innerhalb  der  gesetzten  Genauigkeitsgrenze  tu  als  eine  Constante 
anzunehmen;  da  aber  nach  i)  (pag.  155)  gesetzt  werden  kann: 

so  darf,  ohne  mehr  als  Fehler  dritter  Ordnung  zu  begeben,  statt  5)  geschrieben  werden : 


coscp  dp         ninip  dq 


de,'  sinip  dp         cottp  dq 

"  ~  "         dt  • 


Ersetzt  man  die  Werthe  der  Differentialquotienten  von  p  und  q  nach  den  Glei- 
chungen 3)  (pag.  146)  und  berücksichtigt  dann  die  Gleichungen  7)  (pag,  138),  so 
erhält  man : 

de/  1  fdV\     .     C  —  A  .  .        .     •  1         idV\  O  —  Ade1 

-df  =  ~  9-mTO  \3f)  +  ~ÄT  Ü™*?  -  3"mrt  =  -  ^r?2  \m  —JTS 
.       ,dip,  \    idV\    ,     C—A,      .  ,  ,1     ldV\         C—A    .      ,dtf> 

Sme'    W  =  ~nA  \SP)  +  "  -T  <PBln?  +  9«»fP)  °*  ^Ä  \ü)  -  —Ä~  ■«»  -|  ■ 
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Substitut  rt  man  nun  für  -jr  und  ,  die  aus  den  Gleichungen  13)  (pag.  149)  resul- 
tirenden  Werthe,  so  findet  sich : 

dt,' 1         IdV\  C—  A    d_   I  ■       ,  4ty\  C  —  A  ,  <ty  de' 

dt   —        sina'nöU'W  »C      dt    V"ne     dt)  nC     C08*    dt' dt 

.       ,d%  1        ldV\    .    C  —  A   d    ids'\         C—A    ■      1  ,  <ty  d>j> 

Vergleicht  man  die  zweiten  und  dritten  Glieder  in  den  vorliegenden  Ausdrücken 
mit  jenen,  welche  die  Gleichungen  13)  (pag.  149)  ergeben,  ho  wird  man  dieselben 
bis  auf  den  einen  gemeinsamen  Factor  identisch  linden,  dieser  ist  in  den  vor- 
liegenden Ausdrücken ^ — ,  während  er  in  jenen  ^  ist.     Diese  Glieder  haben 

aber  nach  der  Integration  (vergl.  Gleichung  24)  pag.  153)  in  den  Gleichungen  13) 
[pag.  149)  nur  Werthe  finden  lassen,  welche  mit: 

-T—   =    000327  l88*), 

multiplicirt,  völlig  verschwindende  Coefficienten  ergaben  und  wenn  man  die  vierte 
Decimale  der  Bogensekunde  noch  mitnimmt,  so  finden  sich  die  Ausdrücke : 

d\fi  _ 


nC 


-  o"ooo3  sin  (^'  - 

-  o"ooo6  cos  [//  - 


welche  Glieder  man  ohne  Bedenken  übergehen  kann,  und  die  übrigens  nur  von  dem 
erst  in  neuerer  Zeit  als  vorhanden  erwiesenen  Unterschiede  zwischen  der  instantanen 
Drehungsachse  und  der  Hauptachse  der  Trägheit  Z'  (vergl.  pag.  151)  abhängen;  die 
von  den  störenden  Kräften  abhängigen  Glieder  sind  innerhalb  der  gestellten  Ge- 
nauigkeitsgrenzen verschwindend. 

Die  Integration  der  Differentialgleichungen  7)  ergibt  daher,    wenn  man  nun 
wieder  statt  e,'  und  ip,  die  Buchstaben  e'  und  \p  setzt,  mit  Rücksicht  auf  die  gemach- 
ten Bemerkungen   ein  selbst  für  die  genaueste  Ermittlung  der  Präcession  und  Nu- 
tation  ausreichendes,   von  Foisson  zuerst  aufgestelltes  Resultat: 
,  ,         PtdV\      dt        | 

Es  ist  nun,  worauf  schon  in  dem  vorausgehenden  Kapitel  hingewiesen  wurde,  dar- 
gelegt, weshalb  man  mit  der  vorliegenden  sehr  einfachen  Form  der  Quadraturen 
ausreicht;  nicht  die  Kleinheit  der  zweiten  und  dritten  Glieder  in  den  Gleichungen  13) 
(pag.  149)  ist  entscheidend,  denn  dieselben  erhalten,  wie  dies  oben  nachgewiesen 
wurde,  Werthe,  die  weit  innerhalb  der  sonst  bei  dem  Probleme  gewählten  Genauig- 
keitsgrenzen fallen,  sondern  der  Umstand,  dass  sich  die  Beobachtungen  der  durch  die 
Präcession  und  Nutation  erzeugten  Bewegungen  auf  du?  instantane  Drehungsachse 
beziehen. 


•)  Über  diesen  numerischen  Wertb  vergl.  pag.  18*. 
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i).   Numerische  Entwicklung  der  partiellen  Differentialquotienten  des  Potentials. 

Zur  Auswerthung  der  in  9)  (pag.  157)  auftretenden  Integrale  müssen  die 
Gleichungen  15)  (pag  145)  nunmehr  in  in tegrable  Formen  übergeführt  werden.  Zu 
diesem  Ende  müssen  zunächst  die  Ausdrücke  l',  b'  und  r,'  entsprechend  aus  den 
Mond-  und  Sonnentafeln  entlehnt  werden;  den  Einfluss  der  übrigen  Planeten  des 
Sonnensystems  kann  man  als  unmerklich  vernachlässigen.  Die  durch  die  astrono- 
mischen Tafeln  gegebenen  polaren  Sonnen-  und  Mondcoordinaten  beziehen  sich 
auf  das  zugehörige  wahre  Aquinoctium,  während  hier  alles  auf  die  fixe  mittlere 
Ekliptik  der  Ausgangsepoche  bezogen  verlangt  wird.  Zuerst  soll  an  die  Lösung 
der  Aufgabe  geschritten  werden,  aus  den  Tafelwerthen  V,  und  b',  die  sich  auf  das 
wahre  Aquinoctium  bezieben,  die  Werthe  V  und  b'  zu  finden.  Da  diese  Grössen 
bei  ihrer  Verwendung  zur  Ermittlung  der  Präcession  und  Mutation  mit  StörungB- 
gliedern  multiplicirt  werden,  so  wäre  für  die  vorliegenden  Zwecke  eine  Entwick- 
lung der  Coordinaten  bis  auf  Glieder  zweiter  Ordnung  inclusive  ausreichend,  wenn 
man  im  Resultate  die  Glieder  dritter  Ordnung  richtig  finden  will;  um  jedoch  später 
Transformationen  für  die  Präcessionsformeln  bis  auf  Glieder  dritter  Ordnung  inclusive 
ohne  Mühe  ableiten  zu  können,  soll  die  Entwicklung  etwas  weiter  geführt  werden, 
als  dies  für  die  nächsten  Zwecke  nöthig  ist. 

Nimmt  man  die  Figur  I  (pag.  125)  zu  Hilfe,  so  kann  man  sich  unter  dem 
Bogen  AA,  den  wahren  Äquator  vorstellen;  ^fc  wird  dann  der  Bogen  —  \p  sein, 
der  Winkel  AcE,,  aber  die  hier  mit  e'  bezeichnete  Schiefe  der  festen  Ekliptik  gegen 
den  wahren  Äquator.  Bezeichnet  man  den  Bogen  ^Yi«  der  ^en  Namen  „die  Prä- 
cession durch  die  Planeten"  führt,  mit «,  den  Bogen  E^ft  mit  b,  die  dritte  Seite  in 
dem  in  Betracht  gezogenen  sphärischen  Dreiecke,  weil  bei  E  der  absteigende  Knoten 
der  beweglichen  Ekliptik  in  der  fixen  ist,  mit  1800 —  [II},  den  Winkel  cETf,  mit  (»), 
(vergl.  über  die  Bedeutung  der  Grössen  (JI)  und  («)  die  Gleichungen  iaj  pag.  124), 
so  ist  nach  den  Napier' sehen  Gleichungen  in  dem  vorgelegten  sphärischen  Drei- 
ecke cEYi : 

♦-»  1  lt.  _i_  „\  _  ?L_ , 

in*  («'-(»))  " 

**t»  -  °) = «t?-S!  *g*(i6oP  -  W + *>• ) 

Man  kann  gleich  hier  die  Bemerkung  einschalten,  dass  die  allgemeine  Präcession  (/) 
mehr  der  Notation  in  Länge  (N)  bestimmt  ist  durch  den  Bogen : 

ß  +  (W)  =  iW— W  —  b.  2) 

Wendet  man  auf  die  Gleichungen  1]  die  pag.  32  durchgeführte  Reihenentwicklung 
an,  nach  welcher  Ausdrücke  von  der  Gestalt: 

tg,jp'  =  »tg<jP, 
auf  die  Form : 

<p'  =  fp  -4-  msimfp  +  -}  m1  sin  4<;>  4-  -Jm3 sin  61/1  +  ■  ■ , 


*K*  +  »)-EiF=ra  •eil'80"- (")  +  *) 


•  Google 


gebracht  werden  können,  in  welcher  Reihe : 


t  ist,  so  wird  i 
das  anderemal : 


3) 


,  einmal : 

•»  =  «rt  H  »»*$«'■ 

annehmend,  ohne  Schwierigkeit  nach  i)  finden: 

{ {b  +  a)  =  {  (i8o°  —  (II)  +  V)  +  tet  H  cotg|«>in  1(11)  —  «V)  - 
-l{tgJMcotgl«'}>ein2((II)  —  V)  + 
+  i(tgi(«)  cotg  J«')'sin)3  ((II)  —  ifl  - 
K»-»)  =i(i8o°-  (JI)  +*|-(tgiWtgl«-).m((H)  -  V)- 
.—,{%,  Wtgie')1»»'«!!)  -«  - 
-  J  {tgi(i)  tgi«')"8in3  ((II)  -  u>)  -  • 

Die  Addition  heider  Ausdrücke  führt  zur  Kenntnis  von  4,  die  Subtraction  zu  der  von  a.   ■ 
Um  nun  die  Bogen  nach  Potenzen  der  Zeit,  der  Pracession  und  Nutation  zu  entwickeln, 
wird  man,  von  den  Ausdrücken  ia  (pag.  124)  Gehrauch  machend,  ohne  in  3)  mehr  als 
Glieder  vierter  Ordnung  zu  übergehen,  setzen  dürfen : 

igiM  =  ,tgM-itgH",     «g,M'  =  11sM',    tgtW'^l'tgi»)» 

COS  1p  —    I  4  l/»a,  C08  2  1/1=1,  COS  3  1/»  =  I  J      4) 

sin  tf>  =  tfi,  sin  2 1//  =  2  t/i,  sin  3  ip  =  3  if>. 

Ferner  werden,  wenn  man  die  bekannten  Formeln: 

benützt,  wegen  der  spater  auftretenden  Combinationen  dieser  beiden  Werthe  die  fol- 
genden Relationen  zu  beachten  sein  : 
cotgje'   +tgje'   =  ^p,  cotg^«'   — tg^e'   =  2cotge' 


cotgl«'»-tgS«'!  = 
cotgie'J+  tgie's: 


4o>t*y 

■_+6co. 


cotgl«''  +  tgJe'! 
cotgis''  —  tgje'': 


.']» 


5) 


Die  Grösse  e'  selbst  ist  keine  Constante,  sondern  erfährt  durch  die  Pracession  und 
Nutation  Veränderungen ;  bezeichnet  man  die  für  die  Ausgangsepoche  geltende  mitt- 
lere Schiefe  mit  eu,  so  soll  gesetzt  werden: 

wobei  Je  vorerst  als  erster  Ordnung  anzusehen  sein  wird.  Sollen  die  Endresultate  alle 
Glieder  dritter  Ordnung  enthalten,  so  hat  man  zu  schreiben : 


\Je- 


2  cotg  e'  ■■ 


8irtE0s  91a  B0" 

:  2COtg60 


Je.*, 
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Schliesslich   wird   man   mit  demselben  Genauigkeitsgrade   im   Resultate   annehmen 
können :  ^  ^  _  ^  =  ^  ^  _  ^  cos  (71)  —  4  ^>  sin  (77)  ■ 

ein  2  ((TT)  —  tp)  =  sin 2  (77)  —  2t/-cos2  (71)  ■  •  ■  J     7) 

sin  3  [(JI)  —  V)  =  sin  3  (TT)  •  ■  •- 
und  danach  haben : 

tg(?r)  sin    {n)=plt+p2t*  +  p3ti 
tg(/r)   cos    (71)  =q1t  +  qiP  +  ftP 

tg(^sin2  (JI)  =  2|>,  ?1  P  +  {qlPl  +  toPt)t*} 

tg(n:)!cos2(77)  =  (S11  — fi')f 
tg(7r)3sin3(JI)  =  (3V/*  —  f.'}** 
tg(/c)38in    (n)=p,(i'1;'  +  J.a)^ 
Die  Ausdrücke  für  a  und  &  werden  in  ziemlich  zusammengesetzter  Form  auftreten, 
weshalb  die  Glieder  gleicher  Ordnung  einzeln  angesetzt  werden  sollen ;  zerfällt  man 
nämlich  a  und  b  in  der  Weise : 

a  =  ö,+<ij  +  *jH 

i  =  40-r-*i+ÄiH-Äj4--, 
wobei  der  Index  den  Hinweis  auf  die  Ordnung  des  Gliedes  enthält,  so  findet  sich : 


"•  = »»'.. ' 

1»    _E£tfJ! piqll,_J^y,_«_!£!1P<jt, 

^          'sine0          ime„  "*»(              mn ^  ™               imt. 

°»  =  l,to7„-iAl?',  +  ^',)-'IS'(','^'+',■?', + 

+ -ssir  W*  -  a*  1),'"+ 

+  ISf  te'-Äi  -Al*""  + 

9 

,     tl  -t-coae„'                   cotire..       i     ,    -,    , 

I      )'   +«°<eoa  _    (     Jr\f     1 

und  weiter: 

b0  =  180°  —  (JI)  +  V 

5,  =  (cotg«„ft  —  }  cotg «„F.  (•>,•  +  ?,')  —  J  '  "^n"*'   'Pl  ?!  +  ft»)  + 

+  li2J'ä-' cos «„(}},>  —  Aft')}  <"  + 

+  j'^°y'  (?.'  -?.•)  -  <»tg  «öS»)  v«1 + 

+  {-4cotg<„p,>y'<  + 

+  V'St.p'i'-£}iJ'e' 

1     lain*0*'M 

.0) 


+  ^„1^»«. 
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Es  wird  hier  der  richtige  Ort  sein,  noch  eine  Entwicklung  durchzuführen,  die  zwar 
für  die  nächsten  Zwecke  nicht  nöthig  ist,  von  der  aber  später  Gebrauch  gemacht 
werden  wird ;  in  dem  hier  in  Betracht  gezogenen  sphärischen  Dreiecke  c£T{\  (Figur  I 
pag.  125)  ist  der  Winkel  bei  Yi  nicht  bestimmt  worden.  Bezeichnet  man  den  Winkel 
Et'Y,A,  der  die  wahre  Schiefe  der  Ekliptik  darstellt,  mit  e,  so  gibt  eine  Fundamen- 
talrelation der  sphärischen  Trigonometrie,  den  Ausdruck : 

sin  e  =  — ■ .~j-  '  ■    y  sin  e  . 

Setzt  man  vorerst : 

gjn(i8o"—  (ITl+f)  _  ,     ,    _ 
iinft  —  «  -r  r, 

so  wird  sein : 

sine  —  sine'  =  raine'  =  2  sin  \ ■  [e  —  e')  cos[e'  -+-  J  [e  —  «'}), 
oder,  indem  man  nach  Potenzen  von  e  —  e'  entwickelt : 

{■  —  «')  -  i*ge'  («  —  e')1  -  4  f«  —  «V  =  rtg«'. 
Die  Umkehrung  dieser  Reihe  gibt  aber : 

s  —  «'  =  rtge'  +  ifätge'»  +  ir»tge'»  (tge'»  +  |}.         11) 

Es  soll  nun  vorerst  der  Coefficient  r  näher  entwickelt  werden;  wenn  man  die  obige 
Entwicklung  (vergl.  Gleichung  10]  pag.  160)  für  b  heranzieht,  so  erhält  man,  wenn 

abkürzend:  „       ,     ,    ,     ,    , 

P  =  f>i  +  62  +  o3, 
gesetzt  wird : 

■in  figo"—  (P1.+  gl  —  gin(i8o0—  (gj+g+j)  _ 


Än(i8oP  —  im  +  v+pi 

/»COS  (180°  —  (77)  +  y.)  —  j^gin  fito"  —  {TT)  +  y)  -  |^CQ8(iao°  -  {TT)  +  y)  -\ 

8in(igo°— (i7)  +  ^+^c<W(i8o0— (77J  +  V)— i^wnliSo0  — {//J+V)H ' 

Will  man  hei  dieser  Entwicklung  wie  früher  alle  Glieder  dritter  Ordnung  mitnehmen, 

so  wird  man  zu  setzen  haben : 
cos(i8o°—  (/I)+i/')=cob(i8o0—  (JI))—  i/»sin(i8o°—  (H))  —  £t^co8(i8o°—  (iT])+-- 
sin  (1800— (fl)  +  ^}  =  sin  (180"— (il))  +  i/-cos  (1800— (J7j)  — J^sin  (1800—  (1Zj)  +  •-, 

und  es  wird : 

__  r  _  „„to  r.öno  _  m\\  ?  —  &++  ig  *&  "8o"  —  <gjj  —  't^"1'  +  ***»  +  US 

^  l  l     "  1  +  t*  +  ßi cotg (180"  —  (DJ)  —  itf+  W  ' 

oder  bis  auf  Grössen  dritter  Ordnung  inclusive : 

r  =  —  /Jeotg(i8o°— (/!))+  1 

+  (^  +  4^)  +  Ü**  +  /*I)«*8(i8dD— (JI))»  +  { 

+  /»</'s)cotg(i8o0-{/rj)».  ] 

Um  nun  cotg  (1800  —  (/Z)}  zu  erhalten,  hat  man  nach  1a)  (pag.  124): 

,  _i_  2!  ;  _i_  2»  p 
antg(i8cP-  (Jl)) ^T^It*!^-11 8 S^- 
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oder  wieder  innerhalb  der  für  das  Resultat  geforderten  Genauigkeitsgrenzen : 

-■<»•*-<"»--*'■ +  (S-Ä)'+(3+S-Ä--K)'»-  '3| 

Fühlt  man  diese  Relationen  in  12)  ein,  80  ergibt  sich,  wenn  gleichzeitig 
ß  =  i,  +  fi]  +  *a  nach  10)  (pag.  160}  eingeführt  wird: 
r  =  cotg^ff!  t  + 

+  ''  (—  Ifi"  +  |cotg«0'yi'  +  cotge0«J  +  yt  {cotg«„?,}  — 

+■  l3         {—  fcotgc0y,s  —  ft  ft  +  cotge0ys  —  ^p  {2  +  cotge,,1)  j>,3?,  -+• 

4-  cotge02p,  p,}  + 
+  1>"     (—  ü;,-|  ?i P,  +  cotg«0p,|  + 
+  **'    {— icotg«,,},} + 

+  -"»  (-eh» -3^*)  + 

+<""(  K>>+ 

Diese  Relation  wäre  in  n)  (pag.  161)  einzuführen,  man  hat  aber  zu  beachten,  dass 
in  dieser  Gleichung  wie  früher  gesetzt  werden  muss: 

e'  =  e0  +  Je, 
wo  c0  die  mittlere  Schiefe  zur  Zeit  der  Ausgangsepoche  darstellt ;  es  ist  danach : 


i4) 


ge  =  tg*0  -I- 


.£    4.  J* 


,^eJ. 


also: 


t  =  £„  +  Js  -|-  rtg£0  -+-  1 

+  ~^«  +  *r«W  +  I     I5) 

+  r  JJ^  ^  +  J  r>  -^  ^e  +  |tg^>  (tgO  +  f)  r',  j 
wobei  innerhalb  der  vorgesetzten  Genauigkeitsgrenzen  zu  setzen  sein  wird: 
r1  —  cotgts,,2.?,1.!1  +  P{ —  cotge0qt3  -+-  cotge,,*;,^,!  -+■  2cotgE05j|  q^}  \ 

+  *I>P  {acotg^fcft)  -  JeP{z  g-J  ?,*}  1     16} 

r3  =  catge03  q{3t3.  \ 

Die  Substitution  des  Ausdruckes  14)  und  der  Relationen  16)  in  die  Gleichung  15) 
ergibt  schliesslich  ( 

c  =  «o  +  Je  +  y,  t 

+  t*       {Jcotge0V  +  ft}  +  if>t[p,) 

-f-  #f    {—  ootgfuyi  pt  +  Pi} 

+  <!>**    {— tffi} 

+  Jtfif-  -  "      Pl2}. 


•7) 
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Mit  Hilfe  des  oben  (Gleichung  10)  pag.  160)  entwickelten  Ausdruckes  für  4 
wird  es  nicht  schwer  sein ,  die  Relation  zwischen  den  auf  das  wahre  Äquinoctium 
bezogenen  Coordinaten  /,'  und  4,'  und  den  für  die  feste  Ekliptik  der  Ausgangsepoche 
geltenden  V  und  4"  herzustellen.  Legt  man  die  positive  X-Achse  eines  Coordinaten- 
systems  in  den  absteigenden  Knoten  der  beweglichen  Ekliptik  in  der  fixen  und  die 
X  y-Ebene  einmal  in  die  feste,  das  anderemal  in  die  bewegliche  Ekliptik,  so  hat  man 
zur  Verwandlung  der  Coordinaten  die  Relationen: 

cos  b'  cos  [V  +  i8o° —  (Ü))  =  cosJ/cosß'  +  b) 

cosi'sin(r  +  i&cf—  (H))  =  cos  b,'  sin  (/,'  4-  ä)cob(tt)  +  sin4/sin(«} 

sin  b'  =  —  cos  b,'  sin  {/,'  +  b)  sin  {&}  +  sin  b,'  cos  (n) . 

Multiphcirt  man  die  erste  Gleichung  mit  cos(i8o° —  (JI)  +  tp),  die  zweite  mit 
sin(i8o° —  (JI)  -|-  ip)  und  bildet  deren  Summe,  dann  dieselben  Gleichungen  mit 
—  sin(i8o°  —  (JI)  +  ty)  und  cos(i8o° —  (JI)  -(-  ty)  und  addirt  wieder,  so  findet  sich: 

co9Ä'cos(f  —  tf>)  =  oos 4/  {cob(// +  *)  cos (i8o°— (JI)+  *}>)  + 
4-  Bin(//4-  4)  sin(i8o°—  (II)  +  i/»)cos(/ir)} 
4-  sin4,'sin(i8o0—  (II)  4-  tf>)ein(ft) 

cos 4' sin  [F  —  ip)  =  cos4,'  { —  cos  (I,'  +  4)sin(i8o° —  (II)  4-V)  + 
4-8m(//4-4)cos(i8p°—  (JIJ  4-  i/>)  cos  (te)  } 
4-  sin4,'cos(i8o°—  (JI)  4*  tf>)sm[n) 
sin  b'  =  —  cos  hl  sin  {/,'  4-  b)  sin  (n)  +  sin  b,'  cos  [iz] . 

Hiermit  sind  die  in  den  partiellen  Differentialquotienten  des  Potentials  auftretenden 
Functionen  auf  die  den  Tafeln  zu  entlehnenden  Coordinaten  reducirt;  doch  wird  es 
zweckmässig  sein,  auf  die  rechts  vom  Gleichheitszeichen  stehenden  Ausdrücke  Reihen- 
entwicklungen anzuwenden ,  wobei  aber  die  Annäherung  auf  Glieder  zweiter  Ord- 
nung inclusive  beschränkt  werden  kann,  da  diese  Coeffieienten  in  den  bezüglichen 
Ausdrucken  mit  Gliedern  von  der  Ordnung  der  Störungen  multiplicirt  erscheinen : 
dieser  Bemerkung  gemäss  sind  die  folgenden  Substitutionen  und  Transformationen 
durchzuführen. 

Der  Coefncient  von  cos  4/  in  der  ersten  Gleichung  in  18)  kann  geschrieben 
werden : 

cos.ft'4-  4—  i8o°4-(H)  —  i//)  —  2 ein (// 4-  4)sin(i8o°—  (II)  4-  tft)»m\(tt)*\ 

läset  man  alle  Glieder  dritter  Ordnung  fort,  so  wird  derselbe; 

cos(//4-  cotge0^i  4-  cotge0;>,**  —  ^A-|  Jet  —  cotge,,^,  tfit  —  \^-jj^r- Pt9t  p)  + 

4-±8in(*,'—  (H))sin(JI)tg(7r)i, 
somit  auch: 

co9?/{i—  tcotgejp^ty  —  sin^,' {cotge„pi(  4- cotgEoftf  —  ^A-^^/ei  —  ) 

-  otgc-gi  »«  -  i'  li0?Vwi^)  —  [     I9) 

—  ^ooellp^P  4-  J  einl,'plqi  t1.  f 
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Der   Coefficient  von  sin  b,'    in   der  ersten   Gleichung  18)    kann  innerhalb   der  ge- 
steckten Genauigkeitsgrenzen  geschrieben  werden: 

sin  (II)  tg  («■)  —  cos  (Jl)  tg  (n)  y>  =  {p,  t  +  pt  t2  —  ?l  V'}-  2°) 

Die  Addition  der  Ausdrücke   19)  und  20)  ergibt: 
cos  4' cos  (/  —  V)  =  cwÄ/ooa//  {1  — -■■.  .tfi'P)  + 

-fc  cos  6/  sin  *,'  {—  cotg  £0pi  t  +  £ *  i1  —  cotg  e0ft  ^  + 

+  -*i  <^e<  4-  cotge0y,  V*0  + 
-r-sinft/fj»,*  —  JiV'+^i^}- 

Der  Coefficient  von  cos  b,'  in  der  zweiten  Gleichung  in  18)   (pag.  163)  lässt 
sich  ähnlich  transformiren,  derselbe  ist  zunächst: 

sin(J/  +  Ä  —  180°+ (II)  —  tf>)  —  2sin(/,'  +  6)  cos  (180°—-  (H)  +  ^Jsin^nf)1, 
oder :  ■     ' 

sin{/,'+  catge0pit  +  cotgs0p2t2 &  tJet  —  cotge„j,  tyt—  \  — T-£.^°.  pf  qy  (JJ  — 

-  J«in(//—  (H))cw(JI)tg(*)a, 
es  wird  demnach : 

cosi'sin(f  —  ^»)  =  coBd/sin//{i— -J  {cotg  s„*/>i5  +  gl')*1}  +  ] 

4-  cos fi,' cos/,'  (cotgCoP^  +  cotge0pj^ —  - — ?"" "Vi  gl  **  ~ 

—  ^£1  ^«<  ~  C0tg£o?,  vO  + 
-I-  sin6/{— gi*— *>i  V'— gi'1)- 

In  ganz  ähnlicher  Weise  findet  sich : 


») 


sin  A'  =  cos  8/  sin  //  {  ;,  t  +  q2  fi  -f-  tf;pl  t  +  cotg  «0pi  *  f)  -J- 
+  cos  i,'  cos  /,'  { —  p\t  —  pit1  +  i/j  gl  i  +  cotg  e„  j?i  yi  (*}  -f 
+  . in  J/(i-l  (/>,'  +  },  ■)<■). 


»3) 


In  der  Entwicklung  der  partiellen  DifTerentialquotdenten  deB  Potentials  (vergl. 
Gleichung  15)  pag.  162)  kommt  überdies  cos  b'  sin  (/"  —  i/*)  einmal  in  Verbindung 
mit  sine',  das  anderemal  mit  cot.gr'  vor,  ferner  erscheint  aini'  einmal  allein,  dann 
in  Verbindung  mit  cos«';  man  hat  aber: 

eine'  =  sine0  +  cose0i/e de2  1 

cotge'  =  cotge0 —  -j— ^  Je  +  ^?-^f  Je2  \ 
cose'  =  cosc„  — eine  Je —de2. 1 


24) 


Mit  Rücksicht  auf  diese  Relationen  und  die  Gleichungen  21),  2*)  und  23)  erhält  man 
daher  für  die  in  den  Differentialquotienten  des  Potentials  auftretenden  Factoren 
(vergl.  Gleichung  15)  pag.  162) : 


DigitizGd  by  Vj OOQ  IC 


(65 


5b) 


sin  i  uos  b'  sin  [V — tp)  +  C08  e'  sin  b'  =  .    \ 

=  coso.'sin/,'  {sm*0  +  cos*0i/i  (  +  c°Be0Je  +  |  (cotg^cose,,;»!5  —  sine,,}!'  -+- 

+  jco8e0s,i)*1  +  cne£0ptil>t  —  naeaqiJet  —  ^sine,,^«1}  +    25a) 
+  sinfi,'  {cos«„ — sin «,,£,*  —  sin  *„.;/* — (sine0?i  +  i  [Pia  +  Ji1]  C08eo) ''  — 

—  ftin£i>plipt  —  co»e0qt^£t  —  -Jcob«0^/cj}  ;  ) 

cotg  e'  cob  ä'  ain  (/  —  t^)  —  sin  A'  = 

=  cos  fi/ sin//  {cotg£0  —  y,*  —  g^  — />i  ^  —  (cotge0p,s  +  ya  +  ^«otgVPi1  + 
+  icotg*0?|i)^  +  ^J^i}4- 

+  cobo,  cos(,  \-?-—3  +  \Pi  —  cotge,,^ qt)  -^—t  —  41-r1 —^  pt  Jet}  + 

+  sra*,'{—  1  — cotge0 y,  t  +  ^J  —  cotge,,^  tyt  +  ($/>,'  +  *$,»  —  cotg£o?^}. 

Hierdurch  erscheinen  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  21)  (pag.  164)  die  Eactoren 
in  den  Differentialquotienten  des  Potentials ,  so  weit  dieselben  von  der  säcularen 
Bewegung  der  Ekliptik  abhängig  sind,  entwickelt.  Diese  Ausdrucke  enthalten  die 
zu  suchende  Grösse  ip  selbst,  aber  nur  in  den  Gliedern  zweiter  Ordnung,  während  4e 
ausser  periodischen  Gliedern  nur  solche  Glieder  enthält ,  die  mit  zweiten  und  höhe- 
ren Potenzen  von  t  multiplicirt  sind ;  man  mÜBSte,  wenn  diese  Grössen  nicht  ander- 
weitig genähert  bekannt  wären,  dieselben  in  der  ersten  Näherung  der  Null  gleich 
setzen  und  dann  das  so  erlangte  Integration sresul tat  für  ip  und  Je  in  die  vor- 
stehenden Ausdrücke  in  der  zweiten  Annäherung  einführen  ;  da  jedoch  für  t/>  und  Jr. 
durch  anderweitige  Untersuchungen  bereits  Nähemngswerthe  bekannt  sind  und  Für 
den  angestrebten  Zweck  eine  ganz  beiläufige  Kenntnis  derselben  ausreicht,  so  sollen 
die  entsprechenden  Werthe  entlehnt  und  hier  eingeführt  werden.  Berücksichtigt 
man  blos  die  grössten  Glieder,  so  hat  man,  wenn  für  t  das  julianische  Jahrhundert 
=  36525  mittlere  Sonnentage  als  Zeiteinheit  genommen  wird,  nach  Le-Verrier's 
Sonnentafeln : 

u>  =  —  5037"!  *  4-  i7"3sinQ-|-  i"3sin20  1 
Je  =  o/'2  cos  Q  +  o"o7io.  (*  i    26) 

«o  =  23°27'3i"83.  ' 

wobei  die  Symbole  0  und  0  beziehungsweise  die  mittlere  Länge  des  aufsteigenden 
Mondknotens  und  jene  der  Sonne  darstellen;  Je  enthält  kein  mit  der  ersten  Potenz 
der  Zeit  proportionales  Glied.  Durch  Einführung  dieser  numerischen  Werthe  in  die 
Gleichungen  21)  (pag.  164)  und  25)  (pag.  105)  erhält  man,  wenn  die  constanten  Glieder 
in  Einheiten  des  Radius  (die  überstrich enen  Zahlen  sind  logarithmisch  zu  verstehen}, 
die  rein  periodischen  Glieder  auf  zwei  Decimalen  und,  was  mehr  als  ausreichend  ist, 
die  mit  t  und  fi  multiplicirten  Coefficienten  auf  vier  Decimalen  der  Bogensekunde  an- 
gesetzt werden,  die  folgenden  Werthe : 
cos b' cos  (E —  ifi)  =  cob 0,' cos// {1  —  o"ooo5  t2}  + 

+  cosö,'sint'{—  i3"4598  £  +  2',2i72*1-|-o"ooi6f  cosO  —  o"o092/sinQ  — 

—  o"ooo7isin  20}  +  sino,'{4-5"84i°' — o"<)65()t*-\-o"oo4otainQ-\-o"  0003  t  ein  2Q} 
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ein  t' cos  J' sin  (/* —  if>)  -\-  cose'sini'  =  cob  b,' ein/','  {9-599982  —  43"66oi  t  — 

—  o"oi  48  (2+8*44  coflQ+o"ooo8  dcosQ-f-o"ooo4  (süiQ}-)- 
-f  8infi,'{gg62  533  +  I8''9467<  +  o"ooo4i, —  3"66cosQ-f- 
+  p"ooi9/co8Q  —  o"ooo2  (sina) 

cotg e' cos  b' sin  [T  —  \p) —  sino'  =  co8S,'cos//{4-36,"8573<  —  tf'0752  fl  — 

—  o"oo76£cosQ  +  °"°252  (sinS  -|-  o"ooiq  (sin  20}  + 
+  cos  b'  sin/,'  {0-362552  +  47"5940*  —  0*381  gP — 

—  58"o5cosQ  +o"oooi  CcosQ  —  o"ooo5  (ainQ}  -f- 
+  sini,'{ —  I  +  ioq"674i(  +  o"2034(1 — o"oi34(cobQ — 

—  o"oon  (sinQ  —  o"oooi  isla  2©}. 

Bildet  man  nun  die  durch  die  partiellen  Differentialquotienten  des  Potentials  ge- 
forderten Producte  und  lässt  die  kleinen  ganz  irrelevanten  mit  ficmii  multiplicirten 
Glieder,  fort,  bo  findet  sich  (vergl.  15)  pag.  145}: 

rTj{eMi'cM(r-  ip)}  {sin  e'cos  i'sin  (f—  u>)  +  cos  e'sin  V)  =  (^— ^  J-^--.— , , 

=  pjw*V cob/,' cos b',  sin//  {9-599982  —  43"66oi  t  —  o"o  1 50 P  4-  8"44 cos Q  + 

4- o"ooo8  (  cob  Q  -|- o"ooo4  ( sin  Q)  + 
+  ->, cos b,' cob/,' sin b',  {9-962533  +  i8"9467  /  —  o"oooi  Z1 —  3"66cosQ  4- 

+  o"ooi9(cosQ  —  o"ooo2(sinfl} 
+  -i3C08J/sin/,'coBft,'8in/,'{— s"3582(  +  o"8855(*+  o"oooi  (cosQ  — 

—  o"oo3  7  ( sin  Q  —  o"ooo3  sin  2  ©}  + 
+ -rj cos 4/ sin/,' sin 6/ { —  io"o2  2i  (  +  1*6469**  4-  o"ooi9(cosQ — 

—  o"oo68lsinQ  —  o"ooo5sin2  0}  4" 
+  -7S8infi,'sinA/{4-  5"3582(  —  0*8855  (*  —  o"oooi(cosq  +  o"oo37  (sinQ  + 

4-  o"ooo3sin20}. 


,  {cotg  e'  cos  b'  sin  [t  —  ip)- 


-  sin  b'}  {sin  e'  cos  b'  sin  (/*  - 

W)  %3f,{C— A)nna'  = 


if>)  4-  cos  e'  sin  b'}  = 


«9) 


=  — 7|CosA,'coB/,'coso/sin/,'{+  1 4*6726*  —  2"4263(* —  o"ooi5/cosQ  4- 

4-  o"oioo/sinQ  4-  o"ooo8sin20)  + 
4-  pi cos  b,'  cos  /,' sin  b,'  {4-  33"8io9(  —  5*5697  (* —  o"oo76(cosq4- 

4-  o"o23i  rsinQ  4-  o"oo  1 7 sin 2 © }  4" 
4-   ',3co3  b,' sin/,' cos b,' sin/,' {9-962533  —  81*6624*  —  0*1962  ** —  3"66cos2  4- 

4-  o"oi6i  (cosQ  4-  o"ooo7  * sin Q }  + 
4- -j» cos b,' sin/,' sin b,' {0-234470  4-  174*6404*  —  o"2j2$f1 —  7o"i3cosa  — 

—  o"o034  (cos  Q  —  o"ooi8  (sin  Q}  ■+- 
4- -73 ein b,' sin  b,' {9^962533  4-  81*6624*  4-  o"i962*14-  3"66cosQ  — 

—  o"oi6i  tcotjQ.  —  o"ooo8(sinQ  —  o"oooisin2©}. 

Man  könnte  in  den  obigen  Ausdrücken  die  dritten  Glieder  mit  den  fünften  zusam- 
menziehen und  als  gemeinsamen  Factor  (cos b' sin /,') * — sini,'1  herausheben,  doch 
habe  ich  es  vorgezogen,  die  Glieder  getrennt  stehen  zu  lassen. 
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Nunmehr  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  Grössen  r,',  l',  und  &,'  entsprechend  den 
astronomischen  Tafeln  in  integrabler  Form  zu  entwickeln.  Für  die  Mondcoordinaten 
habe  ich  Hansen's  Tafeln,  für  die  Sonnencoordräaten  Le-Verrier's  Tafeln  be- 
nützt und  hierbei  eine  solche  Genauigkeit  angestrebt,  dass  im  Allgemeinen  die 
Coordinaten  bis  auf  die  fünfte  Decimale  richtig  erhalten  werden.  Nach  Hansen's 
Mondtafeln  würden  bei  Berücksichtigung  aller  Glieder,  welche  eine  Einheit  der 
fünften  Decimale  betragen  können,  nur  mit  Ausschluss  der  etwas  zweifelhaften 
Venusglieder,  für  die  Länge  des  Mondes  die  folgenden  in  Einheiten  des  Radius  an- 
gesetzten Werthe,  in  welchen: 

g  :  die  mittlere  Anomalie  des  Mondes, 

g' :  die  mittlere  Anomalie  der  Sonne, 

o)  :  den  Abstand  des  Mondperigäums  von  dem  aufsteigenden  Mondknoten, 

«' :  den  Abstand  des  Sonnenperigäums  von  dem  aufsteigenden  Mondknoten, 

Q  :  die  Länge  des  aufsteigenden  Mondknotens, 

t  :  die  seit  1850-0  verflossene  Zeit  in  Einheiten  des  julianischen  Jahr- 
hunderts darstellt,  in  Betracht  kommen : 

4-  0-00003  8™  {ff  —  4  ff'  +  2  w  —  2  u>') 
+  0-00004 sin  [zg  —  a,g'  +  2  tu  —  2  a') 
+  0-00015  sin  (2 .7 —  \g'  +  4<n  —  4  m') 
+  0-00019  sin  (3  «7  —  4?'  +  4<"  —  4*0 
+  0-00007  sin  (4  y —  Wf  +  4«  —  4W') 

—  0-00019  sin  iff  +  2w] 

—  o-ooio8,8sin(2y  +  2  tu) 

—  0-00022  sin  [$g  +  2  <u) 
+  0-00003  sin  ( —  g  +  2  g1  +  2ta') 

—  0-00027  sin(2j'  +  200 

—  0-00004  8'n  [l9  —  2  ff'  +  4<w  —  2  u>) 

—  0-00003  sin  (4  y  —  2ff'  +  4W  —  2t0>) 
+  0-00009  sin  (g  +  ö»  —  m') 

—  o-ooooy  sin  ( —  g'  +  w  —  w) 

—  000061  sin  \<g  —  g1  +  tu  —  tu') 

—  0-00004  ein(2<7  —  g'  +  cd  —  «/) 

—  0-00004  8™  0 

—  0-000001 5  (sin  ( —  g  —  g') 

—  0-0000082  rsin  ( —  g') 

—  o-oooooi9*8in(y  —  g') 

—  00000024  'B'n  (ff  —  3?'+  2ta  —  2 10') 

—  0-0000019 (sin  {2g —  3^'+  2ti>  — 2a'). 

Der  Sinus  der  Mondbreite  ergab  sich  innerhalb  derselben  Genauigkeitsgrenzen  aus 
denselben  Tafeln ; 


'<=?  +  »  +  » 

+  0 

10976  siny 

+  0 

00373  »in  2g 

+  0 

0001781113^ 

+  0 

00004  sin  ( —  2y  —  g") 

+  0 

00053  tm(—  S  —  s') 

+  0 

00324  Bin  (—  g1) 

+  0 

0007  2  sin  (y —  g') 

+  0 

00005  sin  (2  y  —  y') 

+  0 

00004  Bin  ( —  ig') 

—  0 

0001 4  sin  (y  —  <f  +  2  tu  —  2  tu') 

—  0 

000 [2  ein  {zg  —  g'  4-  2  tu  —  tu1) 

+  0 

00006  sin  ( — y  —  2/  +  2G»  —  2«/) 

+  0 

00103  sin  ( —  2y'  +  2w  —  2  tu') 

+  0 

02223  sin(y  —  2g'  +  2  w  —  2  tu') 

+  0 

oli4osin(2y  —  2y'  +  2W —  2w') 

+  0 

00093Bin(3y —  2y'  +  1»-  2w') 

+  0 

00007  Bin  (4  g  —  2y'  +  2w  —  2ut) 

+  0 

O0OO4sin( —  3y'  +  2«  —  21a') 

+  0 

ooioosin  (y  —  ig'  +  2ta  —  2ta) 

+  0 

ooo8osin(2y  —  3y'  4-iw  —  2tu') 

+  0 

00007 sin  (3y  —  3?'  +  2W  —  2«/) 

•  Google 


+  0-00017  «in  (2  0  —  2  ff'  +  o» —  20»') 
+  000001  sin  (3,?—  2/  +  (u-zw') 
+  o-oooo4sin  ( —  30'  +  o>  —  210') 
+  0.00014 sin  (^-^  üf  +  w —  21*') 

—  0-00002  sin  (ff  +  20'  +  o»  +  20»') 

—  o-ooooisin(0  —  2^  +  3«  —  2  t*') 

+  OOOO97  sin  (2ff  —  2ff   +  3«  —  2W1) 

+  0-0005  7  «n  (3y  —  2^'  +  30»  —  2«') 
+  000006  sin  (40  —  2^  +  3«  —  20»') 
+  0-00004  sin  (2?  —  301  +  30»  — 
+  0-00003  sin  (30  —  3/  +  3W  —  2«') 
+  0-00004  sin  {zff  —  \g'  +30*  — 
+  000003  sin  [ig  —  a,g'  +  30»  — 
+  000001  sin  (4^  —  40'  +  50»  — 40/) 

—  0-00002  sin  [ig  —  g'  +  2U  —  w') 
+  000002  sin  (/ .+  w') 

—  o-ooo04sin(j+  <u  +  Q). 

Der  Sinus  der  Parallaxe  wurde  nach  Hansen's  Mondtafeln  so  genau  abgeleitet,  dass 
die  zweite  Decimale  der  Bogensekunde  auf  wenige  Einheiten  richtig  erhalten  wurde. 


sin 

i't  =  —  0-00002  sin  {ff'  +  01) 

—  0-00002  sin  {ff  +  </'  +  in) 

—  0-00003  8'n  (2  ff  +  ff  +  w) 

—  o-oooi  5  sin  ( —  g  +  o») 

—  0-00484  sinn» 

+  0-080.42 sin  [ff  +  w) 

+  0-00491  sin(20  +  w) 

+  0-00029  sin  {3  ff  +  *") 

+  0-00002  sin  {40  +  01) 

—  0-00002  sin  (2  ff  +  3  w) 

+  o-ooooi  sin  ( —  ff  +  cu) 

+  000002  sin  {g  —  y  +  o») 

+  0-00004  a'n  (2  0  —  ff"  +  0») 

—  0-00005  sin  [ff  —  ff'  +  (0  —  2  w') 

+  0-00007  sin  (—  ff —  2g' +  01 —  20»' 

+  O'OOoSosin  ( —  2  0'  +  0»  —  21a') 

+  0-00303  sin  [ff  —  2  ff'  +  w  —  2  o>') 

=  +  3422"o6 

+  3-O9COS(30  —  20'+  20»  —  20»'; 

+  186-540080 

+  O-28cOb(40  2  0*+  2  0*  —  2  Ol 

+   IO-l6COS20 

+  O-OI  COS  (5  0 2g1  +  2(1}  —  201 

+  0-63008  30 

—  0.0 1  cos  { —  g  —  30*+  201  —  201 

+  0-03  COS  40 

—  0-02C0S( 30    +261  2  0»') 

—  o-iocos[ —  20  —  0') 

+  1-45  «»  (ff—  Sff'  +  2w—  20»') 

—  o-94cos(— 0  — 0') 

+  1-92 COS  (20  —  30'  +  20»  —  2<J> 

—  0-40  cos  j —  g') 

+  0-22  cos  (30  —  30+201  —  20»' 

+  i.i6cos(y  — /) 

+  O-OI  cos  (40  —  30'  +  2  w  —  20»' 

+  0-12  008(20  —  0') 

+  0-05  COS  (0  —  40'  +  2  w  —  201') 

—  0-01  COS  (—0—20') 

+  O-O9  COS  (20  —  40*  +  20»—  20}') 

0-OICOs( —  20'} 

—  0-01  cos  (30  —  30'  +  401—401') 

+  OOICOS(0—  20') 

+  0-01  cos  [ff  —  40*  +  40»  —  40»') 

O-02C0S(ff  +  2IO  21»') 

+  0-36005(20  —  40'  +  401  —  40»') 

O-23  COS  (ff  0'  +  2  (O  2(1)') 

+  o-59cos!30  — 401  +40»  — 40»') 

O-29COS(2  0  0'  +  2  0»  2«') 

+  0-25  cos  (40  —  40'  +  40»  —  40»') 

—  004  cos  (30  —  g'  +  2  01  —  2fti') 

+  0-02  cos  (50  —  40'  +  40»  —  40»') 

O-OI  C0S( —  20  —   20'+  2  Ol  20»'] 

+  0-03  COS  (20  —  501  +  4<i>  —  40»') 

O-12O0S  ( 0  —  20'  +  210  20»') 

+  007  cos  (30  —  50'  +  401  —  40»') 

O-ßO  COS  ( 20'  +  2W  2  0»') 

+  0-03  cob  (40  —  50"  +  40»  —  40»') 

+  34-3OCOS(0—    20'  +  2O» 2»') 

+  o-oicos{40  —  60'  +  60» —  6o»') 

+  28-23COS  (20  20'+  2  0»  20»') 

—  0-71003(0  +  20») 

•  Google 


Ol  COS  [2g  +  2«») 

+  0 

oi  cos  [2g  +  «  —  ta') 

Ol  COS  (3/  +  2<ü'} 

+  0 

Ol  COB  (—  g  —  g'  +  IO  —  ül') 

O4C08(—  g  +  2g'  +  2W 

+  0 

02  COS  (—  g'  +  W  —  ü»') 

ncos(2y'  +  2«) 

—  O 

95  cos  (y  —  y*  +  w  —  tu) 

08008^  +  2^  +  2«') 

—  O 

1 1  cos  (2g  —  g'  +  tu  —  «') 

Ol  COS  (2g  —  2g'  +  4«  — 

2w') 

—  O 

01  cos  [y  —  3g1  +  3W  —  yo) 

Ol  COS  [ig  —  2g'  +  4«  — 

2w'| 

O 

03  cos  (2?  —  ig  +  3w  —  3w') 

Ol  cos  (w  —  li>') 

+  0 

0 1  cos  [ig  —  ig'  +  3«  —  ya) 

i4cos(y  +  ft»  —  w'J 

+  0 

01  cos  [g  +  y'  +  «  +  w'). 

Um  mm  aus  f(  die  Ausdrücke  sin  /"{  und  cos  f(  zu  erhalten,  wurde  von  den  Re- 
lationen : 

sin  ?(  =  sin  (y  +  w  +  ß)  cos;»  +  cos  (y  +  w  +  Q)  sin/» 
cos  ?(  =  cos  (y  +  «  +  Q)  cos/»  —  sin  (y  +  w  +  Ü)  sin/», 

Gebrauch  gemacht,  in  welchen  der  Bogen  p  die  Summe  der  periodischen  Störungen  in 
f(  darstellt ;  es  genügte  für  die  hier  gesteckten  Genauigkeitsgrenzen  au  setzen : 

cos/)  =  1  —  \p't,         sin/»  =  p  —  $p3. 

Da  die  Ausdrücke  für  sin  t(  und  cos  T ^  durchaus  die  gleichen  numerischen  Cucffi- 
cienten  erhalten,  die  im  ersteren  Falle  mit  dem  Sinus,  im  letzteren  Falle  mit  dem  Cosi- 
nus des  Argumentes  verbunden  werden ,  so  habe  ich  dem  entsprechend  die  folgenden 
Werthe  in  eine  einheitliche  Tafel  gebracht,  zu  der  ich  nur  bemerke,  dass,  um  das  An- 
schreiben allzuvieler  Nullen  zu  vermeiden,  die  mit  t  multiplicirten  Glieder  in  Ein- 
heiten der  fünften  Decimale  angesetzt  sind : 


sin 

1'« 

■    I 

»n  ( 

Coefficient 

00*  1 

CoefBeient 

co«! 

-cooooi 

— tg  +  m  +  Q 

+  0-00004 

—  g  +  g"  -»  +  »*'+  Q 

—  0.00037 

— g+»+Q 

+  0-00006 

g'  —  "  +  *«>'  +  Q 

—  0-05496 

<-  +  Q 

—  000001 

—  ig"  +  3<b  —  im'  +  Q 

+  0.99684 

g  +  a>  +  Q 

—  0000 10 

9  —  ig1  +  3*>  —  »»'  +  Q 

-t-  0-05461 

*S  +  <*  +  Q 

+  001080 

»ff  —  *g"  +  i-  —  *»'  +  Q 

+  0.00JM 

ig  +  »  +  Q 

+  0.00631 

tf  —  */  +■*«  —  *"'  +  ß 

+  0-000*1 

4ff-f-<-»  +  2 

+  0-00081 

4ff  —  iff"  +  3">  —  *n>'  +  Q 

+  0-00017 

— /+»+Q 

+  0-00007 

Sff  —  »ff1  +  J<"  —  **•'  +■  Q 

+  0-00161 

g  —  g'+m  +  Q 

—  O-OOOOI 

—  W  +  iff*—  *>  +  *»'+Q 

+  0-00044 

W  —  g'+u  +  Q 

—  0-00015 

—  iff  +  iff*  —  H  +  *«'  +  Q 

+  000004 

lff  —  g'  +  a  +  Q 

—  0005 15 

—  j  +  »^— »  +  »<•'+ a 

—  0.00018 

g'  +  "-tü 

—  001136 

iff'-di  +  iiu'+Q 

—  0-00163 

g+f+u+Q 

—  0-00114 

jr  +  V-.u  +  i«'+Q 

—  0-00035 

V+/+«+a 

—  0.00009 

!ff  +  *ff' — «  +  *«>'  +  Q 

—  0-00004 

ig  +  ?  +  »  +  0 

+  0-00050 

»?  —  15'+ 3*»  —  *"'+  0 

+  o-ooooz 

9—  tf  +  o  +  Q 

+  0-00044 

3ff  —  3ff"  +  3*  —  *«'  +  Ö 

0-OOOO2 

g  +  *g'  +  &  +  Q 

+  0-00005 

4ff  —  Jff'-r-3<u  —  *•»'+  Q 

—  0 ■ 00008 

*ff  —  /  +  3»  —  *<■>'  +  Q 

—    O-OOOOl 

—  »ff  +  31^  —«•  +  »<"'+  Q 

—  0-.OOO08 

ig  —  g1  +  3«  —  »«•'  +  Q 

—  0-00036 

-  g  +  ig'  —  «•  +  »»'+Q 
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<1Ö 


Coefficieot 

z\ 

Coefficieot 

z\ 

-0-00050 

3/  —  m+**'+  Q 

-o-ooooi' 

xg  —  ig1  ■+•  «u  —  *»'  +  Q 

—  o 

00004 

9  +  rf—u  +  *"'+Q 

—  O-ÜOOOl 

4?  —  »9*  +  S»  —  *«'  +  Q 

+  o 

OOOOI 

*9~-  4/+  J<u  —  «u'+Q 

—  OOOOOl      , 

sg  —  ig'+s-'  —  *»'+  ü 

+  o 

O0OO1 

3?  —  4^  +  1«  —  W  +  Q 

+  OOOOOI 

—  30 +  »^— 3"» +  »«>'+  Q 

—  o 

00002 

—    9  +  4/  —  ■>  +  im'  +  Q 

+  o-oooo» 

—  **»  +  V  —  3«  +  *"•'  +  Q 

—  o 

00001 

tf—  W  +  lW'+ß 

-0. 00  00z 

y —  s'  +  iw  —  «'+Q 

+  o 

00013 

tf  —  4/  +  5"  —  4"'  +  Q 

—  O-OOOJO 

*y  —  y'  +  *«»  —  <■>'+  Q 

+  ° 

00016 

49  -  *g"  +  s»>  —  w  +  a 

—  0-00003 

3?  —  J*  +  *•>  —  »'  +  Q 

+  ° 

00005 

sg  —  ^g'+s"  —  4»'  +  Q 

+  000004 

ig  +  2M  —  »'  +  Q 

—  o 

OOOOI 

—  M  +  W  —  3">  +  4"'  +  Q 

—  0-00004 

<-'  +  Q 

_o 

0OO01 

—  *J  +  401  —  3«  +  4»'  +  ß 

+  OOOOOI 

—  fi  +  g'  +  W+Q 

—  o 

OOOOI 

—    9  +  4?'  —  3<«  +  4-'+Q 

+  0.00030 

g'  +  m'  +  Q 

+  » 

OOOOI 

4?  —  S?1  +  S<"  —  4<»'  +  Q 

+  0-00006 

g  +  g'  +  a'  +  Q 

+  ° 

OOOOI 

—  *tf +  «*—  3*»  +4»'+Q 

—  O-OOOOl 

JI  +  M+lß 

—  o 

OOOOI 

—  10  +  1^—3»  +    MO'+Q 

+  0-0OOO1 

g  +  <- 

—  o 

OOOOI 

4y  —  »y*  +  5«  —  1«'  4-  ß 

-  0.05  t 

—  g'+<-  +  Q 

—  o 

00004 

ig  +  %<»  +  a 

-0-41    t 

f-g'+v  +  Q 

—  o 

00099 

39  +1»  +  Q 

—  0-1 1   t 

v—g'+n  +  a 

—  o 

00016 

49  +  J<"  +  Q 

+  0-07 1 

/+Ü.  +  Q 

+  o 

00006 

—  »y  —    ■  +  Q 

-f.  041  ( 

9  +  9'+»  +  a 

+  o 

OOIOO,I 

—   0  —    -  +  Q 

+  0.09  ( 

^9  +  9"+ -  +  Q 

+  o 

00014 

—   «  +  Q 

—  Oll   t 

*9  —  3/  +  3»  —  »•'  +  Q 

+  o 

OOOOI 

1/  +  «•  +  1«'+  ß 

—  0.09 1 

ig  —  ig"  +  3«  —  *«»'  +  Q 

—  o 

OOOIJ 

j/  +  ij»'+o.+  *<o'+ß 

+  0.09  ( 

—  9  +  ig,—  °>  +  *•»*  +  Q 

-I-O-OOOIJ 

jf —  */•+•«  —  **»'+  fl 

+  0-IK 

3y'—  <■>  +  *<»'+  Q 

Aus  sin  &'(  leitet  man  cos  £'(  mit  genügender  Genauigkeit  nach 

cosA'c  =  1  —  $sinfi'c-J> 
ab,  woraus  sich  die  folgenden  numerischen  Werthe  ergeben : 

20 


cosäV 


+  o- 


■OOOOI  o 

00022  cos  {g  +  2  tu) 
00198,7003(2^  +  2  dl) 
00022  cos  (3  g  +  2w) 

■OOOO2  COS  (4?  +2W) 

00005  cos  ( —  9  —  iS>  —  2 

000 14 cos  ( —  zg'  —  201') 


—  oooooi  cos( —  3  g'  —  2w') 

—  o-ooooi  cos(y  —  2g1  +■  2W  — 
+  0000 1 1  cos  (2y  —  2g  +  2  w  — 
4-0-00002008(3^  —  2/  +  2W  — 
+  0-0000I  008(25  —  3?'  "T"  zw —  2ta 
+-  O-OOOO4C0B  (3  g  —  2g'  ■+•  4<u  — 

+  0-00003  cos  (45  —  2ff'  +  4°'  —  2W' 


Die  dritte  Potenz  von  sin  ?r  fand  sich,  indem  man  den  Coefficienten  3422woo  als  gemein- 
samen Factor  heraushob  und  r'(  in  Einheiten  des  Erdäquatorhalbmessers  sich  aus- 
gedrückt denkf : 


(3422"o6r'(}-3  =  -r-  1-00473 

+.  0-164420085 
-H  0-01344 coB2y 
+•  0-00108  cc«3y 


4-  0-00007  cos  4 5 

—  0.00013008  ( —  2g  —  g'} 

—  0-00083  co&  ( —  9  —  y) 

—  0-00031  00B( — 9') 
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OOI02C08  (ff  —  ff')  4-  O- 

■OOO17  COfl(2£—  ff')  +0 

31  CO«  [iff  —  ff")  + 

OOOOI  COS  ( —  ff  —  2ff'}  +  O- 

OOOOI  COS  ( —  2  ff")  -\- 

00001  cos  (ff  —  ig1)  + 

00002  cos  {ff  4-  2  o»  —  20»')  4-  o- 

■00020  CO«  (ff ff'  4-  2  O»  —  2  0»')  +  O' 

■00027  coe  (2  ff  —  y*  4-  20»  —  2  w')  —  o- 

00006  cos  (3y  —  ff*  +  21D —  20»') 

OOOOI  COfl( —  2ff  —  2ff'  +  2(U 20»') 

OOOOI  COS  ( ff  2  ff'  4-  2  10  2  w'j 

00146  cos  ( —  2  0*  4-  20»  —  2(ll'l 

O3147  COS  (ff  —  2  ff'  4-  2  0»  —  2  0»') 

02658008(2^  2ff"  +  2CÜ  2  0l') 

'OO419C08  [3  ff  2g1  4-  2  0»  2  0»') 

.00050008(4^ 2  ff"  4-  20»  —  2  0»') 

■OOOO3  COS  (5jT  —  *  ff    +  2  0»  —  20»')  4-0' 

■00001  cos  {—  y  —  3/  4-20»  —  20»')  4-0 

■OOOO4  COS  ( 3  ff'  4-  2  O»  2  6»')  4-0- 

00135008(0  —  30'  4-  20»  —  20»') 
■00177  cos  (2  j  —  5  ff'  +  20»  —  2  0j') 
00029 coe  iiff  —  3y'  +  20»  —  20»') 

■00002  COS  (40  iff'  4-2  0»  —  20»') 

OOOO4  COS  (ff  —  4©-'  4-2  0»  —  2  0»') 

■oooo8cos(2y  —  40'  +  20»  —  20»') 

00001  cos  [3^  —  $ff'  4-40»  —  40»') 

o  00003008(0  —  4y'  4"  40»  —  40»') 


ooo5ocos{20\ —  Uff'  +  40»  —  4(1)') 
00080 cos  (3  ff  —  4 ff'  4~  40»  —  40»') 
00038008(4^  —  uff'  4-40»  —  40*") 

00005  cos (5j  —  4 ff"  4-  40»  —401') 
00004 cos (2 0  —  Sff1  4-  401  —  40»") 
oooo8obs(30  —  5y"  +  401  —  40»') 
0000400s  (40-  —  %g'  4-  40»  —  4«') 
oooo2cos(40  —  bff'  +  60»  —  60»') 
■00003  cos  2  0» 
00062  coa  (ff  4-  20») 
00004  cos  {2  0  4-  2  ü») 
■00001  cos  (30'  4-  2  w'j 

00006  cos  ( —  ff  4-  2  0'  +  2  <**'} 
■0001 1  cos  (2y'  +  20»') 
00008  cos  [ff  4-2/4-  20»') 

■OOOO2COS(20  —  2ff"  +  40»  —  20»') 

00002  coe  (30  —  2  ff1  +  40» 2  0»') 

■OOOI2COS(0  +  0»  —  O»') 

■00002  008  {2  ff  4-0»  —  0»') 

OOOOI  COS  { ff  ff'  +  fc»  0»') 

00004  cos  ( —  ff'  +  °>  —  *"') 
■00085  cos  (0  —  ff'  4-  w  —  o»') 
■000 1 5  COS  (2  0  —  ff'  +  o»  —  o»') 
■00001  cos  (30  —  0'  4-  o»  —  o»') 
00001  cos(0  —  30'  4-  30»  —  30»') 
00004 cos{20  —  30'  4-  30»  —  30»') 
COS(0  -f^w  +  w'). 


Multiplicirt  man  die  hier  gegebenen  Ausdrücke  entsprechend  mit  einander,  so 
erhält  man  für  die  in  den  partiellen  Differentialquotienten  des  Potentials  auftretenden 
Factoren  die  folgenden  numerischen  Werthe : 

co»&'{  co§  l'{  coat'c  du  l'(  

{34**"°6r'ci* 

—  o-ooooisin(2w4-2ß) 

—  ooi3Q7ain(04-2o»4-2Q) 
4-o-494O2sin(204-2o»4-2Q) 
+  0-09462  8in(30+2o»+-2  ß ) 
4-0-01254  sin  f404-2o»4-2O) 
4-0-00141  sin(504-2o»4-2Q) 
4-0-00013  sin(604-2o»+2Q) 
4-0-00003  sin(0 — 0,4-2o»4-2  ß) 


4-O-Ooi52Bin(20— 0+2O»4-2Q) 

+  0-00091  sin(30— /4-20J4-2Q) 
4-  o-oooi  9  sin  (40 — 0'4-2ft»4-2  ß] 
4-oooooisin(50 — 0'4-2w4-2Q) 

—  000006  sin  \ff-\-ff"  4-20»  4-a  Q) 
— 0-00172  sin  (204-0' -*-2w4-2Q} 

—  o -00080  sin  (304-0'  4-2W+2Q) 

—  o-oooi  7  sin  (404-0  +  2  w+2  Q ) 
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—  o 

—  o 
+  o- 

+  o. 
— o 
4-o- 

+  o- 


— o- 

4- 


+o- 

+  o. 
+  o. 
+o- 
+  o- 
— o 
4-o 

+ 

+  o- 


+0- 

+o. 

+  o- 
+  o. 


0000 1  Bl 

00001  81 

ooooisi 

■OOOOI 

00002  8J 

■00002  si 

OOO02 

■00036 

•00364  si 

■0015 

■0002  g  si 

'■00003 

■00001 

■00002 

■000078] 

■OOOOI 

0000 1 
00018 
00021 I 
■00004 

OOOOI  81 

0000 
000278! 

01707» 

■OI5  12 

00368  si 

00059 

■OOO06  81 

00002 

■00084 
00104  s! 

■00024  si 

■00002  61 

■00002 
■00004 

ooooi  ei 

00046 

00071 

000351 

OOOO7  BJ 

0000  isi 


5?+-y'+2w-|-2Q) 

2g+g'+2o>+2ü) 

2ff — 2^'+2W+2Q} 

2^+2^'+2W+2  0) 

■g+zg +2m +2Q) 

(?+2?'+2W+2a) 
2jf+2y'+2w'+2Q) 
3?+2^'+2w'+2a) 
:4?+2?'-H2w'+2Q) 
2g+3g'+2t»'+2ä) 

3g'+2w+2Q) 

(?+3?'+2w'+2Q) 
2y4-3?'+2w'+2Q) 

'3j,+3?'+2(ü'+2Q) 

ig— y'4-4«"— 2w'+2Q) 

3?— g'-\-*0>—2U>'+2  Q) 
4?—?' +4'" — 2W'+2Q) 
5?— ?'+4  w— 2  w'+2ß) 
;—  2g'+4ta— 2w'+2fl) 
g— 2g'-\-a,ta — 2W+2Q) 

2g 2^'+4W 2  tu' 4- 2  Q ) 

3y— ig' +4««— 2  w'+2  q) 

2/+4«( 2w'+2ß) 

$g — 2y'+4w — 2w'+2Q) 
[6y — 2g'+40t—2io'+2Q) 

7  9— 2^+4"'— 2ft»'+2  Ö) 

ig~  3y'+4o»— 2t»'+2  Q ) 
ig— 3?'+4w— 2W'+2Ö) 
4?~  3?'+4^— 2tu'+2Q] 
50— 3/+4W— 2(<l'+2Q) 
6y— 3/4-4W— aw'+2  Q ) 
ig — 4£'+4<"~  2w'4-2  ß) 
Ag~  4?"+4<*—  2(u'+2  0 ) 
6y — 2j?'+6cü — 20/+2  Q } 
Ag—tf+bta— 4«'+2  Q ) 
5y— 4y'+6(u— 4«/+2ß) 
6y — 4y'-4-6w — 4w'+2Q} 
ig—  4/+6w— 40*' +2  Q) 
3?+4?'— 2W+4C/+2Q) 


—  o-ooooi  sin ( — 2g+4g' — 2w+4w'-f-2Q) 
+  000002  sin( — y4-4? — 2«H-  4**'+2  0) 

—  o-ooooi  ain(y+4?' — 2w4-4w'4-2Q) 
-j-  0-00004  8111(45 — 5y'+6w — 4*»'+2  Q) 
4-0-00006 sin (5^ — 5^'4-6w — 4«»' 4*2  0) 
4- 0^00003  sin  (6y — 5y'4-6w — 4w'+2Q) 
4-oooooisin( — 2y+5y' — 2w4-4«*'4-2°) 
4-  o-oooo  1  sin(2y4-4w4-2  0) 

—  0-00035  BU1  (3?+4<«4-2  0) 
— o-oooo88in(4y4-4tl*4-2£3} 
4-  0-00002  Bin(6^4-4w4-2  Q) 
4- o -00017  sin  [— g+2Ü) 

4-  0-00202,7  sin  2Q. 

4- 0-00020  sin  (y+2ß) 

— o-ooooi  flinf^4-2ff'4-2w4-2w'4-2Q) 

—  o-ooo24Bin(2y4-2<),'+2w4-2w'4-2Q) 
— o-oooo8Bin(3j4-2y'4-2w4-2cu'+2ö) 
4-  000003  •"*{ — 2g-\-2g — 2W+2  w'+2  Q } 
4- 0-00003  sin  { — g-\~2g' — 2w4-2o»'+2Q) 
4-0-00003  sin  (y—  2^4-2«» — 20/+2Q) 

4-  o-oooo8  sin  {2g — 2g'-\-z  w — 2<u'4-2ß) 
— o-ooooi  ein(3y — 2y'4-2c<» — 2w'+2C3} 

—  o-ooooi  sin(2y — y'4-3w— w'4-2ß) 
—0-00051  sin(3y— /4-3W— w'+2Q) 
— o-oooi3Bin(4y — g'+lw — w'4-2Q} 
4-0-00007  sin  (3<H-3fc> — "»'4-2ß) 

—  o-ooooi  sin(y4-to4-«»'4-2ß) 

—  000001  sin/y'+«'4-w'4-2Q) 
4-o  oooiosin(y4-y'4-w4-w'4-2Q) 
+0-00007  8in(2y4-y'4-w4-w'4-2Q) 
4-oooooisin(3y4-y'4-w4-w'4-2Q) 

—  o-ooooi  sin;4y — 3?'+5<" — 3w'4~2ß) 

—  000001  sin(3y' — tü4-3w'4-2ß) 

—  o-oooo2sin{2y4-2w4-39) 
4-ooooo2  8in{2y4-2w4-Q) 
— 006  *sin(y — ^4-20*4-20) 

—  0-41  isin(2y— y'4-2w4-2ß) 

—  0-16  (sin  [ig — y'4-2(u4-2Q) 

—  0-02  temfag — y'4-2w4-2Q) 

—  o-oi  £sin[y'4-2«4-2Q} 
4-0-07  /sin  (y4-y'4-2w  4-23) 
4-0-42  <gin(2y+y'4-2ft>4-2Q) 
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+  o- 1 4 1 8in(3ff  4-^+2  w+2ß) 
4-o-oi  (ein  (4^+^+2^+23) 
+  o-oi  f*m(3£— g'+^ia— 2w'+2Q) 
+  o-oi  /8in(4ff-y'+4tu— 2w'+2ß) 
— o- 14  (flin(3^— 3^'+4w— 2u'+2Q) 

—  012  i8in(4y— 3/+4W— 2w'+2Q) 

— 0'00oo2sinf — 3J7+Q) 
— 0-00028  sin  [ — 2jM-Q) 
— 0-00368  sin( — g-\-Q) 

—  0-04487  sinQ 

—  0-OO372uin(y+Q) 
— 0-00024  sin  (2^+Q) 
— o-ooooisin^+Q) 
+o-ooooi  sin( — ff — ff'-\~Q) 
— o-oooo6sin{— /+a) 

—  0-00003  sin  (y — ?'+Q) 

—  0-00002  sin(—0+y+Q) 
+  ooooo7sinf/+Q) 

+  000003  «n^+Z+ß) 
— 0-00007  sin(2w+Q) 

—  0-00123  sin(y+2w+Q) 
+  0-04438  sia(2y+2w+Q) 
+  o-oo85osin  [ig+2w+Q] 
+  o-ooi  1 2  sin  (4^+2w+Q} 
+o-oooi3sin(5p-+2W+o) 
— o  -00003  sin  { 3^+4  w + ß) 

—  0-00002  situ; — ig — 2W+QI 

—  0-00009  sin( — z9 — 2W4-Q) 
+  ooooo2sin( — ff — 2W+Q) 
+  0-00007  sin(2y — y'+2w+Qj 
+0-00007  sin(3y— y'+2w+a} 
— 000008  ain(2y+y'+2W+a] 

—  o-ooooosin(3jH-y+2w+ß) 

—  0-0O002  8in(2y — ff,+2<ii 2(tf'+Q) 

— 0-00006  sin  ( — 2  ff'  +2W — 2w'+a) 
— o-ooo78sin{y — 2<p'+2w — 2tti'+ß) 
+o-ooo668in[2jr — 2g,-\-2v> — 2w'+a) 
+  0-00015  sin(3y — 2y'+2w — 2w'+q) 
+  0-00002  ain(4jr — zg'+zut — 2w'+fl) 

—  000000  sin  [ — 3^+2^' — 2w+2w'+ß) 


—  b-01  tsxni<,g — 3?'+4w — 2tu'+2ß) 
+  001  «8in( — ^+3j('+2w'+2Q) 
+  oio(sin(3y'+2w'+2Q) 
+  0-14  (sin  (y+3/+2w'+2Q) 
+  002  (8in(2(?+3^'+2w'+2Q). 


+  o- 

O- 


+ 
+0. 

—  o- 

—  o- 
— o- 

+0 

+o- 

+0. 

+0. 

+0. 

+ 

+0. 

+  o- 

+0 


—  o- 

—  o 


—  o 

—  o- 


1  -00060  sin 
3-00070  sin 
3-00003  8m 
o  00002  sin  i 
1  ein' 
00003  sin 
00003  sin 
■0000 1  sin 
■00003  sin  I 
00003  SUI 

0000 1  sin 
■00002  ein 

00002  sin 
00162  sin l 
001 36  sin 
■00033  sin 
000038m 
00007  sin1 
■00007  sin! 
■00003  sin 
•00006  sin 
00002  sin 

00001  sin 

00002  sini 
00002  sin 
00002  sin 

00002  sin 
-0001 2  am 
ooi24sini 
■00038  sin 
■0001 1  sin 

00003  Bm 
00005  8m 


-zg+  2  ff'—  2  w+2  w'+ß) 

£+2y"— 2W+2W'+Q) 
2  ff' — 2W+2d/+Q) 

ff— 3ff'-\-2ta — 2w'+a) 

',2ff — 3ff'+2W — 2bl'+Q} 
'— 2ff+3ff"— 2W+2«»'+a) 
— ff+Sg1— 2W+2w'+a) 

2g— 4/+4W— 4«'+B) 

3?— 4/+4w — 4w'+a) 

iff—  4^+4«'— 4w'+Q) 

-4^+4^'— 4w+4w'+a) 

3?+4ff'— 4w+4w'+Q} 

2g—  2j'+4(u— 2w'+a) 

ig—  2/+4W— 2w'+ß) 

Äff— 2g,+v*— 2w'+a) 

5?— 2^'+4«— 2w'+a) 

tg — 2^+40»— 2  w'+a) 

3?'+4«*— 2w'+a) 

4?— 3?'+4w— 2W'+Q) 

'4i? — 4?'+6w— 4w'+a) 

4/+6w— 4w'+a) 
6^— 4/+6W— 4<"'+a) 

2  «7+4?'— 2w+4«»'+a) 
—ff+ty'—zto  +4w'+a) 

2y+2^+2W+2w'+a) 
2Jf+2W+2a) 
+2to'+ß) 

-?+2y'+2w'+ö) 

2ff'+2W'+a) 

(y+2^+2w'+a) 

2ß+2/+2w'+Q) 

3y-f-2sr'+2w'+a) 

:3?'+2w'+a) 


300002  sin  (y+3j'+2  w'+a} 
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+  o- 


'■ooooi  sia{ — 2g'—2tit'-\-Q) 
■oooo?e\n\g — g'+oi— o»'+Q) 
■00002  sin{ — g+g* — w+w'+Q) 
■00004  sin(3j — g'+iot— w»'+Q) 
-02  tsm{ — ^+Q) 
■02tsin[g'+Q) 


+  0 
—  o- 
coi  S'{  sin  ?(  cm  S'(  sin  l'\ 


^«"oer-cP 
+0.50035 

+  0-08189  cosy 
+ o  -00669  cos  z? 
+  000054  cos  ig 
+  000002  cos  4g 

—  0-00006  cob( — 2ff — g') 
— 000041  cos(— g — g") 

—  ooooi4Cos(— g') 
+oooo49cos(^— g1) 
+  0-00007008(2^— g') 

—  O-OOOOI  COS(^+2W — 2Ci»'} 

—  0-00008  cos  {g — g'-\-2w — 211»') 

O-OOOl  5  COS  [2g — •0,'+2(tf— 2«»') 

— 000003  coe  (3?— g'+2u> — 210') 

— 0-00001  cos( — g — 2y,+2w — 2w'( 

+  0-0OO73  COS  ( — 2^+2(1» — 2(1»') 

+  O-OI  57O  COS  [g 2^'+2ft» — 2ft»') 

+  0-OI334COS(2J — 2g"-\-2W 20t') 

+  00021 1  cos(3y — 2^+2  w — 2«') 
+0-00024  "08(4? — 2g,-\-2*a — 2(i»') 

+  O-OOOO I  COS  (5^ 2^+2(1» 2  Ol) 

+  0-00004C0S( — 3J)^+2W — 2(d') 

+  0-00067  COSfj? 3^+2(1» 2«') 

+  O'  00088  COS  (2g — 3j'+2W— 2W') 

+  O-OOOl  4  COS  (3£— 3/+2W 20t') 

+  O  ■  OOOOI  C0S(4J— 3/+2  w— 2  m') 
+  O-0OOO2C09(i» — 4j'+2W — 2tt»') 

+0-00004  cm[2g — 4^+2«) — 2(n') 

—  0-00001  cos  (2^ — 2y'+4w — 20t') 

+o-oooo6cos(3y 2^+4«! — 2w') 

+  0-00006  cos  [4g — 2g' +4«» —  2  tu') 
+0  00001  cos  (^7 — 4^+4« — 4(1»') 
+  000025  C08  (2? — 4p,+4<" — 4*"') 
+  0-00041  cos(3^ — 4j*+4w — 401') 


002  «sin(2^— ^+2W+Q) 
oo2<sin(2j+5''+2w+Q) 
0-01  (mniff — 3jr'+2W — 2«»'+Q) 
001  (Bin(3y— 3^+4«»— 2w'+Q) 
001  (sin(— g-hig' — 2ft»+2w'+g) 
0-0 1  t  sifa(ff+3/+2«»'+Q) . 


+o-oooi8cos(4jr — 4/+4W — 4«*') 
+0-00002  008(5^—4^+4(1»— 40»') 
+  o-ooooo  cos(3y — 5^+40» — 4«»'} 
+  0-00002  cos  [4g — 5y"+4w — 4(1»'} 
+  000001  cos^y — 6j»'+6(i> — bot') 
— o-  00003  cos(2w) 

0-00038  COS  (j+2(t») 

+  OOOI96  C0S(2^+2(U) 

+000039  cos(3y+2w) 
+  000007  cos  (4^+20») 

—  0-00005  COS(— J+2/+2W') 
O-OOOl;  COS(2^'+20»') 

—  OOOOO8  008(^+2^+2(11') 

+0-00006  cos  (y+w — ot') 

+  OOOOOICOS(2^+(1» — to") 

—  000002  cos(— g'+ot— ot') 
— 0-00042  cos  [g — y'+ft» — o»') 

—  0-00005  C0S{2Jf — g'+ot— Ot') 

— o-oooo2eos(2ji — ig"+$o> — 3«»') 

+  O-OOOOI  COs(2(H+2ß) 
+  OOI397COS(^+2W+2Q) 

—  O49402  C0S(2y+2(J+2a) 
0-09462  COS(3J?+2(J+2Q) 

—  O-OI  254  C0S(4?+2W+2Q) 

—  O-0OI4I  COs(5y+2ft»+2Q) 

—  o-oooi  3  cos(6y+2(u+2Q) 

OOOOO3  COS  (g ff'+2W+2Q) 

— 0-00152  0OS(2J— J»'+2(l»+2Q) 

—  O  ■  OOO9 1  COS  (3^— /+2W+2Q) 

—  0-00019  00H',4ff — y*+2W+2Q) 

—  O-OOOOI  COS  (5£ — y'+2(ü+2£)) 
+  0-00006  008  (0+/+2W  +  2Q) 
+  0-OOI72  00S(2ST+J'+2W+2Q) 
+  000080COS(3J+/+2W+2Q) 
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-f-  o-oooi  7  eos(4y+y'+2«+ 2fl) 
+  o-ooooi  oos(5y+y'+2(H-2a) 
+  o-ooooi  coe(y'+2*i/+2ß) 

—  o-ooooi  oos(y+y'+2ti/+2Q) 
4-o-ooooi  cos  ^y+y" +2  n/+2a) 

—  000002  C06{2ff — 2/+3W+2Q) 
+  0-OO002  COS(2y+2y'+2W+2Qj 
0-00002  COB(— y+2j'+2w'+2Q) 

—  o-  0003  6  COS  (2^+2  ü/+  2Q) 
+  0-00364  COS(y+2y'+2ü/+2fl) 
+  0-OOI5  lCOS(2ff+2Jl'+2Ut'+2Q) 
+O-O0029  COS  (3y-h2/+2w'+2Q) 
+  0>O0O03  COS(4y+2y'+2<t)'+2ß) 
+  O-OOOOI  COß(— 2<?+W'+2ü>'+2Q} 

—  O-OOO02  008(3y'+2<i/+2ß) 

+  O-OOO2OC0s(y+3y'+2w'+2Q) 
+  0-00007  OOS  (2^+3^+2 w'+2ü) 
+  O-OOOOI  008(3^+3^+2(1/' +2Q) 

—  O-OOOOI  C08(2J— /+4W— 2(i/+2Q) 
+  O-OOOI  8  COS  [iff—ff'+IUi 2W'+2Q) 

+0-00021  coa(4£ — y'+4w — 2w'+2Q) 
+0-00004  cos{5^— ^+410 — 2w'+2ß) 

—  O-OOOOI  COS( — 2ff  +4W — 2Ci»'+2Q) 

+  0-00001  COS(y 2^'+4W — 2fc)'+2Q) 

+  0OO027  COS(2y— 2y"+4W 2tt'+2ß} 

O-OI797  COS (3^ — 2^'+4W 2£tf'+2Q) 

O-OI51 2  OOS(4^ 2^+4W 2(j'+2Q) 

O-OO368  COB^y 2/+4W 2ft»'+2ß) 

—  0-00059  COB  (6y — 2^+4(1» — 2w'+2Q} 

—  O-OOOOÖ  COB  ( 7?—  2?' +4  W — 2Ctf'+2ß) 
+  O-00O02COB(2y— 3^+4(1^— 2(ü'+2Q) 

— o  •  00084  cos  (3y — 3y ' +4W — 2  a»'+ 2  Q) 

—  0-00104  COS(40 — 3^+4*1* — 2ft»'+2ß) 

—  0-00024  oosfsy— 3y'+4w— 2w'+2a) 

0-00002  COB(6y 3y*+4W — 2to'+2ß) 

— 0-00002  cos  \$g — 4^+4*0 — 2<u'+2ß) 
— 000004  cos>4y — 4y'+4w — 2(w'+2Q) 
— 0-00001  coe(6y — 2y'+6<(t — 2w'+2a) 

—  0-00046  cos  [4y — 40y+6tu — 4<n'+2a) 
—0-00071  cos(5y — 4y'+6w— 4tu'+2ß) 

—  OOOO35  O0S(6jT — 4^+OW — 4Ci/+2ß) 

— 000007  cos(7y~4?'+6«^ — 4ü»'+2ß) 


+  o- 
+  o- 


— o- 

+  0 

+  o- 


+ 

+  0 


+0- 
+0. 
+0. 

+  0 

— -o- 

+0. 

+0 


+ 


00001  CO»(— 3J+4/—  2W+4W'+  2Q] 

•00001  coa( — 20+4^ — 2w+4(u'+2Q) 

00002  cos( — y+4y' — 2w+4«'+2Q) 

OOOOI  C0fl(y+4y'  —  2W+4W'+2Q) 

■00004  cos(4y — stf+ba — 4<i*'+2Q) 

00006  cos  (5y — 5j'+6tu — 4ti*'+2a) 

00003  cos(6y—  sy'+6w—  4w'+2Q) 

■OOOOI  COS( 2^+5^ 2W+4W'+2Q) 

COS  (2^+4  W+2ß) 

00035  cos  (3y+4w+2Q) 
00008  C08(4y+4«H-2Q) 
■00002  co8(6jr+4w+2a) 

7C08"(— y+2ß) 

•00202,7  cos  22 

00020  COS  (y+2Q) 

■OOOOI  COB(y+2y'+2«rt+2<u'+2Q] 
OOO24  COs(20+2p-'+2<W+2(ü'+2Q) 
OOOO8  COB  ( 3y + 2y '+ 2  W +2  «/+ 2  ß) 

■00003  C08  ( — 2g+2g" — 2tu+2(i>'+2a) 

•OOO03  COB(— y+2j' 2W+2w'+2ß) 

■OOOO3  COfl(y 2^+20» 2ti»'+2a) 

OOO08  COS!  2<? 2y'+2W 2Üt'-+-2Q) 

■00001  cos (35 — 2y'+2w — 2w'+2a) 
■00001  cc*(2y— y'+3&i — &/+2Q) 
■00051  cos  (3y—y'+3w—w'+2Q) 
00013  cos(4y— g"-\-ya — <o'+2ß) 

00007  cos  U?+3W — f'+2ß} 
00001  cos(y+w+iu'+2ß) 
■00001  cos  (y'+«o+o»'+2a) 
000 1  o  cob  (y+y'+w+w'+2Q) 
00007  coB(2y+y'+(u+tu'+2a) 
00001  cos(3y+y'+ti»+(j'+2ß) 

■00001  cos(4y — ig'-k-h'»— 3«»'+2Ql 

00001  cosf3y'— w+3ta'+2Q) 

00002  cos(2y+2w+3fl} 
■00002  cos(2y+2w+ß) 
0015* 

(cos( — y'j 
oilooa(2g—g') 

02<cos( — 3y"+2w — 2W') 
06  (cos  (y—  g"+2  w+2ß) 
/cos(2y — y'+2w+2a) 
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+o-i6(CoB(3?-/+2W+2a} 

-j-o-02  /cos(4y— y'+2w+2ß) 

+  0-OI  *C08(y'+2(0+2Q) 

—  0-07*COS(£+J7'+2W+2Q) 

—  O.42  (C0B(2y+y'+2<tf+2Q) 
—0-14  *C0S(3y+y'+2to+2Q} 

— o-oi  *cos(4y+y'+2w+2ß| 

—  o-oi  icoB(3y— /+4w— 2w'+2Q) 


—  o-oi  *cos(4y— y,+4<u — 20/+2Q) 

+  0- 14  (008(3^—3/ +4W—2W'+2Q) 

+  o-i2tfcos(4y — 3^+4(11— 2  ta'-\-  2  Q) 
+  o-oi  /cob(50-— 3^'+4t<i— 2w'+2Q) 
— 0-01  £cos( — y+3y'+2«/+2ß) 

O-IO*COs(3y'+2<0'+2Q} 

— 0-I4  t COS (?+3y'+2w'+2a) 

—  0-02<COS(2y+3/+2«'+2Q}. 


=  +0-00404 
+  0-00066  COS  ff 

+  0-00004  COS  2 ff 

+  o-ooooi  cos  3y 

+  0-00O02C082W 

+  0-000I  I  COs(y+2(t>) 

— 0-00400  cos  (2y+2 10) 

— 0-00077  cos(3y+2w) 

—  0-00010  cos(4y+2w) 

—  O-OOOOI  COS(50+2W] 

+  0-00002C0«(— ff+2ff'+2Ut') 

+0-00023  cos  [20^+2  w') 


,.ii'CBinrggiii6'(  _ 

—  0-00002 

+  o-oooo2co8( — 3y+ß) 
+0-0002  8  cos  ( — 2y+  Q } 
+  0-00368  cos( — y+ß) 
+  0-044870080 
+  0-00372  cos  (y+ß) 
+  0-00024  COS  (2?+  Q ) 
+  o-ooooi  cos(3y+ß) 
— o-ooooi  cob( — ff — y'+Q) 
r  +  0-00006  Cos( — y'+O) 
+  0-00003  cos  (y — ?*+Q) 
+  o-oooo2cos( — y+^+Q) 

—  0-00007  cos  ti^+ß ) 
— 0-00003  cos  (y+y'+ß) 

+  O-OOOO?  COS [2W+0 ) 

+  0-00123  cos  (y+2w+ß) 

—  0-04438  cos  (2y+2<«+ß) 

—  o-oo85ocos(3y+2(u+0) 
— o-ooii2cos(4y+2w+Q) 


+  0-00004  cos  (y+2y'+2w') 

+  o-oooo  1  cos  (3y'+2tur) 

+  0-00002  oos( — 2y'+2W —  2bi') 

+  0-00013  cos  (y — 2ff"-\-2Ut 20)') 

O-OOOI 2  COS  {2ff 2y'+2W 2tj') 

— 0  00002  cos  (3y— 2y"+2 u> — fi «*') 

—  o-ooooi  cos(2y — 3y'+2w — 21a') 
+  o-ooooi  cos{2y — 2y'+4<ti — 211/) 
— 0-0001 5  cos(3y— 2y'+4tu — 2w') 

—  o-ooo  1 4  cos  (4y— 2y'+4w — 2  tu') 

—  0-00002  cos(5y     2y'+4iu — na'). 


+  0. 
+  0 
+  o- 


+  o- 

+  0 
+  o- 


+ 

+  o- 

+ 


■00013  cos(5y+2w+Q) 
00003  cos(3y+4<u+ß) 
■00002  cot*. — 3y — 2W+SJ) 
00009  cos  ( — 28 — 2W+Q) 
•00002  cos  ( — y — 2W+Q) 
■00007  cos  (2y— y'+2  w+  Q ) 
■00007  COS(3y— y'+2tu+Q; 
■00008  cos  j  ay+y'+2  w+  ß ) 
■00006  cos(3y+y'+2w+Q) 
00002  cos(2y — ff"-\-2ia — 2to'+ß) 

00006  COS  ( 2y'+20l— 2u'+ö) 

•00078  cos(y — 2y/+2w — 2w'+Q) 

■OOO66  C0fl(2y 2^+2(0 — 2w'+Q) 

■00015  cos(3y — 2y'+2iu — 2it»'+ß) 
•00002  cos{4y — 2^+201 — 2tu'+Q) 
00009  cos( — 3?+2Sr' — 2<H-2«*'+Q) 
00060 cos  ( — 2y+2y' — 2tu+2w'+  Q) 

OOO7O  C08( ff-\~2ff' 2W+2w'+ß) 

■OOOO3  GOS^y* — 2tU+2ttl'+ß) 
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+  o 
+o- 
+o 

O- 

—  o- 

—  o 


+  o- 


)-oooo?(sos(y — 3?'+2w — 2w'+Q) 

»•OOOOI  COB[2ff 3^'+2W — 2ö/4-Q) 

»■00003  cos  ( — 2g-{-$g' — 2w+2<a'-t-Q) 
1-00003  coe( — 9+3!/' — 2U>-\-2ia' -\-Q) 
>-ooooicob(2£ — 4^+4w — 40»' -f- Q) 
»•00003  COB  {iff — 4?'+4lu — 40»'+ Q ) 
) -00003  cosi4y — 4?'+4w — 4w'+Q) 
■00001  cos{ — ty+Uff' — 4(u4-4ti*'+Q) 
r  cos( — 3$*+4y' — 4(u+4w'+0) 
■00002  cosfzy — 2j»'-(-4« — 2tu'+Q) 
■00162  COB(3y — 2^+410 — 2«'+Q] 

■OO136  CO« (4^ — 2$»' +4« — 2ßl'+Q) 

1-00033  cob(5^ — 2/+4(u — 2w'+Q) 
■00003  cc-8{6«j' — 2^+4(11 — 2to'-\-Q) 
•00007  "osfsy — 3Jf'+4<" — 2w'+Q) 
■00007  cos(4i' — 3?'+4<«  —  2fi»'+  Q ) 
-00003  cos^ — 4y'+6w — 4«>'+Q) 
•00006  cofl(5^ — 4/+6W — 4<i»'+Q) 
■00002  cos(6jr — 4^*+6w — 4&/+Q) 
1-00001  cos( — 2ff+^g' — 2o»-j-4w'+ß) 
1-00002  cos  f — <H_4y' — 2w+4w'-f-Q) 

■000O2  COS(2JT+2/+2(U+2w'+Q) 


■00002  COS  12^-4-2(0  +  2  Q) 
00002  008  (^+2ft/+Q) 
OOOI2  C08( — *7+2^'+2w'+Q; 
■OOI 24  COS  (2^'+2tu'+ß ) 
OOO38  COB  (p+2^'+2W*-|-Q| 
■OOOI  1  COS(2(7+2j'+2w'+0) 
■00003  COB(3^+2^'+2w'+Q) 
■00005  cos(3y'+2tu'+Q) 
00002  cos  {jH-3y+2to'+Q) 

■OOOOICOSf — 2g' — 2w'+fl) 
00002  C06(ff—ff'+OI—Ol'+Q) 

■00002  cob( — g-hff' — iu-\-cj'+Q) 
■00004008(35» — ff"+$tn — w'+Q) 
■02  tfcos{ — (f'+Q) 

<cob(?'4-Q) 

t  cos  (2  g — g'-^-2a>+Q) 

■O2t00B{2t/+g'+2W+Q) 

■01  tcm(g — $ff'-\-2ui — 2w'+Q) 
i;coB(3i?-3?'+4w— 2V+Q) 
il  /cos(— g+sg'— 2W+2W'+Q} 

I  (COB(ff+3^'+2w'+U). 


Hiermit  sind  die  Entwicklungen  für  die  Berechnung  der  durch  den  Mond  veran- 
lassten Störungscoefncienten  vollendet.  Für  die  Sonne  erhält  man,  wenn  die  plane- 
tarischen Störungen  fortgelassen  werden,  nach  Le-Verrier's  Sonnentafeln: 


=  g"  +  w'+  0  +  6qi8"3  sing»' 

—  1 7*5.1  t%mg' 

-r-  72"5sin2?' 

—    o"375  «sin2s»' 

+    1  "1  sin3y' 

—    o"o564  ^siny' 

—  i7"sinQ 

—    i"sin{2j/'  +  2w'  -+- 

0)' 

+    6"sin(?  —  g' +  w  — 

«'). 

A'0  =  .0 . 

fi©  =   1-000141   O-O16769CO8     ff' 

-(-  0-00000071 1  cos 2g' 

O-OOO  I4I  COS2g>' 

—  o-ooo  000001  39  ^ 

—  o-ooo  002  00830' 

+  o-ooooooi368<1cosj-' 

—  0*00000071 1 

-+-  0-0000000014  ticoB2g' 

-f-  0-000042  43  /cos g' . 

Vergleicht  man  den  hier  für  R'q  gegehenen  Ausdruck  mit  den  Le-Verrier'scheu 
Sonnentafeln  (pag.  103  Tom.  IV.  Annales  de  lohn,  de  Paris),  so  wird  man  in  den 
mit  t  multiplicirten  Gliedern  wesentliche   Unterschiede  finden,   die  mit  P  verhun- 
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denen  Glieder  hat  Le-Vcrrier  fortgelassen.  Die  erwähnten  Unterschiede  erklären 
sich  daraus,  dass,  wie  dies  schon  C.  M.  Stürmer  in  seinen  nach  Le-Verrier's 
Elementen  berechneten  Sonnentafeln  (Wurzburg  1875)  bemerkt  hat,  Le-Verrier  aus 
Versehen'  die  der  älteren  ungenaueren  Massenhestimmung  entsprechende  säculare 
Änderung  der  Excentricität  in  die  Tafeln  eingeführt  hat ;  die  Säcularvariation  der 
Tafel  XXXII  in  den  Sonnentafeln  ist  dem  entsprechend  zu  corrigiren.  Aus  diesen 
Angaben  erhält  man  durch  die  bereits  oben  angedeuteten  Operationen  und  entspre- 
chende Multiplication,  wenn  man,  was  für  die  Folge  wohl  zu  beachten,  die  mittlere 
Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne  als  Einheit  einfuhrt: 


c  >a  6'0trin  l'Q  cos  6'Qcos  j'q 

—  o-oo420Bin(^'  +  2ü'  +  28) 
+  0-49965  sin(2jr'  +  2w'  +  2P) 
+  o-02934sin(3^  +  2tu'  +  2Q) 
+  o-ooi2osin{4jf'  +  2<i»'  +  2Q) 
+  o-oooo4sin(s/  +  2(u'  +  2Q) 
+  o-oooo4sin(2y'  +  2«/  -f-  Q) 

—  o -oooo^sin^y'  -f-  2tu'  -+-  3Q) 


-j-  oooooisin(y  +  g1  -{-  w  +  Q>'  +  2: 

—  000001  sin( —  g  ■+■  $g'  —  w  +  3111 
-+-  0'00ooio6(sin(^  -4-  zu'  +  2Q) 

+  0-0000017  (sin  (2  j'  +  2w'  +  2  0) 

—  0-0000741  isin{3^'  +  2w'+  2Q) 

—  0-0000061  /sin  (4^  -f-  2  ia'  +  2  0) 
2iBin(5y'  +  2w'+  2Q). 


eng  ft'0  rin  l'Q  cog  i'0ain  j'0  _ 


'o- 

+ 

0-5002 1 

+ 
+ 

0-02516009/ 
■  0-00063  C0B  2  ff' 

+ 

0-00002  CO! 

>3S' 

+ 

0-004200« 

i  (ff'  +  2  to' 

+  23) 

0-49965  COf 

'(2/  +  2  1 

»'  +  2«) 

0  029340t« 

<i}'  +  2« 

>'  +  >0) 

O-OOI2O00f 

1(4»"  +  '" 

.'  +  20) 

O.OOOO4  COS  '5/+  2  ( 

»'  +  20) 

ooooo4coi 

,(2^  +  2, 

>'+  0) 

+ 

0  0000400« 

1(2/  +  2»'  +  30) 

—  o-ooooi  cos(y  +  ff'  +  w  +  tu'  +  2ß) 

-4-  0-00001  cos( —  g  +  3^'  —  in  -4-  3<"'+  aß) 

—  0-000001068 1 

—  0-0000637 /cos/ 

—  00000032/  cos  2g' 

—  000000000209 12 

—  o-ooooio6/cos(y'  +  2<il'  +  ^Ö) 

—  ooooooi7/cos;2^'  -+-  21a'  +  20) 

+  0-0000741  /COSfoj'  +  2Ü>  +  2Öj 
-4-  00000061  fcos^y'  +  2bi'  -f"  2ß) 
+  O-OOOOO02/C0S(5/  +  2tu'  +  2Q). 


Die  mit  sin  fi'g  multiplicirten  Producte  verschwinden  der  Voraussetzung  nach.  Die 
Multiplication  der  oben  gegebenen  für  den  Einnuss  des  Mondes  und  der  Sonne  gelten- 
den Werthe  mit  den  in  den  Gleichungen  28)  und  29)  (pag.  166)  erscheinenden  Klammer- 
ausdrücken fuhrt,  abgesehen  von  gewissen  constanten  Factoren,  zur  Kenntnis  der 
numerischen  Werthe  der  DitFerentialquoticnten  von  e'  und  if> ,  deren  Integration  in 
dem  folgenden  Kapitel  vorgenommen  werden  wird. 
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i.  Integration  der  Differentialgleichungen  für  e'  und  ip  und  Aufstellung  der 
numerischen  Wertiie  für  die  Priicetsion  und  Nutation. 

Führt  man  die  am  Schlüsse  des  vorangehenden  Kapitels  angedeuteten  Multipli- 
kationen durch,  lässt  aber  alle  jene  Glieder  weg,  welche  aus  Producten  von  t1  in  perio- 
dische Glieder  beeteben,  so  werden  zunächst  Glieder  von  der  Form : 

e,  e,f,  c^fi,  ycosat,  asinat,  y'tcosjit,  rftsinfit, 
auftreten,   deren   Integration   keiner  Schwierigkeit   unterliegt.    Die  Integral»  dieser 
Ausdrucke  werden  nämlich   mit  Weglassung  der   Integrationsconstanten   der   Reibe 
nach  sein: 
ct>  Wa,  W.  r~  Unat,  —  £cos«*,  ^sin^  +  ^cosp*,  —  ~  cob  (tt  4-  ^  sin,**. 

In  völliger  Strenge  würde  die  Zeit  unter  den  Cosinus-  und  Sinus-Zeichen  eigentlich 
in  der  Form  al  +  a't2  -f-  a"t3  -\-  ■  ■  ■  auftreten,   weil  die  mittleren  Bewegungen  der 
Argumente  £,  g1,  «,  w'und  3  säculären  Änderungen  unterworfen  sind,  doch  sind  die 
durch  diese  letzteren  bedingten  Variationen  so  gering,   dass  man  unbedenklich  die 
Coefncienten  «',  a"  der  Null  gleich  setzen  darf.    Die  in  Einheiten  des  Radius  mit  dem 
arc  i"  multiplicirte  Bewegung  der  Argumente  in  hundert  julianischen  Jahren  ist  nach 
Hansen's  Mond-  und  Le-Verrier's  Sonnen  -Tafeln,  wie  folgt,  gefunden  worden: 
Bewegung  von  g     :  +00403786 
:   -4-  0003  0461 
+  0000  50797 
+  0-000  16380 
-  o  OOO  16366, 

mit  welchen  Zahlen  nun  die  Integration   ohne  Schwierigkeit  vorgenommen  werden 
kann.    Die  numerischen  Werthe  der  Störungen  aber  lassen  sich  vorerst  nicht  angeben, 
da  zu  deren  Bestimmung  die  Kenntnis  der  beiden  constanten  Factoren : 
„    HC—  A)  j.    i{C  —  A) 

nothig  ist ,  in  welchen  M^  die  Mondmasse,  Mq  die  Sonnenmasse ,  C  und  A  die  Träg- 
heitsmomente der  Erde  und  n  die  Rotationsgrösse  der  Erde  in  der  Zeiteinheit  ijuliani- 
sebes  Jahrhundert)  darstellen.  Die  theoretische  Bestimmung  des  von  den  Verhalts 
nissen  der  Trägheitsmomente  abhängigen  Factoren  [O  —  A)  :  C  bietet  bei  der  mangel- 
haften Kenntnis  der  Massenvertheilung  im  Erdinnern  unüberwindliche  Schwierig- 
keiten; es  ist  demnach  am  angemessensten,  durch  die  Beobachtung  der  Bewegungen 
der  Rotationsachse  selbst  einen  Schluss  auf  die  obigen  Factoren  zu  machen.  Das 
grösste  Glied  der  Nutation  in  der  Schiefe  erscheint  mit  dem  Factor  cos  Q  multiplicirt 
und  ist  nur  von  den  Elementen  der  Mondbahn  abhängig;  dasselbe  entsteht  aus  dem 
in  den  Ausdrücken  (pag.  173)  für: 
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180     

mit  sin  P  multiplichten  Gliede.  Dieser  Coefticient  ist  vermöge  des  Ausdruckes  28) 
,pag.  166I  mit  cos  eD  zu  multiplicire« ;  die  Integration  ergibt,  ohne  Rücksicht  auf 
das  Vorzeichen  des  Integrals  (vergl.  Gleichung  9)  (pag.  157),  wenn  man  den  unbe- 
kannten Factor  der  Einheit  gleich  setzt : 

"  cos  ü  =  —  2 5  ["505  cos  0, 

wobei  also  zu  beachten  ist ,  dafis  der  Coefticient  in  Folge  der  Annahme  über  den  Inte- 
grationsdivigor  in  Bogensekunden  verstanden  ist ,  übrigens  noch  wegen  der  Annahme 
der  Einheit  für  r'j  (Äquatorhalbmcsser  der  Erde  mit  (342/06  arc  i"):t  zu  multipliciren 
wäre.  Der  Coefticient  von  cos  Q  für  1850.0  geltend  ergibt  sich  aber  nach  Nyrcn's 
Abhandlung  »Bestimmung  der  Nutation  der  Erdachse«  (Memoires  de  l'academie  impe- 
riale de  St.  Petersbourg  Tom.  XIX  Nr.  z  pag.  30)  aus  den  Beobachtungen : 

N  =  o/'23&5 ; 
es  ist  demnach  der  Coefficient,  mit  dem  man.  um  den  hier  gewählten  Einheiten  ent- 
sprechend die  Resultate  in  Bogensekunden  zu  erhalten ,   alle  Glieder,  welche  die  Ver- 
änderungen der  Rotationsachse  durch  den  Mond  ergeben,  nach  deren  Integration  zu 
multipliciren  hat: 

_,MVC-A,  |3422,o61, g^ o.oj6;  a48  „ 

Wollte  man  aus  irgend  welchen  Gründen  einem  anderen  Werth  für  die  Nuta- 

tionsconstante,  nämlich:  ,,        „,      .    . 

N,  =  JV(i  +  i), 

den  Vorzug  geben,  so  wird  der  Factor  (1  +  *)>  mit  welchem  alle  von  dem  Einflüsse  des 

Mondes  abhängigen  Glieder  zu  multipliciren  wären,  bestimmt  sein  durch : 

JVi         ,      .     ,      ,  JV,— 9"  1365 

-l  =    1  +  i]  oder  t  =       „  \        > 

die  Multiplikation  mit  t  allein  gibt  sofort  die  erforderlichen  Correctionen  der  hier  be- 
rechneten Glieder,  welche  aber,  da  der  Werth  der  Nutatiqnsconstante  bereits  sehr  genau 
bestimmt  ist ,  wohl  nur  in  den  grössten  mit  sin  Q  und  cos  Q  mnltiplicirten  Nutations- 
gliedern  merkliche  Änderungen  hervorbringen  werden. 

Berechnet  man  nun  mit  den  oben  in  1)  gegebenen  Coeffici  enten  den  durch  den 
Mond  allein  veranlassten  Prücessionsantheil ,  so  findet  sich  dieser: 

V<  =  — 3448"5i8-         2) 
Als  Constante  der  allgemeinen  Präccssion  nehme  ich  für  1850  nach  Besscl: 

f=  5023*572, 
hauptsächlich  ans  dem  Grunde  an  ,  weil  Le-Verrier  diesen  Werth  auch  bei  seinen 
•Sonnen- und  Planeten -Tafeln  benutzt  hat;  O.  Struve's  Untersuchungen  über  diese 
Constante  geben  etwas  grössere,  Nyren's  Bestimmungen  wesentlich  kleinere  Wcrthe. 
Die  für  1850  geltende  lunisolare  Präcession  ist  aber  mit  Benützung  der  Formel  2) 
(P*?    '581  und  10)  (pag.  160) : 

ip  =  —  l  —  *i=  —  i  —  cotge0piJ  ss  —  5037"o32. 


DigitizGd  by  Kj OOQ  IC 


Vergleicht  man  diesen  Werth  mit  2),  so  ist  sonach  der  durch  die  Sonne  bewirkte 
Beitrag  zu  der  lunisolaren  Pracession  bestimmt  durch : 

t/*0  =  —  i588"5i4.         3) 

Diesen  Werth  kann  man  nun  dazu  benützen  den  Factor  3  Mq{C  —  A) :  nC  zu  ermitteln. 
Setzt  man  denselben  vorerst  hei  der  Integration  der  Einheit  gleich,  so  erhält  man  für 
das  mit  t  multipHcirte  Glied  den  Werth:  94646% t;  es  ist  sonach  der  Factor,  mit 
dem  die  von  dem  Einfluss  der  Sonne  abhängigen  Integrale  zu  multipliciren  sind, 
mit  Rücksicht  auf  die  gewählten  Einheiten : 

-0-0167836.  4) 

Will  man  den  Einfluss  bestimmen,  welchen  die  den  Bestimmungen  der  Con- 
stanten  der  Nutation  und  Pracession  anhaftenden  Fehler  auf  die  Werthe  der  Sonnen- 
glieder  nehmen,  so  findet  sich  leicht,  wenn  mit  P  die  einzuführende  lunisolarc 
Pracession  bezeichnet  und : 

r_P—  5°17"°3i 

"  S037"oji       ' 

gesetzt  wird ,  der  Factor,  mit  dem  die  unten  ermittelten  Sonnenglieder  zu  multipli- 
ciren sind: 

(H-3-17?  —  *■>?*)■ 

Mit  Hilfe  der  Factoren  1  und  £  wird  es  demnach  möglich  sein ,  die  weiter 
unten  folgenden  numerischen  Werthe  der  Nutation  und  Pracession  auf  beliebig  ge- 
wählte Constanten  dieser  Grössen  zu  reduciren. 

Den  Factor  4)  kann  man  dazu  verwerthen,  um  den  bereits  oben  (pag.  151) 
benützten  Coefficienten : 

C—A 

zu  bestimmen.  Für  die  Grösse  Mq  wäre,  wie  dies  schon  früher  (pag.  139)  in  der 
Anmerkung  hervorgehoben  wurde,  k3  zu  setzen,  wobei,  der  mittlere  Sonnentag  als 
Einheit  angenommen,  k  die  Gauss'sche  (konstante  ist;  mit  Rücksicht  jedoch, 
dass  in  der  vorstehenden  "Untersuchung  das  julianische  Jahrhundert  als  Zeiteinheit 
gilt,  hat  man : 

C—A  __    0-0167816  <. 

C      ~~  J*s  (3*5*5)»  *"  5) 

Hierbei  ist  auf  den  Umstand,  dasB  die  Integrationsdivisoren  mit  arc  1"  multiplicirt 
waren,  nicht  weiter  zu  achten,  weil  die  bestimmende  Oonstante  ebenfalls  im  Bogen- 
masse  angesetzt  war ;  n  ist  die  Rotationsgrösse  der  Erde  in  der  Zeiteinheit.  Bedenkt 
man.  dass  die  Erde,  wenn  die  für  die  vorliegenden  Zwecke  unmerkliche  Pracession 
des  Aquinoctialpunktes  ausser  Acht  gelassen  wird ,  eine  Umdrehung  2  it  in  einem 
Sterntage  vollendet,  so  ist,  da  hier  das  julianische  Jahrhundert  als  Einheit  gilt,  für 
n  zu  setzen: 

»  =  2  «-36525/, 
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in  diesem  Ausdruck  ist/  der  früher  (pag.  25)  ermittelte  Factor,  welcher  das  Ver- 
hältnis der  Dauer  des  mittleren  Tages  zum  Sterntage  angibt ;  man  hat  also : 
C—A  0.01678J6  ■  »=»  ■/  ,  ,  ,, 

Daraus  leitet  man  leicht  ab : 

^  =  J--  +  ooo3ä7i88.  7) 

Dieser  Werth  ist  bereits  oben  [pag.  157)  vorgreifend  benützt  worden.  Um  nun  den 
früher  benützten  Werth  von  fi  (pag.  151)  zu  finden,  hat  man  zu  beachten,  dass  dort 
als  Zeiteinheit  der  mittlere  Sonnentag  gewählt  war,  es  ist  danach : 

ft  =  zitf'  -^-  =  +  0-0206141.  8) 

Hedenkt  man ,  dass  die  Nutati  onscons  tan  te  um  wenige  Hunderttheile  der  Bogen- 
Sekunde,  die  hundertjährige  Präcession  um  einige  Bogensekunden  falsch  sein  kann, 
so  wird  sofort  die  grosse  Unsicherheit  des  obigen  Resultates  einleuchten ;  in  der 
Tbat  kann  die  vierte  Decimale  in  dem  numerischen  Werthe  von  fi  nicht  als  ver- 
bürgt bezeichnet  werden. 

Einschaltend  kann  man  hier  erwähnen ,  dass  die  Ermittlung  der  beiden 
Coefficienten  1)  /pag.  180)  und  4)  (pag.  181)  die  Möglichkeit  an  die  Hand  gibt,  die 
Mondmasse  zu  bestimmen.  Die  Division  beider  Coefficienten  ergibt,  da  wegen  des 
Factors  3422"o6  in  1}  (pag.  180),  um  die  gleichen  Längeneinheiten  zu  haben,  in  4) 
die  mittlere  Sonnenparallaxe  8"848   (pag.  23)  als  Factor  eingeführt  werden  muss: 


107  =  26440000. 


Nimmt  man  die  Erdmasse  mit  1  :  330000  der  Sonnenmasse  an,  was  den  letzten  Lc- 
Verrier'schen  Bestimmungen  sehr  nahe  kommt,  so  wird  die  Mondmasse: 


der  Erdmasse  betragen.  Dieses  Resultat  ist  hauptsächlich  wegen  der  Unsicherheit 
in  der  Bestimmung  der  Erdmasse  sehr  zweifelhaft  und  kann  der  Nenner  um  einige 
Einheiten  fehlerhaft  sein 

Es  sollen  nun  die  Resultate  der  vorgenommenen  Entegration,  der  die  oben 
angegebenen  Factoren  als  Grundlage  dienen,  hier  angeführt  werden;  dieselben  er- 
geben die  Bewegung  des  Äquators  auf  der  festen  Ekliptik  1850-0  und  t  stellt  die 
seit  dieser  Epoche  verflossenen  julianischen  Jahrhunderte  dar;  über  die  Bedeutung 
der  Argumente  vergl.  pag.  167.  Ich  führe  zuerst  die  durch  den  Mond  bewirkten 
Glieder  an.  dieselben  wären  eventuell  mit  dem  Factor  (1  +1)  zu  multipliciren,  die 
folgenden  Sonnenglieder  eventuell  mit  (1  +3'i7?  —  z*,7'*)i  UDer  die  Bedeutung 
dieser  Factoren  geben  die  oben  (pag.  180  und  181)  gemachten  Bemerkungen  den 
nöthigen  Aufschluss ;  die  mit  einem  Sternchen  versehenen  Coefficienten  sind  in  Folge 
kleiner  Integrationsdivisoren  nicht  auf  die  letzte  Stelle  zu  verbürgen. 
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Mondgliede 
Präcession  und  Nutation  i 


der  Länge : 


+  3448"5i8*  —  o"74J3  t*  —  o"ooiiq( 

3,        —  o"oo44 

-+-  iy'0678  siny 

■  —  o"ooo4 

+  o"oo28  sin  2ff 

—  o"oooi 

-+-  o"ooo2  sin  ig 

—  o"oooi 

+  o"ooo3  sin  (— g— g') 

+  o"oooi 

+  o"ooi  5  ein  ( — g") 

—  o"ooo7 

-+•  o"ooo4  sin  (g— g'\ 

+  o"ooi4 

—  o"oooi  sin(y — g'-\-zw — 2<a') 

—  o"ooo6 

—  o"oooi  sin  (2g — g'+za — 2to') 

—  o"oooi 

—  o"oo45  sin  ( — 2^+210 — 2w') 

—  o"ooo5 

+  o"oi50  sin  (g — 2^'+2<u — 2w') 

—  o"ooi3 

-+-  o"oo6i  sin  [2g — ig'-\-2bi — zu/) 

+  o"ooo4 

-+-  o"ooo6  sin  (3^ — 2g'-\-2to — 2w') 

—  o"oooi 

+  0"0001  BIR  (4g— 2g' +21Ü—2W') 

—  o"ooo9 

—  o"ooo2  sin  { — 3^'+2tu — 2w') 

—  o"ooo5 

+  0*0007  sin  (g — ig'-\-2w — zw') 

—  o"ooo  I 

-+■  o"ooo4  sin  (2g — 3?'+2w — zu/) 

—  o"ooo4 

+  o"oooi  sin  [2g — 4^+4(0 — 4W') 

—  0"0002 

+  o"oooi  ein  (3?— 4y,+4<" — $u/) 

+  o"oi25 

' —  o"ooi6  sin  21a 

+  o"ooo5 

—  o"ooo4  sin  {g+2ut) 

-+-  o"oooi 

+  0*0024  sin  (2^+2w) 

+  o"ooo3 

+  0*0003  sin  (3y-f-2tt) 

+  0*O00! 

—  0*0021  ein  (2g'-\-ztaf) 

*+  0*0005 

—  o"oooi  sin{^+2/+2to') 

+  o"oii5 

-f-  o"ooo2  sin  { — g'+w — tu') 

—  0*2044 

—  o"ooo4  sin  {g — g'+w — u/) 

~   0"0262 

—  o"ooo2  sin  ( — 2g+Q) 

—  0"0O2Ö 

—  o"oo57  sin  ( — g+Q) 

—  0"oOO2 

—  ^"2740  sin  Q 

—  o"ooo7 

-f-  o"ooo3  coe  ß 

—  o"ooo3 

+  0*0058  sin  (y+Q) 

-j-  o"ooo7 

-+-  o"ooo2  sin  (2^+0) 

+  0"0002 

—  o"ooi2  sin  ( — g'+Q) 

+  o"oooi 

-f-  o"oooi  sin  (g — g'~\-Q) 

—  0"0020 

—  o"ooi5  sin(y'+Q) 

-j-  o"oo26 

'-\-  o"oo52  am\2(o+Q) 

-+-  o"ooo6 

-\-  o"ooiq  sin(y4-2ü»+Q) 

-f-  o"oooi 

—  o"o343  sin(2y+2w+fl) 

—  o"oooi 

e™(sg+2w+Q) 
sin(4ir+2w+Q) 
sin(— 2g— 2w+Q) 
ein  (2g — g'+zui+Q) 
sm{2g+g'+2to+Q) 
ein( — 2g'+2w — 2w'+Q) 
sin  {g — 2j'+2w— 2w'+0) 
sin  {ig — zg'+2ut — 2w'+0) 

8Ü1  (3.7— 2j'+2«l-  2w'+Q) 

ein  (— 2g-\-2g'—2w+ 2w'+Q) 

sin  ( — ff-i-zg' — 2(i>-{-2(u'+Q) 

sin  (2/ — 2w+2<o'+Q) 

8in(-y+3?'— zui+zui'+Q) 

sin  (3^—  2g'+4<a— 2<o'+Ü)  . 

Bin  (4^ — 2<7'+4<ü — 2fu'-\-Q] 

sin  {5^— 2^'4-4w— 2w'+Q} 

sin(/+2w'+Q) 

sin  {— g+2g'+2oi'+  Q ) 

sin(2ir'+2w'+Q) 

sin  (?-f-2?'+2(U'+a) 

sin(2y+2/+2w'+ß) 

ein(3/+2w'+Q) 

sin  ( — 2g' — 2a»'4-ß) 

sin  (2(u-h2S) 

sw(g+2o>+2Q) 

sin(2y+2(«-f-2Ö) 

sin  (3y+2£u+2  0) 

sin{4?+2w+2Q) 

sin(5^+2w+2ß) 

am(2g—g'+2w+2Q) 

ein(3^— g'+zw+zü) 

ein  {2g-\-g'-\-2m-\-2  Q ) 

e,va($g-\-g'+2bi-\-2a) 

sin(jr'+2(u'+2Q) 

sin  [2g'-\-2w'-i-2Q) 

sin  {g+2g'+2ta'+2Ü} 

sin  (2jr+ 2/4-20/ -r-2Q) 

sm(ig-{-2g'+2ii>'+2Q} 

8in(3p'+2w'4-2Q) 
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'oooi 

aii 

'oooi 

sir 

'oooi 

Sil 

'oooi 

SIT 

'0052 

sii 

'0032 

sii 

'0006 

sii 

'oooi 

sii 

'0002 

nii 

'0002 

si 

'oooi 

sii 

'0001 

si 

'oooi 

eii 

'oooi 

sii 

'2095 

sir 

11  (3^— y'+4W 2W'+2Ö] 

n  ( — 2/4-4W — 2w'+2Q) 

n(3^—  2/4-40/—  2ta'+2Q) 
n  (41? — 2/4-40) — 2to'-t-2£2) 

Q  (5p— 2/4-4W— 2w'+20) 

n  (6p — 2^'+4w — 2w'-|-2  Q ) 

n  (3?—  3/+4W— 2Gl'+2  Q ) 

n  (4p— 3/4-4«— 2w'+2Q) 
n  (4p— 4/4-610— 4w'4-2  0) 
n  (5?— 4/+6w— 4w'+2Q) 
n  (6p — 4ß'+6w — 4<n'+2Q) 
n(3?+4"+2Ö) 

Q{— y+2Q} 

n2Q 


—  o 
+  0' 
+  0' 
+  0' 


—  o 

—  o1, 

+  0' 
+  0' 


'0002  Bin{p4-2£5) 

'0001  ain(2^+2y'+2w+2to'+2Q) 

'0001  sin  (3p— g'-\-ya— w'+2ö) 

'oooi  sin  (p'~(-w-|-itt'4-2Q) 

"0001  sin(p+/+w+w'+2Q) 

"00003  '  8'n  9 

"00001  tfsinfp — 2/4-2«* — 2ftl') 

"00852  lain  Q 

'00165  'cos  0 

'00002  t  sin  (2y+2ü»+f ) 

"00001  <sin(2/4-2C(/4-Q) 

'00009  £sin(2p+2<d4-2ß) 

"00002  (  COS  (2jH-2«H-2  Q) 

'00001  *sin(3p4-2w-t-2^) 
'00009  *  s*a  2  a 
"00002  i  cos  2  Q  . 


Präcession  und  Nutation  in  der  Schiefe: 


+  o"o4Ö8  ^  —  o"oo538  f*, 

4-  o"cooi  cos( — g+2g'-\-2ta'-\-Q) 

-\~  o"oooi  C08  ( 2p+ß) 

—  o"oo67  cos(2^'4-2w'4-Q) 

4-  o"oo3i  coa( — p+8) 

—  o"ooo3  coß(y4-2/-f-2ü»'4-öj 

4-  9"23Ö5  cos  Q 

—  OB0O02  cos  iig'-i~2tit'+Q) 

—  o"oo3i  cos  (?4-^) 

—  o"oooi  cos( — 2g' — 2w'4-°) 

—  o"0OOI  C08(2y+a) 

* —  0"0002  COS(2(u4-2Ö) 

4-  o"ooo6  cos  ( — g'+Q) 

—  o"oo50  cos  (g+-2io-\-2Q) 

4-  o"ooo8  cos  (p'4-Q) 

4-  o"o887  cos(2jf4-2w4-2Q) 

—  0"0028  COS  (2(U-\-Q) 

4-  o"oii4  cos{3p4-2w4-2Q) 

—  o"ooio  cos  (p4-2«4-Q) 

4-o"oon  cob(4^4-2ü»4-2Ö) 

4-  o"oi83  cos{2y4-2w4"Q} 

4-  o"oooi  cos(5p4-2w-r-2Q) 

4-  o"oo23  cos  (3jr4-2w4-Ö) 

4-  o"ooo3  cos  {2g — p '4-2«4- 2Q) 

+  0"00O2  COS  (4j»4-2t(*4-Q) 

+  o"oooi  cos  (3p— /4-2«4-2Q) 

+  o"ooo4  cos  ( — 2g'-\-2Ut~2m'-\-Q) 

—  o"ooo3  COS  (2p4-/+2W4-2Q) 

—  o"ooo8  cos  {g — 2/4-210— 

2«/+Q) 

—  o"oooi  cos(3p4-/4-2«'4-2Ö) 

+  o"ooo3  cos  {2g — 2/4-2W 

-2(ü'4-Q) 

4-  o"ooog  cos(2p'+2w'4-2^) 

4-  o"ooo3  cos  ( — 2p4-2p' — 2 

w4-2ö*'4-Q) 

—  o"oon  cos(p4-2p'+2w'-f-2Q) 

4-  o"ooo7  cos  ( — g+2ff' — 2w4-2w'4-Q) 

—  o"ooo3  cos  (2p4-2p'4-2w'4-2  Q} 

0"0002  COS  (2g' 2W+2W 

4-Q) 

—  o"oooi  cos(i/4-3p'4-2w'4-2Q) 

4-  o"ooo5  cos  dg— 2/4-4*«'- 

-2(ü'4-ß) 

—  o"oooi  cos  {2g — 2p'+4W— 2w'4-2ß} 

+  0"0003  COS  {4ff— 2/+4W- 

-2a»'4-0) 

4-  o"oo23  cos  (3p — 2p' +40 — 2w'4-2°) 

4-  o"oooi  cos (5p — 2/4-4M- 

-2w'4-Q} 

+  o"ooi4  cos  (4p — 2/4-4W — 2o»'4-zß) 

4-  o"ooo2  cos(p'4-2*u'4-a} 

4-  o"ooo3  cos  (ig  -2/4-4«— 2rc/+2Ö) 
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-f-  o'oooi  cm (3£— 3y'+4w — 2io'+zQ)  +  o"oooo,2  t  cos  Q 

4-  o"oooi  cos  [\g — 3?'+4w — 2w'+2ß)  —  o"ooo4g  (sin  Q 

4-  o"oooi  coa{$ff—  4j'+6w — 4w'4-2Q)  —  o"oooo5  tooa(»g-^-z<a-\-2Q) 

—  o"oooi  coe( — y+2ß)  — o"ooooi  t»ia(2g-\-z<u-\-zQ) 
" —  o"o905  cos  2Ü  —  o"ooooi  (cob{3J+2w+2Q) 

4-  o"oooi  cos  (#  (-2*3)  +  o"oooo5  (cos  2Q 

—  o"oooi  aoB[$g — g'+3<a — w'+2Q)  +  o"oqooi  (sin  2Ü. 

Sonnenglieder. 
Präcession  und  Nutation  in  der  Länge : 

4-  i588"5i4  t  —  o"3445  C  —  o"ooo55 13, 

•+■  o"i272  Bin/  *+  o" 0009  sin  Q 
4-  o"ooi6  ain  2g'  —  o"oc©38  (801/ 

4-  o"o2i2  sin  (ff'  4-  2cu'  +  2Q)  —  o"ooooi  (sin  2g1 

—  i"2Ö27  ain(2j'  4-  2ta'  4-  2Q)  —  o"oooo6  tsinlrf  4-  2cu'  4-  2Q) 

—  0^494  Bm($g'  4-  2w'  +  *Q)  4~  o"ooo54  (sin  (2/  4-  *<•>'  +  2Q) 

—  o"(X>I5  Bin  (4^  4-  2<ü'  4-  2Q)  —  OnOOOIO(COS(2^'  4-  2«'  4~  2Q) 

—  o"oooi  sin  (2^  4-  na'  4-  Q)  4-  o'ooois  isinfay'  4-  2w'  4-  2Q) 
4-o"oooi  sin  (2$^  4-  20/  ■+-  3Q)  4-  o"ooooi  tsinfag'  4-  2w'  4-  2Q). 

Präcession  und  Nutation  in  der  Schiefe: 

+  0*0225  f1  —  On00248  (', 

—  o"oocj2  cos  (g1  4-  2ü>'  4-  2  £2)  +  o"oooo3  tcos(g'  4-  21a'  4-  28) 
4-  o"548o  cos (2g'  4-  20»'. 4-  2Q)  —  o"ooozq  (cos (2g'  ■+-  na'  4-  2Q) 
+  o"o2i5  hob  {ig1  4-  2w'  +  2Q)  —  o"oooo4  lein  (2g'  4-  210'  4-  2Q) 
4-  o"cxx>7  co&(ng'  +  21a'  4-  2Q)  —  o"ooo07  (cos  (3^  4"  2ta'  4-  2Q). 
4-  o"oooi  cos  (zg"  4-  21a'  4-  Q) 

Wie  schon  oben  erahnt  wurde,  beziehen  sich  die  durch  diese  Ausdrücke  be- 
stimmten Lage  Veränderungen  des  beweglichen  Äquators  auf  die  fixe  Ekliptik  1850-0; 
will  man  dieselben  aber  auf  die  bewegliche  Ekliptik  beziehen,  so  gibt  der  Ausdruck  2) 
(pag.  158)  und  10)  (pag.  160): 

sofort  die  verlangten  Relationen ;  setzt  man  nämlich ,  da  —  1/»  die  hier  angeführte 
Präcession  und  Nutation  darstellt,  in  die  Ausdrücke  für  />,,  b2,  b3  (vergl.  Gleichung  10) 
pag.  160}  die  gefundenen  Werthe  für  Jt  und  tft  ein,  so  erhält  man  zunächst  Glieder. 
in  denen  die  Potenzen  der  Zeit,  theils  mit  constanten  Factoren,  theils  mit  periodi- 
schen Gliedern  multiplicirt  sind ;  die  ersteren  stellen  die  allgemeine  Präcession  [l)  dar, 
von  den  letzteren  brauchen  nur  die  mit  der  ersten  Potenz  von  t  verbundenen  mit- 
genommen zu  werden;    sie   geben  jene  Änderung  der  Nutation  in  Länge,    welche 

Oppoliar,   B*lmb«>ttiniBiiDf«n.   I.    1.  Anflugs.  24 
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man  an  die  obigen  Ausdrücke  anzubringen  hat,  um  die  Nutation  in  Bezug  auf  die 
bewegliche  Ekliptik  zu  erhalten.  Man  wird ,  da  die  lunisolare  Präcession  (/")  nach 
den  obigen  Zahlen  werthen : 

(/')=  5037"o32f—  i"o888P  — o"ooi74^,  g) 

beträgt,  die  allgemeine  Präcession: 

l=*  5023"572  t  +  i"i2gi  t*  +  o"oooj2  t3,  10) 

finden,  und  die  Correctionen  des  obigen  Nutationsausdruckes : 

+  o"ooooi  *Bin(3j?  +  zw  +  zQ) 
—  o"oooi  1 1  sin  2  Q 


—  o  00004  ' 8m  9 

—  o"ooooi  t  sin  [g  —  zg"  +  2«  —  zw') 
+  o"oo9 1 8  t  sin  Q 

—  o"ooiÖ5  (cos  Q 

-+-  o"oooo2  t  sin  [ig  +  zw  +  Q) 

—  o"ooooi  t  ain  [2g1  ■+-  zw'  +  Q) 

—  o"ooooi  t  sin  {g  -f-  2w  +  2  Q) 
-f-  o"ooon  (sin(2j  +  2"»  +  2Q) 

—  o"0O002  t  COS  (2J  +  2W  +  zQ] 


+  o"ooo02  ( cos  2  Q  ;  ■ 

—  o"oooo7  £ sin  y' 

—  o"ocooi  tai-atf  +  zw'  -f-  2Q) 
+  o"ooo67  ( sin  (zg1  +  2w'  +  2Q) 

—  o"oooio(cos(2y'  -fr-  2tu'  -fr-  20) 
4-  o"oooo3  (sin (2^  -fr-  zto'  +  2QJ. 


Bezieht  man  daher  die  Nutation  auf  die  bewegliche  Ekliptik  zur  Zeit  t,  so  bleiben 
die  von  t  freien  Glieder  ungeändert ,  weshalb  dieselben  hier  nicht  mehr  angerührt 
werden ;  statt  der  in  der  obigen  Zusammenstellung  mit  t  multiplicirten  periodischen 
Glieder  wird  man  in  dem  Ausdrucke  für  die  Nutation  in  der  Länge  zu  setzen  haben : 
-fr-  o"ooooi  teing 

—  o"ooo3 1 1  sin  g1 

—  o"ooooi  (sin  2/ 

—  o"oooo5  (sin(^'4-2w'  +  2Q)      j"     11) 

—  o"oooi3(sin(2y'  +  2W'  +  2Q) 
-fr-  o"oooi2  tva\(ig'  -\-  2w'-r-2Ö) 
-fr-  o"ooooi  tixa lug1  -fr-2w'  +  2 Q). 


—  o"oi77o(sin  Q 

—  o  "00004  (sin  (217 -fr  ■*<•>  +  Q) 
+  o"oooo2 (  sin  (zg1  +  zw'  -fr-  Q) 
+  o"ooooi  taia{g-\-zw  +  zQ) 

—  o"oooo2  t  Bm{zg  +  zw  +  zQ) 
-fr-  0"0OOO2  ( sin  2  Q  ; 


Um  nun  eine  ähnliche  Transformarion  für  die  Schiefe  zu  erhalten,  wird  man  in 
ganz  analoger  Weise  die  Gleichung  17)  (pag.  162)  benützen.  Zunächst  erhält  man 
durch  Addition  für  die  lunisolare  Schiefe  der  Ekliptik  bezogen  auf  die  fixe  Eklip- 
tik 18500: 

(e')=  e„  -fr-  0*071 30  —  cTooj66tK  12) 

Die  mit  der  Zeit  multiplicirten  Glieder  rinden  sich  nach  der  Formel  17)  (pag.  162) 
und  geben  zu  e0  addirt  die  mittlere  Schiefe  der  Ekliptik  zur  Zeit  t  wie  folgt: 

c  =  e0  —  47"594 (  —  o"oi43  f  -fr-  o"oo204  (3.  13) 

Die  periodischen  Glieder  werden,  wenn  mau  wie  oben  die  in  i1  multiplicirten  weglässt: 
-|-  o"ooo4g  (  sin  Ü  —  o"oooo  1  t  sin  2  Q 

-fr-o"ooooi  (sin(2y  +  zu»  -+-  zQ)  +  o"oooo4(sin  (zg1  -fr-  zw'  +  zQ). 
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Es  bleiben  demnach  wieder  die  auf  die  bewegliche  Ekliptik  bezogenen  Nutatione- 
glieder,  die  frei  von  dem  Factor  t  sind,  unverändert,  dagegen  sind  statt  der  obigen 
Zeitglieder  au  setzen: 

+  o"oooo3  fcosff'  +  z(o'  +  2  0)      I 

—  o"oOO29(C0S(2j'  +  2w'+2Q) 

—  0"00007  (008(3/+  2Ü>'+  2Ü). 


+  0"000C;2  ( cos  Q 

—  o"oooo5  (cos  {2^  +  2W  +  2Q) 

—  0"OOOOI  (C08(3p  +  2to  +  2Q) 

1  ■  o"oooo  Jj  t  COS  2  ü 


>4) 


Behandelt  man  nun  in  ähnlicher  Weise  das  Formelsystem  9)  (pag.  160),  so  gelangt 
man  von  den  periodischen  Änderungen  absehend  zur  Kenntnis  des  Bogens  a,  den 
man  gewöhnlich  die  Präcession  durch  die  Planeten  nennt;  diese  findet  sich  in 
Bezug  auf  die  Ekliptik  18500: 

(0)=  I4"673<—  2*4164 11  —  o"0o2i2*>.  15) 

Die  in  diesem  Bogen  durch  die  Nutation  bewirkten  Änderungen,  von  denen  übri- 
gens in  der  Folge  kein  Gebrauch  gemacht  werden  wird,  erhält  man : 

-f-  o"oooo2  tfsin(3y  +  2tt  +  2Q) 

—  o"oooi2  <öin2ß 

+  o"ooooi  t  cos  2  Q 


—  o  00004 1 ain  9 

—  o"ooooi  (»m.(g  —  2jr'  +  2w  —  2> 
+  o"oiooi  (sin  Q 

—  o"ooi5i  (cosD 

■+-  o"oooo2  (  sin  (zg  +  2tn  +  0) 

—  o"ooooi  (sin (2/+  2w'  +  Q) 

—  o"ooooi  (sin(^  +  2(u  +  2  9) 

+  0HOOOI2  (sin(2£  +  2W  +  2Q) 

—  o"oOOOI  (COS  (2^  +  2(0  + 2 ß) 


l'  +  2Ö) 


—  o"oooo7  (sin^r' 

—  o"ooooi  i  sin  (/  + ; 
+  o"ooo73  (sin(2ff'  +  2w'  +  2Q) 

—  0"0000Q  (  COS  (2/ +  2Ct»' +  2  0) 

+  o"oooo3  (sin (3/  +  2«'  +  2Q). 


■  6) 


Es  stellt  sich  nun  die  Aufgabe ,  ähnlich  wie  dies  bereits  für  die  Nutation 
geschehen  ist,  die  von  der  Präcession  abhängigen  Ausdrücke,  welche  durchaus  nach 
steigenden  Potenzen  der  von  1850-0  gezählten  Zeit  entwickelt  sind,  auf  solche  For- 
men überzuführen,  dass  der  Ausgangspunkt  der  Zählung  auf  eine  beliebige  Anfangs- 
epoche verlegt  werden  kann;  hieraus  erwachsen  für  die  späteren  Untersuchungen 
und  Entwicklungen  wesentliche  Vortheile.  Diese  Entwicklungen  sollen  durchaus  auf 
Glieder  dritter  Ordnung  inclusive  durchgeführt  werden.  Um  aber  diese  Formen  über- 
sichtlicher zu  gestalten,  soll  geschrieben  werden : 

ß  =  M  +*,(*  +m»  \ 

OT— V  +  V+V* 

(o)  =  a,(  +«3/»  +  asP  \        17) 

«   =e0    +V     4-11P4-13'9 

(«')=e„    +s/»^  +  »?'s(3>  ) 

in  welchen  Ausdrücken  die  numerische  Bedeutung  der  neu  eingeführten  Symbole 
durch  Vergleichung  mit  den  Formeln  9),  10),  15),  13)  und  12)  (pag.  186  und  187) 
leicht  erkannt  werden  kann. 
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Es  soll  für  die  Folge  unter  t,  die  für  die  neue  Ausgangsepoche  geltende  Zeit 
verstanden  werden ,  wobei  als  Einheit  wie  früher  das  julianische  Jahrhundert  zu 
nehmen  ist;  t:  ist  demnach  der  zeitliche  Abstand  der  neuen  Anfangsepoche  von 
1 850-0.  Die  von  dieser  durch  ^  bezeichneten  Epoche  in  Einheiten  des  julianischen 
Jahrhunderte  zu  zählende  Zeit  wird  mit  %  bezeichnet;  ferner  soll  gesetzt  werden: 

<!  =  <■+«,  18) 

so  dass  ^  das  auf  1850-0  bezogene  Zeitintervall  der  zweiten  Epoche  ist;  es  stellt 
sich  sonach  die  Aufgabe,  die  Präcessionsausdrücke  nach  steigenden  Potenzen  von  * 
zu  entwickeln. 

Ganz  einfach  wird  sich  die  geforderte  Transformation  für  die  jeweilige  mitt- 
lere Schiefe  der  Ekliptik  c  gestalten ,  da  diese  Grosse  sich  bereits  auf  den  mit  der 
Zeit  veränderlichen  Zustand   bezieht:    es  ist  nämlich  für  die  beiden   Zeitmomente 

«i^eo  +  li^+ls^  +  '/s*»3  I  '9 

und  die  Subtraction  und  Einführung  der  Grösse  t  nach  18)  ergibt: 
e  =  [eD  4- 131*1  +  Vi1  +  IsV)  +  foi  +  2tfcrt  +  3^9  *  +  fai  +  31aM  *s+  «2s*3-  20) 
Minder  einfach  gestaltet  sich  die  vorgelegte  Aufgabe  für  die  übrigen  in  17) 
aufgeführten   Präcessionsausdrücke.      Es   soll ,   um   dieses  Problem    vorwurfsfrei  zu 
lösen ,  eine  neue  Figur  [Fig.  II)  zu  Hilfe  ge-   jj— 
nommen  werden,  welche  der  Figur  I  (pag.  125) 
ganz  ähnlich  construirt  ist,  nur  erscheint  eine 
1   dritte  Ekliptik  und  ein  dritter  Äquator  in  die- 
selbe eingezeichnet.    Die  Bogen  ^>£0,  E\E\,  ^" 
EtEi  stellen  beziehungsweise  die  Ekliptik  zur   "^ 
Zeit  der  Ausgangsepoche  18500,   zur   Zeit  ty 
und  t^  vor;  die  dazu  gehörigen  mittleren  Äqua- 
tor en  sind  durch  die  Bogen  A0A0,    A±AX  und 
AjAi  angegeben;   betrachtet  man  die   Zeit  (, 
der  Voraussetzung  nach  als  Ausgangsepoche,  so 
wird  für  die  Zeit  (j  —  /,  —  t  die  lunisolare 
Präcession  V  dem  Bogen  Yi  ",  ^ie  allgemeine 
Präcession  /  dem  Bogen  /,Yi  =  YiJ  —  TiJ  „.  ^^ 

gleich  kommen*).  Um  zunächst  den  BogenYi<?  ' 

nach  Potenzen  von  %  zu  entwickeln,  wird  man  von  der  Relation : 

?=Y1G  =  Y1L  —  GL  21) 

ausgehen.  Der  Bogen  "f^L  wird  offenbar  jene  Grösse  sein,  die  früher  (pag.  158) 
mit  dem  Buchstaben  ö  bezeichnet  wurde ;  ihr  Werth  wird  sich  sofort  ergeben,  wenn 
in  die  Gleichung  10)    (pag.  160)  für   t   der  Werth  2,   eingeführt  wird  und   überdies 

*)  Der  ConBtruction  nach  (vergl.  die  pag.  116  gegebene  Definition  der  allgemeinen  PrSceMion) 
ist  nämlich  /j  J  —  "V\J. 
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für  ip  und  J  s ,  welche  dort  die  durch  die  lunisolare  Präcession  und  Nutation  be- 
wirkten Änderungen  darstellen,  nur  die  von  der  Präcession  abhängigen  Werthe 
eingesetzt  werden;  da  Je  bei  dieser  Entwicklung  sofort  mit  dem  Anfangsgliede  j]\fi 
eintritt,  so  wird  man  die  in  den  Gliedern  dritter  Ordnung  von  b  auftretenden  mit  Je 
multiplicirten  Producte  fortlassen  dürfen.  Der  Bogen  GL  wird  sich  ebenfalls  leicht 
auf  Grundlage  der  für  o  gegebenen  Entwicklungen  auffinden  lassen.  Geht  man 
nämlich  auf  die  Formeln  i)  (pag.  158)  zurück,  so  werden  dieselben,  wenn  die  beiden 
Seiten  GH  und  GL  des  sphärischen  Dreieckes  GHL  mit  «j  und  l>2  bezeichnet  wer- 
den, unverändert  gelten,  wenn  nur  an  die  Stelle  von  a  und  b  die  Seiten  a^  und  b% 
treten;  für  ip  und  e'  sind  in  diesen  Formeln  offenbar  die  für  die  Zeit  t-i  geltenden 
Werthe  einzuführen,  (tt)  und  (JI)  bleiben  unverändert  und  bezieben  sich  wie  dort 
auf  £t;  es  ist  sonach  in  den  Formeln  10)  (pag.  160},  um  den  Bogen  GL  zu  erhalten, 
statt  (,  welches  durch  die  Einführung  der  Grössen  (n)  und  (JI)  eintritt,  (1  zu  schrei- 
ben, für  u>  und  Je  wird  mit  Rücksicht  auf  17)    (pag.  187)  zu  setzen  sein: 

um  GL,  dagegen : 

(l)'i—  —  1fc—aIV+V4s +  *■'*'    1  . 

^E,  =  »j,  V  +  >?3  V>  I 

um  ~fiL  zu  erhalten.  Es  ist  somit  nach  21)  (pag.  188)  mit  Benützung  der  vorstehend 
gemachten  Bemerkungen  zunächst: 

'«VÄ-4I  +  V W - tf  +  V IV -  41  - 

—  cotge,?,  *,  {V  ft  -  W  +  ij'  (49  -  (,*)}  +  jA-,  *  ij,'  {h*  ~  V}  + 

+  {'  ^ff  <J,S  -Px*)  -  cotgeoftJ  VV  (%  -  M  +  JcotgeoPl  VH  (tf  — **}. 

Führt  man  nun  mit  Rücksicht  auf  18)  (pag.  188)  %  ein  und  ordnet  nach  Potenzen 
desselben ,  so  erhalt  man  einen  Ausdruck  von  der  Gestalt : 

r  =  £,'*  +  I,'*1  +  £,'*»,  24) 

in  welchem  : 

A'  =  V  +  {2  V  —  cotge„2iV}  <i  +  {3  V~  2cotge0a,V+  Sn^«W  +  ] 

+.4SV^1,"~ A^V  — «»tgeo'SiV  +  ootgBoftV1)^         (   25) 
X»'  —  V  +  (3  A3'  —  «>•«  =o?i  V  +  g£~i  I2'  +  1  **&  «bft  Vs}  4 
A'-V,  °  » 

vorstellt. 

Durch  ganz  ähnliche  Entwicklungen  wird  man  zur  Kenntnis  der  lunisolaren 
Schiefe  in  Bezug  auf  die  für  tv  geltende  Ekliptik  gelangen.  Bezeichnet  man  den 
Winkel  E^tA  (vergl.  Figur  II  pag.  188)  mit  e,',  den  Winkel  E,GAt  mit  e,',  so 
wird  die  Änderung  der  lunisolaren  Schiefe  auf  der  Ekliptik  der  Epoche  (1  dargestellt 
sein  durch:  .  ,  ,         , 
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In  diesem  Ausdrucke  wird  e, '  die  mittlere  Schiefe  der  Ekliptik  zur  Zeit  t,  sein,  die 
leicht  nach  dem  Ausdrucke  13)  (pag.  186)  oder,  was  für  die  folgende  Ableitung  be- 
quemer erscheint,  nach  17)  [pag.  162)  berechnet  werden  kann,  wenn  in  dieser  Formel 
statt  f..    \]>  und  Je  die  Buchstaben  (, ,   ipt  und  Jex   (vergl.  23)  pag.  1 89]  geschrieben 
werden ;  dieselbe  Formel  wird  es'  liefern ,  wenn  in  derselben  statt  t,  ip  und  Je  die 
Wertbe  ^  ,    ipt  und  Je2   (vergl.  22)  pag.  189)  eingesetzt  werden.     Diese  Vorschrift 
erklärt  sich   leicht,   wenn   man  die  der  Formel  21)   (pag.  188)  nachfolgenden  Aus- 
einandersetzungen mutatis  mutandis  hier  in  Anwendung  zieht ;  es  wird  sonach : 
Je'  =  „•  (V  —  (,«)  +  V3'  W  —  *,»)  —p,t,  {V  ft  -  (,)  +  V  (*,>  -  tfl)  + 
+  [cotge0q,p,  —  ft)  Vft»  &  -  M  -  l?i  Vi  fc"  ~  *i2)- 
Die   Entwicklung  dieses  Ausdruckes    nach  Potenzen   von   t  muss  auf  einen  Aus- 
druck von  der  Form:  ,        „,  _,_.  ,, 

fuhren,  denn  da  der  Ausdruck  28)  (pag.  166),  der  abgesehen  von  gewissen  constanten 
Factoren,  das  Differential  von  de'-,  dt  darstellt,  niemals  ein  mutantes  Glied  enthalt, 
weil  die  Factoren  cos  V  cos//  cosÄ,'  sin//  :  t\'*  und  cos  V  cos//  sinV  :  r/3  (vergl. 
die  diesbezüglichen  Ausdrücke  pag.  171  und  173)  mag  man  die  Ausgangsepoche  wie 
immer  wählen ,  kein  solches  enthalten ,  so  kann  man  streng  schliessen ,  dass  bei 
einer  derartigen  Entwicklung  das  mit  %  multiplicirte  Glied,  welches  der  Analogie 
nach  mit  H\  bezeichnet  werden  müsste,  verschwindet;  in  der  That  bestätigt  dies 
auch  die  numerische  Substitution  in  den  für  H\    folgenden  Ausdruck : 

■Hi'=  (2"?i'—  />iV}  k  +  {$Vi  —  fftV—  ftV  +cotge0?ip1V  —  2i  VHS- 
Man  sieht  daher,   dass  man   wohl  auch   die  früher   auf  ganz  andere  Weise 
durch  die  Integration  erhaltenen  Coefficienten  rtJ'  und  ijs'  hätte  berechnen  können 
nach:  ,  , 

Vi  =  \Pt  *-i 

Vi  =  l^i  V  +  IftV  +  i?i  V  —  i<»^eo?iPi  Vi 
womit  eine  theilweise  Controle  der  vorstehenden  Entwicklungen  erlangt  ist ,   da  in 
der  That  in  völliger  Übereinstimmung  mit  1 2)  (pag.  1 86) : 

ijj'  =  +  o"o7 13,  ij/  =  —  o"oo786, 

gefunden  wird.    Für  flj'  und  II3'  erhält  man  weiter: 

Hi  =  *fr'  +  bm'  —  ftV  —  i?iVH     I  , 

Es  ist  somit: 

e'  =  K  +  Vi*i  +  Vi  h1  +  Vsti3)  +  -H2'*1  +  fli't*.     28) 
Um  für  die  Präcession  durch  die  Planeten  ähnliche  Ausdrücke  zu  erhalten,  bemerke 
man  (Figur  II  pag.  188),  dass  der  Bogen  GYi  dieselbe  für  die  Zwischenzeit  (5  —  U 
=  t  vorstellt,  wenn  man  die  zur  Zeit  f.,   stattfindende  Ekliptik  als  feste  Ausgangs- 
ebene wählt ;  nun  ist  aber : 

Gri  =  YiB-QH1  29) 
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Der  Bogen  GH  ißt  aber  sofort  durch  a  (vergl.  Gleichung  o)  pag.  160)  bestimmt, 
wenn  man  in  den  diesbezüglichen  Formeln  statt  t  überall  i,  setzt ,  für  xp  und  Je 
dagegen  die  durch  22)  (pag.  189)  bestimmten  Werthe  tfa  und  Je^:.  der  Bogen  "f^M 
ist  aber,  wenn  man  als  feste  Ekliptik  jene  der  Hauptepoche  18500  wählt,  die  für 
die  Zeit  t2  geltende  Präcession  durch  die  Planeten,  welche  demnach  gefunden  wird, 
wenn  man  in  den  Formeln  9)  (pag.  160J  statt  t,  ip  und  äe.  die  Werthe  fe,  ifa  und  Jet 
schreibt.    Setzt  man  abkürzend: 

*'-&  »'-ift-S?»«.   r=|^--S?U''-fti!v     I 

sm  ea  Hin  v0  am  bq  f  Bin  e„  un  ^,  |  ^        ^ 

so  findet  sich  zunächst  der  Ausdruck  für  die  Präcession  durch  die  Planeten  a  be- 
stimmt durch: 

«  =  *'  [h-ti)  +  rt  [tf— *U  +*■'  (V— 41  +  i&-(Vfc  +  VMH-W  - 
-  Sjft  1»'  **a  l*  -  *)  +  r  'J  tv-  4a)  -  j£^  W  (4  -  4) . 

der  nach  Potenzen  entwickelt,  die  Gestalt: 

a  =  At'%  +  A2'x*  4-  J,V,  31! 

annimmt;  die  -4  -Symbole  haben  mit  Rücksicht  auf  die  dritte  Gleichung  in  17} 
{pag.  187)  die  folgende  Bedeutung: 


Die  Gleichungen  1a)  (pag.  124)  werden  für  die  folgenden  Untersuchungen 
mit  V ortheil  auf  eine  Form  gebracht  werden  können,  die  ebenfalls  die  Ausgangs- 
epoche  für  die  Zeitzählung  willkürlich  läset.  Zuvörderst  sollen  aber  für  die  Winkel 
(n)  und  (JIi  die  nach  den  Potenzen  von  t  entwickelten  Ausdrücke  ermittelt  werden ; 
stellt  man  sich  vor,  diese  Entwicklung  sei  geleistet,  so  hat  man  offenbar  für  diese 
Grösse  die  folgenden  Formen: 

(«)  t=  «,<  +  •,<!  +  «,|>   +•■      1 

zu  erwarten.    Bedenkt  man,    dass   innerhalb   der   vorgesetzten  Genauigkeitsgraden 
gesetzt  werden  darf: 

tgi»  =  s,t  4-  HP  +  [*t  +  W  | 

sin(n)  =sin7/0  4- 5,  cos H0(  4- (Äj cos  no  —  iÄ,i sin  f/J*1   >    34) 
cos  (17}  =coeJIu  —  8,amllat  —  [fy sin  /!„  +  J.-Vcos  /*„)  t1, 1 
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so  ergibt  die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  ia]  (pag.  124)  durch 
Gleichsetzen  der  zu  denselben  Potenzen  von  t  gehörenden  Ccefficienten  zunächst: 

pi^s,  sin  no 

p^  =  Sj  sin  7T0  +  s,  iS|  cos  JI0 

ft  =  fei  +  W  —  i*i  «l^«n  J^,  +  faß,  +  *,S,)cosJI0 

y,  =  js,  cob  J70 

ya  =  *s  cos  J70  —  *,  S{  Bin  JZ0 

ft  =  (*»  +  i«is  —  lf,^008  Ji;—  M  +  »,ÄyBinJI0; 

aus  denen  folgt: 

«g1o=f,  «I  =  »>,»  +  »,'  | 

s,Ä|  sj^cosJI,, —  j2saxll0,  *i  ==p2sin  JTo-f-ftC0sJIo  1  3°*) 

«i^i=P3eoBn0  —  jjsinJl,,  — «jS,,     «s  =/>, sin  J70  +  ^oosH^-f-  ^*,Ä,2 — i*i3J 

Die  numerische  Bestimmung  lässt  finden : 

Ho  =  »73°  o'l*",         «i  =  +  47"95i     j 

j^  =  +  o"n,  83  =  —  o"oooi4.  | 

Man  könnte  leicht  in  den  Ausdrücken  36a)  alle  Coefncienten  von  den  verschiedenen 
q  und  p  Grössen  allein  abhängig  machen,  doch  gestaltet  sich  die  Rechnung  nach 
den  Formeln  36a),  in  welchen  die  Resultate  in  recurrenter  Weise  erhalten  werden, 
wesentlich  einfacher. 

Bezeichnet  man  in  dem  sphärischen  Dreiecke  JKL  (Figur  II  pag.  188}  den 
Winkel  bei  L  mit  (je),,  bei  K  mit  180  —  (je)j  und  bei  /  mit  it,  ferner  die  diesen 
Winkeln  gegenüberliegenden  Seiten  beziehungsweise  mit  y,  ß  und  (JT)j  —  (JZ), ,  so 
ergeben  die  Napier'schen  Gleichungen  auf  das  vorliegende  Dreieck  angewandt: 

■HWi+Wit. 


tgiP  +  r)  = 


fa|fl«h-Wrf 


«ton*  -  ™ 


%W~  7) 


-y)^^» 


»*{(*)! 


"-^rJtgMMi-MJ. 


37: 


38} 


in  welchen  offenbar  mit  Rücksicht  auf  33}  (pag.   191)  geschrieben  werden  kann: 

(je),  =SiU  -t-aj^  +  WH | 

frh  =  *ih +  *>#  +  %&+•■ 
(7T)i  =  JI0  +^(,  +  $,<,*+•■ 
(JI)j=iT0  +  $,^  +  $%*+■■■  I 

Da  der  Bogen  (JI)j  —  (71),  innerhalb  der  gesetzten  Genauigkeitsgrenzen  nur  bis  auf 
Glieder  zweiter  Ordnung  inclusive  genau  gefunden  werden  kann ,  so  wird  man  für 
die  Bögen  ß  und  y  keiner  grösseren  Annäherung  bedürfen,  daher  setzen  können. 

c  +  ')  =  S~(ä«n)i-™ 
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T((n),-(n),}.  ( 


'-(»l!- 

Führt  man  nun  in  diesen  Relationen  die  Werthe  nach  38}  (pag.  192)  ein 
früher  tj  —  t,  =  r  und  entwickelt  nach  Potenzen  von  t,  so  findet  sich : 

?  —  £,■,+(>«  -   JS,)I,>  +  (S,  +(3«,-  J*,)(,}'  +  *2'! 
/  =  *|  t,  +  (1&,  -  *S,)V  +  fS,  -  *S,)t, ,. 

Bezeichnet  man  mit  II  den  aufsteigenden  Knoten  der  beweglichen  Ekliptik  in  der 
fixen  zur  Zeit  t\,   so  ist  offenbar  der  Bogen  J'Yi  bestimmt  durch: 

jyi=ylL  —  JL=  i&o°  —  n;  41) 

hierbei  ist  JL  mit  (t   identisch,    während  "ftL  den  Bogen  b   (vgl.    Gleichung  ioj 

pag.  160)  zur  Zeit  2.  darstellt,  wenn  in  diesen  Formeln  statt  ty  und  Je   die  durch 

die  Gleichungen  23)   (pag.  189)  bestimmten  Bogen  t//t  und  JsK  eingeführt  werden: 

man  erhält  sonach: 

11=  180°  —  b  +  (t;  42) 

da  aber  nach  2)    (pag.  158),  wenn  man  die  Nutatimi,   wie  es  hier  vorausgesetzt  ist, 

totmsst-  ffl.-.ao-fiu,-», 

ist,  so  kann  wohl  auch  geschrieben  werden: 

1=TO +  W1+1»; 

durch  Einsetzen   der   ersten  Formeln  in  17)   [pag.  187)  una  40)    (pag.  193)  wird  für 

JT  die  Form: 

Jl=(n„  +  2j  +  2,r  +  j,«',  43) 

erhalten,  in  welcher: 

4,-11,  +  2S,)t,  +lh  +  3«.  -  J*,)«,1  | 
S,—S,+  Ü8,  -  JS,)«,  44) 

*-*',  I 

bedeuten,  und  womit  fiir  JI  der  für  jede  beliebige  Ausgangsepoche  t",  geltende  Aus- 
druck aufgestellt  erscheint.     . 

Die  Kenntnis  des  Winkels  it  wird  ebenfalls  leicht  mit  Hilfe  der  Napier'- 
schen  Gleichungen  aus  demselben  sphärischen  Dreiecke  JKL  (Figur  II  pag.  188) 
erhalten  werden ;  es  findet  sich  nämlich  leicht : 

Will'  man  hier  die  Entwicklung  bis  auf  Glieder  dritter  Ordnung  inclusive  treiben, 
so  wird  man,  da  die  Tangenten  selbst  erster  Ordnung  sind,  in  den  Cosinus  nur  die 
Glieder  zweiter  Ordnung  mitnehmen  müssen  und  zu  setzen  haben : 

coe4(j-  —  ß)  =  1  — i-Sk*«*,    <*x>${y  +  ß)=  1  —\S^{2tt  +*)*• 

Oppolisi,    H  ahn  but,  im  rann  gen.    I-    'i  ■  Auflag'-.  25 


Jn:i. 
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andrerseits  hätte  man  für  den  Übergang  von  den  Tangenten  auf  die  Bogen  die 
diesbezüglichen  Glieder  dritter  Ordnung  mitzunehmen,  da  aber  die  Entwicklung  des 
Bruches  die  Einheit  als  Anfangsglied  enthält,  so  ist  es  klar,  dass  diese  beiden 
Glieder  dritter  Ordnung  rechts  und  links  vom  Gleichheitszeichen  gleich  werden  und 
sich  gegenseitig  aufheben ;  man  kann  daher  auch,  ohne  die  gesetzten  Genauigkeits- 
grenzen zu  verletzen,  schreiben : 

»-.-£.*(.*,,'+  ...  «*).-(").)■  45) 

Die  Substitution  der  Werthe  (ttJi  und  (tf),  aus  38)  (pag.  192)  ergibt  für  n  einen  nach 
Potenzen  von  %  geordneten  Ausdruck  von  der  Gestalt : 

it  =  öj  %  4-  a2  t3  +  o-,  t?  +  -  -  ■  ■ ,  46) 

in  welchem  Ausdrucke  nun  zu  setzen  ist: 

<*i  =  *3+  (3*3  +  HW  [  47) 

as=sa.  } 

Man  kann  nun  auch  die  allgemein  giltigen  Ausdrücke  für  tgrcstnJT  und  tg  n  cos  II 
aufstellen  und  sich  hierzu  der  Relationen  35)  (pag.  192)  sofort  bedienen,  wenn  man 
nur  in  diesen  einsetzt : 

statt  no  den  Wcrth :  IJQ  +  S„  =  H„  +  ;i,  +  iS,)  (,  4-  (ij  +  3$,  —  -■ ' St)  i,8 

>.    S,     „        ,.       2,  =5,  +[j$  _!!$)* 

„    ^    ...        „       ^  =  $ 

.,  *i    „      „     o,         =  «,  +  2«^  +  üh  +  liiSiW 

„    »i     ,,        „       at  =H+  (3«j  +  i*iVK 

dann  erhält  man  in  Rücksicht  auf  die  die  Schreibweise  vereinfachenden  Relationen  35) 
(pag.  192)  sofort: 

tg7rsinJT=  [p,  +{2^  +  5,*,  cosJT0J/,  +{3^  —  sinJI>,*  +  ",!,£,  +4*,V)  + 

-r-cos/I,,^*,  +s,Aa)}i15]z  + 

+  [ft  +  (3Ps  —  sin/^(*,>+  s,A,  £,)  +  cosJIuMi)M  f>+A*° 

tg*co8JZ=[?l  +{2?i  —  «j^Binny*,  +{3?,  —  cosJTutV  +  2S1A,,S1 +i*i  V)  — 

—  sinJIu(2Sji|  H~ *i ia)) *i *J  t H- 

+  [?J  +{3fci  —  cos/ro(*|3  +  Ä1i1S1)_8mJI0*il,}'i]*a  +  ?^3- 

Es  wird  nun  ganz  leicht  sein ,  auch  den  Ausdruck  der  allgemeinen  Procession  für 
die  willkürliche  Anfangsepoche  t,  aufzustellen.  In  der  Figur  II  (pag.  188)  ist  der 
Construction  nach  Y\  J  =  ft  J>  somit  die  allgemeine  Präcession  l  für  die  Zeit  1 
dargestellt  durch: 

i  =  A  Ys  =  Yi/-  T^=  Yii  -  Y2^-  0*— y). 

Nun  sind  die  Bogen  yxL  und  Yi*"  d'e  fur  die  Zeiten  t,  und  tt  geltenden  Werthe 


48) 
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von  b  (vergl.  10)  pag.  160),  bezeichnet  man  daher  die  Summen  Ä,  -\ ■  b?.  +  ö3  für 
die  entere  Zeit  mit  B, ,  für  die  letztere  mit  Bj,  ao  ist  offenbar : 

/  =  I8o°  —  (/Z),  +  V,  +  -Bi  —  {180  —  {IIÜ  4-  ifc  4-  5S}  -  f/f— y) , 
oder  auch: 

'  =  {Hh  -  [HU  —  [tfti  -  tfc)  +  B,  -  Bt  -  iß-r).  ' 

Der  Bogen :  (Ufo  —  (71),  —  ß  +  y  lässt  sich  aber  leicht  bis  auf  Grössen  dritter  Ord 
nung  inclusive  richtig  angeben ;  die  zweite  Gleichung  in  37)  {pag.  192}  nämlich 
laset  sich,  da  die  Entwicklung  des  die  Cosinusfunctionen  enthaltenden  Factors  mit 
der  Einheit  als  Anfangsglied  beginnt,  innerhalb  der  gesetzten  Genauigkeitsgrenzen 
schreiben: 

U  —  vi  —  "»»Wt  +  Wi* 

lp        'J  —  «■*([»)■ -Mi) 
man  hat  sonach: 


{(17),  -  (JI),) 


;  =  *,  +  B,  -  («,  +  /y  +  {(/!),  -  (/!),}  {1 


°°«tIWi  +  Will 


wofiir  aber  mit  Rücksicht  auf  2)  (pag.  158)  und  38)  (pag.  192)  auch  geschrieben 
werden  darf: 

I  =  »i<i  +  W  +  J.V-  (Mi  +  Mi'  +  Mi'l  +  !((«).  -  TO  Mi  Mi. 

oder  nach  Potenzen  von  T  entwickelt: 

l=L,t  +  L,t'  +  L,,',      ■  49) 

wobei  zu  setzen  ist: 

£,  =  1,  +  2*,(|  +  (3*s+l«i'S|)<i!   I 

L,  =  h  +  hh+  W%)  <i  }  50) 

Hiermit  erscheint  die  Entwicklung  jener  Hilfsgrössen  beendet,  die  bei  Berechnungen, 
denen  die  Ekliptik  als  Fundamentalebeue  zu  Grunde  gelegt  wird,  von  Wichtigkeit 
Bind ;  es  sollen  aber  noch  einige  Entwicklungen  vorgenommen  werden,  welche  ana- 
loge Hilfsgrössen  für  den  Äquator  ergeben.  Hierbei  kommt  das  sphärische  Drei- 
eck yAc  (Figur  I  pag.  125)  in  Betracht.    Bezeichnet  man 


die  Seite :  Y^  mit :  P  =  9°°  ~  P- 

den  Winkel:  ycA  mit:  e0'     +  Je, 

11          c-^     ii      Q  =  90"  —  2> 

,,            cYA    „      1800  —  ea', 

Y<>    »    ?, 

YAe    ,,      n, 

von  welchen  Bezeichnungen  sich  die  der  beiden  ersten  Seiten  aus  dem  Umstände  er- 
klärt, dass  die  Bogen  P  und  Q  vermöge  der  nahe  parallelen  Fortschiebung  des  Äquators 
auf  der  Ekliptik  nahezu  den  Werth  eines  rechten  Winkels  erhalten,  sonach  die  Dogen 
p  und  q  kleine  Grössen  werden,  so  ist  l  die  lunisolare  Präcession,  deren  Ausdruck 
die  Gleichung  24)  (pag.  189]  ergibt,  e0'  die  lunisolare  Schiefe  (vergl.  Gleichung  28) 
■  pag.  1 90)  zur  Zeit  der  beliebig  zu  wählenden  Ausgangsepoche  ^ ,  Je  das  Incremen  t 
der  letzteren  in  der  Zeit  (<j  —  ^)  —  =  r.    Bei  A  ist  der  aufsteigende  Knoten  des  be- 
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weglichen  Äquators  in  Bezug  auf  den  fixen ,    «  ist  die  gegenseitige  Neigung ;   man 
wird  daher  wie  oben  zu  setzen  haben : 

r  =  v«  +  u*'  +  v*'  i    :   . 

«'  =  «„'     +B,\>  +  H,,t».i        5'' 
Die  Napier'schen  Gleichungen  auf  das  oben   erwähnte  sphärische  Dreieck   ange- 
wandt  ergeten:  , 

tgl(f-?)-°"^y'tgtf-) 

Für  die  erstere  Gleichung  ist  wegen  des  im  Nenner  erscheinenden  Factors  tg  J  t  mit 
Hilfe  der  vorhandenen  (,'oefficienten  eine  Entwicklung  nur  bis  auf  Grössen  zweiter 
Ordnung  inclusive  genau  möglich,  während  die  zweite  Gleichung  die  Bestimmung 
bis  auf  Grossen  dritter  Ordnung  inclusive  gestattet ;  für  die  folgenden  Entwicklungen 
wird  diese  Genauigkeit  auch  nqthig  sein.  Denkt  man  sich  in  der  Zeichnung  (Fig.  I, 
pag.  125)  den  Bogen  A"<f  auf  den  Bogen  AAt  von  A  aus  aufgetragen,  so  wird  der 
Endpunkt  etwa  bei  g  liegen,  es  ist  demnach ; 
YA=  gA. 
Der  Bogen  y^{\  spielt  demnach  im  Äquator  eine  ähnliche  Rolle  wie  die 
allgemeine  Präcession  in  der  Ekliptik  und  wird  deshalb  die  allgemeine  Präcesaion 
im  Äquator  genannt.  Dieser  Bogen,  der  durch  m  bezeichnet  werden  soll,  wird  sich 
leicht  bestimmen  lassen,  denn  es  ist,  wenn  man  bedenkt,  dass  v"{\  die  Präcession 
durch  die  Planeten  a  ist,  offenbar  der  Construction  nach: 

m  =  Q  —  P—  a  =pTq  —  a.  53) 

Wie  man  sieht ,    werden  bei  der  Bestimmung  von  p  —  </  in  der  That  die  Glieder 
dritter  Ordnung  nothig.    Den  Winkel  n  wird  man  leicht  mit  Hilfe  der  Relation : 

sin  n  =  — -{p — -  »m  *  =    f^- sin  f ,        54a) 

oder  auch  nach: 

i»».-tfh,'+*A)£{*fg,  54b) 

finden  können.    Entwickelt  man  nun  die  Ausdrücke  52),   53)  und  54)  nach  steigen- 
den Potenzen  von  r,  so  findet  sich  mit  Rücksieht  auf  31)  (pag.  191): 


P  +  ?  -  -  777^1-  *  + 


«W-»W, 


Zi'siiis,,'       t  27* 

p  —  q  =  amtfJLi't  +  co8£0'l^'r3+  (cose0'.ZV —  %&inea'  Ht'  Lt'  + 
+  ^icosf0'sine0'*i,'»}  rs, 
«  =  Bmea'  Li't  +  sin  e0' ij' t' +  {sin£u'£3'+  \cobe0'  B^  Lt'  + 

m  =  {cose0'L)' —  A,')  »  +  {cose0'Zj' —  _^3'}  x1  -+-  {coa  «„'.£*' —         1 
—  ^sinto'Ät'A'  +  T%eose0'sinc0'SA's—  -V}*5- 


55) 
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Bei  der  numerischen  Rechnung  hat  man  wohl  zu  beachten,  dase  für  c,,'  nach  28) 

(pag.  190}  zu  setzen  ist: 

eo'=  «0  + 1)1*1  +  *?2^a  -H  Va  *ia: 

es  wird  dahet  anzunehmen  sein : 

cob«0'  =  cose0  —  sine0x/i  *,  —  (sineni;3  4-  Jcose0ij|») /,*    j 
sing,,'  =  sine„  +  coas0ifi  i!,  -f-  (cose0i^  —  ^aine,,»; 
ains  '         Kinäl  Bine.    ''  ^  " 


56) 


Die  folgende  Zusammenstellung  enthält  die  Resultate  der  numerischen  Substitution 
in  den  diesbezüglichen  Formeln  gleichzeitig  mit  dem  Hinweis   auf  die   betreffende 
Formel : 
Jveigl.49)  pag-  '95)    '=  {+  5023*572  +  2*2582  J,  +  o"ooo93*,s}t  + 

+  {-r-  1*1291  4-  0*00093  i,}*1  +  0"00032TS. 
jveigl.  20)  pag.  188)    e=  {23°27'3i"83  —  47"594*i  -o"oi43<i3  +  o"oo204/,8)  + 

4-  {—  47"594  —  o"o287  t\  +  0*00612  <,2}x  + 

4- { — o"oi43  4- 0*00612  2,}  r*  4- 0*00204  r3. 
(vergl.  24)  pag.  189]   F  =  {+  $03fo}2  +  o"soo7  4  +  o"ooooi  *,*)r  4- 

+  {—  i"o888  —  o"ooi77(|)ts  — o"ooi74Ts. 
(vergl.  28)  pag.  190)  e'  =  {23°27'3i"83  —  47"594  <i  —  0*0143^  +  0*00204 /,3}  + 

+  {+  0*0713  —  o"oo936(|)ti  —  0*00786  r*. 
(vergl.  31)  pag.  191)   a  =  {+  i4"°73  —  i"9i7,3*i  —  o"ooo8i  (,*}*  + 

+  { 2"4l84  o"0026l  tt)v3  0"002I2T». 

(▼««gl-  43)  I»g-  193)  n  =  {i73°o'i2"  +  3287*0*1  +  0*87  *,«)  +. 

+  {—  868"3  —  o"26*,}*  +  ü"iirs.    '  5?! 

(vergl.  46)  pag.  194)  /r  =  {4-  47"95'  —  0*0650  tf,  +  o"ooooo*|2}t  + 

4-  { —  0*0325  +  o"ooooodj}x3  —  o"oooi4i3. 

Itg n  sin  II  =  {+  5*841  —  0*7663 *,  +  0*00009 'i1} *  + 
4-  {+  0*1964  4-  0*00069  M*1  —  0*00023  *3- 
tg7tCOsJ7  =  {—  47*594  —  0*0287^   +  O"006l4  (|2}t  + 
+  {+  o"o568  —  0*00316  *,}t3  4-  0*00054  s3. 
Im  =  {+  4606*029  +  2*8393  4  +  o"ooo88 1,  *}  t  + 
+  (+  1*4196  +  o"ooo88 *,}  js  +  0*03657  t3. 
vergi.  55;  pag.  190;  i»  =  {4-  2005*193  —  0*8669*,  —  0*00048  ^Jr  4- 
I     +  { —  0*4334  —  0*00048^}^  —  0*04182  t3. 
\p  =  90°  4-  {—  2303"o  —  i"42  t,)f  —  0*31  **, 

Zu  dieser  Zusammenstellung  wäre  in  Erinnerung  zu  bringen,  dass  (,  die  beliebig 
zu  wählende  Ausgangsepoche  darstellt ,  1  die  seit  jener  verflossene  Zeit ;  t,  und  t 
werden  in  Einheiten  des  julianischen  Jahrhundertes  auszudrücken  sein ,  und  zwar 
wird  l-i   von  der  Ausgangsepoche  1850-0  gezählt. 


dby  Google 


B.  Präcession. 

Die  sacularen  Änderungen  der  Fundamentalebenen  und  die  durch  dieselben 
veranlassten  Präccssionserscheinungen  lassen  sich,  wie  dies  die  vorstehenden  Ent- 
wicklungen zeigen,  durch  die  Form: 

p'  =at  +  bP  +  cts  +     • 

darstellen,  d.  h.  nach  steigenden  Potenzen  der  Zeit  entwickeln.  Bei  den  Unter- 
suchungen des  vorangehenden  Kapitels  wurde  als  Zeiteinheit  das  julianische  Jahr- 
hundert gewählt,  es  erweist  sich  aber  für  die  Rechnung  der  Präcession  als  vor- 
teilhafter, das  tropische  Jahr  als  Einheit  einzuführen.  Der  Anfang  des  tropischen 
Jahres  wird  nach  B  e  8  s  e  1 '  s  Vorgange  mit  dem  Augenblicke  zusammenfallend  ge- 
dacht, in  welchem  dte  mittlere  Länge  der  Sonne  mehr  dem  constanten  Theile  der  Aber- 
ration ( —  2o"48)  den  Werth  280",  gezählt  vom  zugehörigen  mittleren  Äquinoctium, 
annimmt.  Die  in  den  Ephemeriden  enthaltenen  Reductionsgrossen  zur  Übertragung 
vom  mittleren  Äquinoctium  des  Jahresanfanges  auf  das  scheinbare  gelten  für  den 
eben  definirten  Jahresanfang  {dies  reduetus).  Es  wird  sich  daher  die  Aufgabe 
stellen ,  die  Relation  zwischen  dem  julianischen  Jahr  /  und  dem  tropischen  zu  er- 
mitteln. Für  die  mittlere  tropische  Länge  der  Sonne,  die  mit  U  bezeichnet  werden 
soll  und  bis  auf  den  constanten  Theil  der  Aberration  mit  dem  Symbole  g'  -\-  w'  +  8 
des  vorangehenden  Abschnittes  identisch  wird,  hat  man  nach  Le-Verrier's 
Sonnentafeln  mit  Benützung  der  oben  (vergl.  Gleichung  10)  pag.  186)  angegebenen 
Präcessionswerthe  anzunehmen : 

L'  =  28o°46F43"5i  +  1 2<)6o2j"(>jfS$j  +  o"oooi  107a J1  +  o"ooo  000  000  32./*,    ia) 
wofür  in  den  folgenden  Entwicklungen  gesetzt  werden  soll: 

L'  =  Of,  +  <hJ  +  <hJ*  +  0%j*-  'b) 

In  diesem  Ausdrucke  stellt,;'  die  seit  der  Epoche  1850  Januar  i-o  mittlere 
Pariser  Zeit  verflossene  Zeit  in  Einheiten  des  julianischen  Jahres  dar.  Um  nun 
diejenigen  Werthe  von  j  zu  finden,  welche  die  Eigenschaft  haben,  L'  =  2800  zu 
machen  und  daher  auch  die  Zeitmomente  des  Anfanges  des  tropischen  Jahres  nach 
der  obigen  Definition  anzugeben,  soll  das  folgende  Verfahren  eingeschlagen  werden. 
Es  sei  J0  ein  Werth,  welcher  der  Gleichung : 

«o  +  a\Jo  —  *  ■  3°°°  —  a8o°.  2) 

genügt,  hierbei  soll  x  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  die  Null  mit  einge- 
schlossen, darstellen.  JQ  würde  nur  dann  dem  Werthe  von/  streng  entsprechen, 
wenn  die  Änderung  von  U  durchaus  linear  wäre,  thatsächlich  ist  der  Fehler  dieser 
letzteren  Voraussetzung  sehr  gering  und  setzt  man : 

Ja  +  <-/,  3) 
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so  wiid  i  innerhalb  der  in  Betracht  kommenden  Zeiträume  stets  als  eine  sehr  kleine 
Grösse  zu  betrachten   sein.     Die  Substitution  des  Wcrth.es  j)  in  ib)  ergibt  für  die 

Bedingung  des  Jahresanfanges : 

«o  +  «1  (/„  +  4  +  «I  Po  +  *)'  +  <h  [Jo  +  lj"  —  *  •  360°  =  280°.  4) 

Subtrahirt  man  nun  von  dieser  Gleichung  die  Gleichung  2)  und  setzt  in  beiden 
Fällen  denselben  Werth  von  x  voraus,  was  durch  die  Annahme  über  die  Kleinheit 
von  i  gerechtfertigt  erscheint,  so  erhält  man  einen  Ausdruck  von  der  Gestalt : 

t  =  m,  +  rr^i1  +  m,t>,  5) 

in  welchem  zu  setzen  ist' 

__  agJ"»'  +  "3'V  m,  =  —  —  J  — ^B-  - 


—  «3  = 


«1  +  *<hJ0  +  J^sJo1' 

Denkt  man  sich  nun  i  nach  steigenden  Potenzen  von  Ja  entwickelt,  und 
bleibt  bei  der  dritten  Potenz  inclusive  stehen ,  so  ist  1,  wie  dies  der  Ausdruck  tnx 
in  6)  lehrt,  sofort  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  /„,  man  kann  daher  in  5)  schon 
das  zweite  Glied  als  vierter  Ordnung  weglassen  und  erhält  sonach : 

<-- >— j-v+l'13' -;}'.■+■•■     7) 

Die  Zeit  T,  zu  welcher  das  Argument  V  den  Werth  280°  erreicht,  ist  daher  be- 
stimmt durch : 

T  =  JD  +  i  =  **  x  +  "t0'>  ~  «■  -  3 1  a«  +  f  2  (3) '  -  g j  / »  +  •  ■ ;       8) 

hierbei  ist  für  die  erste  Potenz  von  /„  der  Werth  nach  2)  (pag.  198)  eingesetzt; 
benützt  man  denselben  zur  Eliminirung  von  Jt'*  und  Jf?  und  setzt  abkürzend: 

«„  =  !!5^zs  , 4,  — «. (■  +  «„«*  +  «„'«•,) 365« 

1  so  6000"  ,  ,  -     ,      , 

o,  =  _*_. —    ,  4  =  k,  (1  +  2o0«a  +  3"o,a.i)  36525 

ffl  "^  *~  5        '  -*>  =  ""*("*  +  ia°ad  3Ö5'25 
a,  =2^)  —3,  ^  =  a,s0ä  •  365-25, 

bo  erhält  man  die  Bestimmung  der  Zeit  T,  zu  welcher  das  Argument  L'  der  Null 
gleich  wird ,  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  gezählt  von  der  Ausgangs- 
epoche  1850  Januar  1-0  mittlere  Pariser  Zeit  durch: 

T=A0  +  A,x  +  A3x*  +  Ajfi  +  .  ■  - ,  10a) 

in  diesem  Ausdrucke  stellt  x  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  die 
Null  mit  eingeschlossen,  dar;  x  bezeichnet  auch  die  seit  dem  tropischen  Jahresanfänge 
des  Jahres  1850  verflossenen  tropischen  Jahre  und  wird  in  dieser  Deutung  jeden 
beliebigen  Zahlenwerth  annehmen  dürfen. 
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Die  numerische  Substitution  ergibt: 

T=  —  0790093  +  365-2421996«  —  o-ooo  000  oitzojc1  —  I 

1  i    IOD) 

—  0000  000  000  000  090  ir;  J 

für  das  erste  Glied  wird  man,  als  Ausgangspunkt  der  Zählung  den  ersten  Januar 
1850  mittlere  Greenwicher  Zeit  annnehmend,  zu  setzen  haben:  —  0-796586,  hier- 
bei ist  der  Längenunterschied  zwischen  Paris  und  Greenwich  nach  den  neuesten  Be- 
stimmungen 9>n2i*o2  angesetzt  worden;  wenn  man  dagegen  den  Berliner  Meridian 
{Berlin  44mi3I88  Ost  von  Paris)  -als  Normalmeridian  wählt,  hätte  man  für  das  erste 
Glied — o-759  377  anzunehmen. 

Mit  Hilfe  der  Gleichung  10a)  wird  es  nun  nicht  schwer  sein,  die  in  den 
Präcessionsauisdrücken  auftretende  Grösse  t,  welche  als  Einheit  das  julianische  Jahr- 
hundert hat,  durch  das  tropische  Jahr  x  zu  ersetzen;  man  wird  nämlich,  wenn  man 
das  durch  t  angezeigte  Zeitintervall  in  Tagen  ansetzt ,  um  dieser  neuen  Einheit 
(Tag)  entsprechend,  nichts  an  den  Präcessionsausdriicken  zu  ändern,  die  diesbezüg- 
lichen Coefficienten  je  nach  der  Potenz  von  t  mit  36525,  (36525)1  und  (36525J3 
zu  dividiren  haben;  nun  ist  aber  das  Zeitintervall  in  Tagen  ausgedruckt  durch  10a) 
(pag.  199),  man  hat  sonach  in  den  Prä  cessio  na  formein  zu  setzen: 

■■) 

In  denjenigen  Ausdrücken  aber,  für  welche  als  beliebige  Ausgangsepoche  die  Zeit  f, 
gesetzt  wurde  und  in  welchen  die  von  dieser  Epoche  an  gezählte  Zeit  t  =  ^  —  tt 
eingeführt  wird,  treten  die  beiden  Zeitgrössen  tt  und  r  auf;  setzt  man  nun  in  ana- 
loger Weise  für  die  Ausgangäepoche  xx  und  für  das  Zeitintervall  Xj  —  x^  =  |,  so 
wird  man,  um  die  Übertragung  auf  das  tropische  Jahr  zu  bewerkstelligen,  in  den 
obigen  Präcessionsausdriicken  57)  (pag.  197)  zu  setzen  haben: 

Bevor  jedoch  die  Resultate  dieser  Transformation  mitgetheilt  werden ,  soll 
noch  die  häufig  benützte  Relation  des  tropischen  Jahresanfanges  gegen  den  Januar  o 
des  zugehörigen  gregorianischen  Jahres  abgeleitet  werden.  Schreibt  man  die  Jahres- 
zahl des  gregorianischen  Jahres  tg  in  der  Form: 

h  =  (4ff  +  e)  100  +  (4?  +  r) , 

wobei  an  r  die  Bedingung  geknüpft  wird ,  dass  dasselbe  nur  die  Zahlenwerthe 
i ,  2,  3  oder  4  (niemals  Null,  was  in  den  Jahren,  deren  beide  Endziffern  00  sind,  be- 
sonders zu  beachten  ist),  £  aber  nur  die  Werthe  o,  1,  2,  3  annehmen  darf  und 
4j  +  r  das  Jahr  im  Saculum  darstellt ,  so  sind  die  zwischen  dem  Januar  o  des 
Jahres  1850  und  dem  Januar  o  des  Jahres  ttJ  verflossenen  Tage  bestimmt  durch: 

365-25  [tg—  1850)  —  Jr  +  {i4-5  —  W—  ?};  13) 
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das  letzte  in  der  Klammer  eingeschlossene  Glied  ist  für  jedes  Säculum  constant  und 
wird  z.  B.  für  das  gegenwärtige  Jahrhundert  den  Werth  0-5,  von  1901  ab  den  Werth 
—  0-5  annehmen.  Siibtrahirt  man  nun  den  Ausdruck  13)  von  10b),  nachdem  der 
letztere  auf  den  Meridian  von  Greenwich  reducirt  ist,  »etat  x  =  {tg —  1850)  und 
bezeichnet  mit  r  den  Rest  aus  der  Division  der  Jahreszahl  durch  4,  welcher  jedoch 
im  Falle  der  Theilbarkeit  nicht  o  sondern  4  zu  nehmen  ist ,  so  erhält  man  den 
tropischen  Jahresanfang : 


[{+0-20341  —  14-5  +3«  +  p}  —  0-00780043;  —  00312I— 
—  0-0009  I 1   ~H  \r]  Januar  mittlere  Greenwicher  Zeit. 


■4) 


Die  Berechnung  dieses  einfachen  Ausdruckes  kann  umgangen  werden,  indem  man 
von  der  spater  zu  erläuternden  Tafel  X*  Gebrauch  macht ;  dieselbe  gibt  in  der  mit 
Im  überschriebenen  Columne  die  mittlere  Länge  der  Sonne  für  den  Januar  o-o  mitt- 
lere Greenwicher  Zeit,  wenn  jedoch  das  zugehörige  Jahr  ein  Schaltjahr  ist,  für 
Januar  i-o;  dieselbe  ist  in  einem  Masse  verstanden,  dessen  Einheit  ein  Hunderte 
theil  der  Peripherie  ist  und  enthält  nicht  den  constanten  Theil  der  Aberration. 
Mit  Bücksicht  auf  diese  Umstände  wird  demnach  die  Umsetzung  des  Argumentes  I 
in  Tagesbruchtheile  mit  Hilfe  der  folgenden  Tafel  vorgenommen  werden  können 
und  Resultate  liefern ,  deren  Fehler  höchstens  wenige  Einheiten  der  dritten  Deci- 
male  des  Tages  betragen  können,  was  eine  für  die  vorliegenden  Zwecke  genügende 
Genauigkeit  ist. 

Januar  mittlere  Greenwicher  Zeit 


p.p. 


Argument.  I 

77'4 


gemeines  Jahr 
+  l-386_ 
■4-  1-020 
+  0655  _ 
+  0290 

—  0075 

—  0441  _ 

—  0-806 

—  1171 _ 

—  I-53» 


-  366 
~-j6S 

-36J 
"-J6S 
5 -166 


Schaltjahr 
+  2-386 
+  2020 
+  1-655 

I-2QO 

>025 
>559 


+ 
+  0 
+  0- 


—  o 


366 

-36! 
!*! 
366 


!6S 


J 

365 

366 

36-5 

366 

2 

73 -o 

73-2 

3 

109-5 

109-8 

4 

146-0 

146-4 

5 

t82-5 

183-0 

6 

219-0 

2196 

7 

255-5 

2562 

8 

292-0 

292-8 

9 

3^8-5 

329-4 

Es  sei  z.  B.  der  tropische  Jahresanfang  zu  suchen  für: 

[616 
Tafel  Xi.  8  77-909  77 

-o-559  —  c 


•441 


-  0-032-8 
Jahresanfang:  Januar  +  0-526 
die  Formel  14)  gibt :    +  0-527 


—  0-109-5 

—  0-018-2 
Januar  —  0-569 

—  0-569. 
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Ersetzt  man  nun  in  den  Formeln  57)  (pag.  197)  (,  und  %  nach  den  Formeln  12) 
(pag.  200),  und  schreibt  dann  statt  x  das  Symbol  t„  —  1850,  statt  £  aber  tt  —  /„, 
so  erhält  man  die  folgenden  Ausdrücke,  in  denen  also  ta — 1850  die  seit  dem  tro- 
pischen Jahresanfang  1850  verflossenen  tropischen  Jahre  darstellt  und  la  daher  die 
gewählte  Ausgangsepoche  bezeichnet ,  während  t,  —  ta  die  seit  letzterer  verflossenen 
tropischen  Jahre  ausdrückt.  Zur  Vermeidung  einer  übrigens  nicht  wahrscheinlichen 
Verwechslung  sei  noch  bemerkt,  dass  das  hier  gebrauchte  t,  mit  jenem  des  voran- 
gehenden Capitels  nicht  identisch  ist. 

/  =  {+  5o"23465  +  o"oo02  2580  {ta  —  1850)  + 
+  o"oooo  0000  093  &,—  1850)»}  ft  — /J  + 
4-  {+  o"oooi  1290  +  o"oooo  0000  093  (t„  —  1850)}  ((,  —  y + 
4-  o"oooo  0000  032  {t{  —  y , 
e  =  23°27'3'"83— o"47593(/„—  1850)  — o"oooo  0143  (^0— 1850',*  + 
4-  o"oooo  0000  204  [ta  —  1 850) 3  4- 
-f-  { —  0*47593  —  o"ooooo287  [t0  —  1850)  4~ 

4-  o"oooo  0000  612  (t0  —  1850)1}  [tt —  ta)  + 
+  { —  o"oooo  0143  4-  o"ooco  cooo  612  [t0  —  1850)}  ((,  —  y  4- 
4-  o"oooo  0000  204  ((,  —  ta) 3, 
r  =  {+  5o"30924  +  o"oooo  5006  (/0  —  1850)  + 
4-  o"oooo  0000  001  [tQ  —  1850)2}  ((,  —  Q  + 
4-  {—  o"oooi  0888  —  o"oooo  0000  177  [ta  —  1850)}  {t,  —  y  — 

—  o"oooooooo  174  (t,  —  y* , 
t'  ==  23°27'3i"83~o"47593  &,— 1850)  —  o"oooooi43  [t0—  i85o)14- 

4-  o"oooooooo  204  \ta  —  i85o)3  + 
4-  {+  o"ooooo7i3  —  o"oooo  0000  936  [t0  —  1850)}  (<j  —  y — 

—  o"oooooooo  786  (tt  5—  y , 
a  =  {4-  o"i4Ö73  —  o"oooi  9172  (^  —  1850)  — 

—  o"oooo  0000  081  ((0 —  1850)  *}  {<(  —  t0)  4- 

4"  { —  0"0002  4183  —  o"oOOO  OOOO  26l  {t0 —  1850)}  {(1  —  y  — 

—  0"COOO  OOOO  212  (ti  —  y  , 

11=  i73°o'  I2"4-  32*869  (/„  —  1850)  4-  o"oooo87  ((„  —  i85o)a4- 
4-{—  8"683— o"oooo26(*„—  1850)}  (*,  —  üj  4-or'ooooii(*l  —  y, 

n  —  {+  on47950  —  o"oooo  0650  (^  —  1850)  4- 
4-o"ooooooooooo(i0— i85o)J}{*,  — ÜJ  4- 
4-  {— *  o"oooo  0325  4-  o"oooo  ocoo  000  (^  —  1850)}  [t\  —  <01  *  — 

—  o"oooo  OOOO  Ol  4  (*i  —  („) ' , 
tang7ismJ7=  {4-  o"o584i  —  o"oooo  7663  [ta  —  1850)  4- 

4-  o"0000  OOOO  OO9  [ta —  1850)*}  [tj  —  0  + 

4-  {o"oooo  1964  4-  o"oooo 0000 069  (t0 —  1850)},  (i,  —  y  — 

—  o"oooo 0000 023  (^ y  , 
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tangnrco«J7=  {—  o"475$3  —  o"ooooo287  fe,  —  1850)  4- 

+  o"oooo  0000  6i4(i0 —  1850)1}  [ti  —  Q  4- 
+  {-|-  o"ooooos68  —  o"oooooooo  316  [ta  —  18501)  ((,  —  Q*  4- 
4-  o"oooo  0000  054  fo  —  t„)3, 
m  =  (4-  46"o593i  +  0*0002  8391  (tf0  —  1850)  4- 
4-  o"oooo  0000  088  ((„ —  1850)1}  (t,  —  t o)  + 
4-  {4-o"oooi  4195  4-  o"oooo  0000  088  (ta  —  1850)}  [t,  —  ^  *  + 
4-o"ooooooo3  657  [t,  —  t0)*, 
n  =  {4-  2o"osi5o  —  o"oooo  8669  (*„  —  1850)  — 

—  o'oooo  0000048  (ta  —  1850)2)  [t,  —  t0)  4- 
+■  { —  o"oooo4334  —  o"oooo  0000  048  ((!„ —  1850)}  (t,  —  t^  — 

—  o"oooo  0004  182  (f,  — *„)s, 
P=  go°  4-  {—  23*030  —  o"ooo  142  %  —  1850}}  [t,  —  t0) 

—  o"ooo  031  {t\  —  ta)2. 

Durch  die  eben  gegebenen  Werthe  wird  es  möglich  sein,  den  Einfluss  der 
säcularen  Änderungen  der  Fundamentalebenen  auf  die  Bahnlage  und  auf  den  Ort 
der  Gestirne  zu  bestimmen.  Es  sei  in 
Fig.  III  ganz  die  in  Fig.  I  (pag.  125}  ge- 
wählte Bezeichnung  beibehalten  und  der 
neu  hinzugekommene  Bogen  BB'  stelle  ein 
Stück  des  grössten  Kreises  vor,  den  die 
vorgelegte  Bahnebene  im  Durchschnitte 
mit  der  Himmelskugel  bildet.  Bei  Q0  und 
0,  sind  beziehungsweise  die  aufsteigenden 
Knoten  in  der  zur  Zeit  ta  und  i,  statt- 
findenden Ekliptik;  die  Winkel  EaÜDB 
und  E1Q1B  sind  die  zugehörigen  Neigun- 
gen t0  und  i|.  Die  Neigungen  werden 
hierbei  nach  der  pag.  7  und  8  auseinander- 
gesetzten Gauss'schen  Zählweise  zu  nehmen  sein,  und  es  wird  auf  die  sonst 
noch  übliche  sehr  unzweckmässige  Unterscheidung  von  directer  und  -  retrograder 
Bewegung  keine  Rücksicht  genommen.    Der  Bogen : 


Fig.  III. 


a„Hi 


■■  db>   ■• 


:   W,   - 


stellt  die  Änderung  des  Äbstandes  des  Perihels  vom  Knoten  dar,  so  weit  diese  von 
der  Präcession  abhängig  ist.  Bezeichnet  man  die  anologen  Grössen  für  den  Äquator 
durch  Accente ,  so  hat  man  für  die  Ekliptik  und  den  Äquator  beziehungsweise  die 
beiden  sphärischen  Dreiecke : 

ao£Q,     und     Q0'^Q,', 
zu  betrachten;    es  sind  in  denselben  für: 
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die  Ekliptik: 
Seiten  Winkel 


den  Äquator: 
Seiten  Winkel 


Q0+i8o°  —  n             i8o°— »,  P  —  ao'                      iy' 

a,  +  i8o°— JTI— /          *0  P  —  Qi'+m            i8o°— 10' 

diu                            n  Jia'                          n. 

Die  Napier'schen  Gleichungen,   auf  dos  eretere  sphärische  Dreieck  angewendet, 

führen  zu  den  folgenden  Relationen : 

tgi{B1-ji-/+^»}=   "{j;i';iwa.-iD    | 


<gi(a, 


-n 


«glK  — ü  — - 


inilt'o—  n 


IgifSo- 


»l(a„  —  Qt  +  fl 

während  das  letztere  sphärische  Dreieck  die  Gleichungen : 

tg4{s,'-.P- „-</»'}  =      ™ig±5tgi(Q0'-p, 

■riß'—*/) 


,6) 


«inj  (»0/  - 
.«»itO.'+Oi'- 


«i(Qo' 


£^*i". 


liefert.  Vergleicht  man  diese  sechs  Gleichungen ,  so  sieht  man ,  dass  die  für  die 
Ekliptik  geltenden  Formen  mit  den  für  den  Äquator  sich  ergebenden  identisch  sind ; 
man  kann  sich  deshalb  bei  der  weiteren  Entwicklung  nur  auf  die  Betrachtung  der 
einen  Fundamentalebene  beschranken,  da  man  sofort  die  für  die  Ekliptik  gefundenen 
Ausdrücke  durch  geeignete  Änderung  der  Buchstaben  auf  den  Äquator 
kann;  man  wird  nämlich  bei  dieser  Transformation  zu  setzen  haben: 
statt  0,   :   Q,' 


statt  J111 

Jiä  I 

„     n 

P      \ 

1,     " 

n       1 

1 

m.    J 

Auch   ohne  Ansicht  der  Formeln   ist   dieses  Wechselverhältnis   ersichtlich,   da   die 
hier  gegenübergestellten  Bezeichnungen  Analoga  sind. 

Die  dritte  Gleichung  in  16)  fpag.  204)  gibt  sofort  die  in  der  Neigung  durch 
die  Präcession  bewirkten  Änderungen ,  ist  also  zur  genauen  Berechnung  derselben 
geeignet;  dieser  Vortheil  kommt  aber  den  beiden  ersteren  Gleichungen  in  16)  nicht 
zu ;  es  wird  daher  wünschenswerth  sein,  durch  Anwendung  geeigneter  Reihenent- 
wicklungen bequemere  Formen  herzustellen.  Zu.  diesem  Ende  wird  man  die  oben 
entwickelten  Lagrange'schen  Reihen  (Gleichungen  4),  5)  und  10)  (pag.  29,  30))  in 
Verwendung  ziehen,  bei  der  Transformation  der 


ersten  Gleichung  1 6): 

zweiten  Gleichung  16): 

1  =  4(0,—  JI  —  1  +  Ja) 

*  _  l(a,  —  n—l—Ju) 

,  =  i(a„-ii) 

y  =  lK-JT) 

cosldi+«) 

.i»,K,  +  >.| 

•atll-W 

BinJ(^,--  n) 

■  -  j+t  =  —  li'-fi" 

m  =  cotg^iotg^/r, 
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111  setzen  haben,  und  erhalten : 

Ka,  —  bj  +\Ji»  =  il+T   1 
l(a,  —  a0i  —  ija,  —  il  +  c,  | 

wobei  der  Kürze  halber  geschrieben  ist: 

T  =  —  ftgK«gl  t)«in  (0„  —  JT)  +  1  {tg}i„tgl  *r)>sin  2(ß„  —  JI)  — 

-}{tgi.0tg{»)'*.3(a„-JT]+.. 

C  =  +  (cotgütgl^|8in(Q0-/J)+  ä{eotgii0tg(t)'.in2(ao— H)  + 


Ee  ist  sonach: 


<gi  (•'.-■„) 


a,  =  a0  +  i+  t+  c 

'»»{a.-g+lir  +  cil . 


.  20b) 


.,[r+ci    ■■-*.»•  ) 

Begnügt  man  sich,  was  wohl  für  die  überwiegende  Anzahl  der  Fälle  ausreicht, 
mit  den  Gliedern  zweiter  Ordnung,  so  wird  man  bei  der  Rechnung,  wenn  Alles 
in  Bogenaekunden  erhalten  werden  soll,  statt  ioa)  verwenden  dürfen: 

r  =  — $nrtgJ.>in(Q0—  JT)  +  |  fi'src  ."tgK'sina  (U0  - 
C  =       i?rco^i<,sin(Q0—  JI)  +  i/rJarci''ci>tg£v'sin2(Q(r-  JI),  J 
und  weiter  haben: 

->i  =  Q0  +  '  +  T  +  C  \ 

w,  =w0  +  T  —  C  1    aib) 

«,  =  «;  -ffCc*{Q0-n+i(r+  <?)},) 

doch   sind  die  dadurch  bewirkten  Vereinfachungen  nicht  sehr  wesentlich,  weshalb 
von  denselben  in  der  Folge  kein  Gebrauch  gemacht  werden  wird. 

Schliesslich  kann  darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  dass  als  Element  ge- 
wöhnlich die  Länge  des  Perihels,  welches  hier,  um  Verwechslungen  vorzubeugen, 
mit  [ti\  bezeichnet  werden  soll,  und  nicht  der  Abstand  des  Peiihels  vom  Knoten  w 
angesetzt  wird;    da  aber  : 

ist,  so  wird  sofort : 


[is]  =  w  +  0, 
Mi-M.+  1+aT. 


2Z) 


.Um  die  analogen  Ausdrücke  für  den  Äquator  zu  erbalten,  hat  man  nur  die  oben 
(Gl.  18)  pag.  204)  angegebene  Abänderung  der  gebrauchten  Buchstaben  einzuführen, 
doch  wird  es  zweckmässig  sein,  statt  P  den  Werth  oo°  —  p  einzusetzen ;  man  findet 
dann: 

T'   =  +{tgH0'tgl»}cos(80'  +  P)-l{tgSiVtg,»}>sin2(a„'+p)- 

—  ,{«gK'tgi»}1<«»3(a,)'  +  >»)  +  ■■ 
C  =  -{cotgKtgä»)cosiaQ'+,>)—  t{cotgi.ytgi»J'ein2(a0'+/))  + 

+  i{°>tgit«gi»}'»»3(a<,'+i')  +  -i  23) 
[»]',=     [»]„'+ »  +  >r 

a,'  =       a0'-f»  +  r  +  C 

tgih  —  v  = mar+p] **»*■ 
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Die  vorstehenden  Formeln  geben  in  Verbindung  mit  den  in  15}  (pag.  202 
und  203)  aufgeführten  numerischen  Wertheu  die  Möglichkeit  an  die  Hand,  die  durch 
die  Fräcession  bewirkten  Änderungen  in  den  Bahnelementen  zu  bestimmen.  Es  er- 
scheint zweckmässig,  alles  Zusammengehörige  übersichtlich  neben  einander  zu  stellen, 
weshalb  hier  zwei  Zusammenstellungen,  die  eine  für  die  Ekliptik,  die  andere  für  den 
Äquator  geltend,  gegeben  werden.  Die  Zeit  ta  entspricht  der  angenommenen  Aus- 
gangsepoche, für  welche  die  Elemente  vorgelegt  sind,  t{  ist  die  Epoche,  auf  welche 
das  Elementensystem  übertragen  werden  soll,  t0  und  t,  sind  in  tropischen  Jahren  und 
deren  Hruchtheilen  anzusetzen. 

Ekliptik: 

a  =        i73°  o' 12"  +  32*869  «,,—  1850)  +o"oooo87(*0—  1850)'+      , 
4-  {—  8"683  —  o"oooo26  &,—  1850)}  (*,  —  fj  +  o"oooon  {(,  —  y», 

n   =        {_(-o"4795o  —  o"ooooo6so((0 — 1850)4- 

+  o"ooooooooooo(i„-i85o)»}((,— HJ  + 
+  { —  o"ooooo325  4-  o"oooo  0000  000  (/0 —  1850)}  {tt —  y — 

—  o"oooo  0000  014  ß  —  t0}3, 
l   =        {+ 5o"23465+o"ooo2  2580(^—1850)  + 

•      +o"oooo 0000 003  &—  i85o)«}(«i—  O  + 

-f-{+o"oOOI  12QO  +  o"oOOO  OOOO  093  [t,, —  1850)}  [t,  —  t^*  + 

4-  o"oooo  0000  032  (<!  —  d0)s, 
t  =  —  tg£^tg£n:         ,         j.  =  cotgj^tginr 

T  =  ^P^^o—  1)  +  —ji^^Oo—  B)  +  iJpiöiStOo— JTJ+- 
0  =  ^7"sia(°o  —  n)4-=^5wn2(Q0— JI)  4-  ^sin3(Q0— JIJ4-- 
ö,  =  Q04-/4-  t+  C 

Mi  —  Mo +  '+«*" 

Äquator : 
P    =  {+  23"<>30  4-o"oooi42(*0—  1850)}  (*,—  (0)4-o"oooo3i((1—  Q1, 
n    =  (4-  20^5150  —  o"oooo866g(i0 — 1850)  — 

—  o"oooo  0000  048  (tf0 — \S$o)'1){tl — *J  4- 
4-{ —  o"oooo4334  —  o"oooo  0000  048  (/0 — 1850)}  ((1  —  ta)2 — 

—  o"oooo 0004  1 82  (i| t^j3, 

*n    =  {4*  4Ö"o5Q3i  4-  o"ooo2  8391  (ta —  1850}  4- 

4-o"ooooooooo88((0— i85o)a}((|— /„)  4- 
4- {4-  o"oooi  4195  4-  o"oooo  0000  088  {t0 —  1850)}  (tf  —  y*4- 
4-  o"ooooooo3  657  [t,  —  tfj3 
*'    =  <«K'tgi»         .         /=  «>tg|t0'tg|n, 


C    =- 


/ 


^cos(Q0'4-^)-i^ssin2(Q0'4-P)  4--^lc0B3(0o'4-p}4-. 


Q,'  =   0o'4-  m  4-  J"4-  (?', 
Mi'—  [wJo'4-m  +  ar, 


•5) 
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Um  die  für  die  Ekliptik  geltenden,  vorstehenden  Formeln  durch  ein  Beispiel 
zu  erläutern,  werde  ich  die  Elemente  des  Kometen  III  1862,  welche  pag.  9  mit- 
getheilt  worden  sind  und  für  das  mittlere  Äquinoctium  1862  gelten,  auf  das  mitt- 
lere Aquinoctium  2012-0  übertragen:  es  ist  also  /0  =  1862,  tt  =  2012.  Weiter  ist 
anzunehmen : 

Qo=  '37°27'  io"o2  Mo  =  290°'2'47"84 

*0=U3  34  12-24  <■*<>   =152  45  37-82. 

Die  Recdumng  gestaltet  sich  nach  den  Formeln  24)  wie  folgt : 

n  =  i73°o'i2"+6'34"4~  2i'42n2  =  1720 45'  4"2 

n  =  +  7  i"q  1 3  —  0*073  =  •+-  7i"84o 

/  =  +  2°5'  35"6o4  -f-  2"54i  +  o"ooi  =  +  2°%'  38"i4Ö 


i\,      56°47'6"i 

'                  6»424  832 

tgi^  0183  921 

sin(Q0 —  J7):  afci"  5.076  229 

tg^/r      6-240  911 

y                  6-056  990 

(i„- 

-  W)     324°42'  5"8 

t1                 2  849  66 

*("„- 

-  JI)     289  2412 

sin2(Q0 —  11):  arc2"  4,988  01 

3(0„- 

- ")     254     6,  . 

y*                 2-113  98 

sin  (0o- 

-n)     9,761  804 

•"                 9.274  5 

sin2(Q0- 

-n)   9.974 '■ 

sin3(Q0 — JI):  arc3"  4.820  4 

sin3(Q0- 

-  m    9„983  1 

f                 8-171  0 

T, 

+  3i"7CO 

2T        +l'3"386 

T, 

—    0007 

1*1.  -  Wo    +  2"6'  4l"53 

T, 

0 

c, 

—  13"59° 

UT  +  C)                 +9"i 

C, 

—     O-OOI 

a0— n+UT+c)    324°42'i4"9 

c, 

O     — COBI 

la0-n+i(i"+c)}      9.911  785 

T 

+  3'"*93 

sec$(T4-C}         0-000000 

C 

—  13591     ' 

'gi!'.  —  >o)         6,152  696 

T  +  C 

+  18102 

i  !•.  —  <>!          —  29"3i7 

"i  — B„ 

+  2°5'  56*25 

h  —  '„           —5863. 

demnach  die  Ruf  die  mittlere  Ekliptik  20120  übertragenen  Elero 

Hl 

=  '39°33'    6"27 

Ml  =  292°  19'  29"37 

•1 

—  113  33  13-61 

tu,        -   152   46   23-10. 

Als  Beispiel  für  die  Übertragung  äquatorealer  Elemente  nehme  ich  denselben 
Kometen  vor  und  benütze  die  auf  pag.  10  mitgetlieüten  Zahlen,  die  sich  auf  den 
mittlem  Äquator  1862-0  beziehen:   dieselben  sind: 


(V  =  I4i°28'49"2i 

Olo'=  3O9G55'59"70 

*o'  =    95  37  3222 

fo0'  =   168  27    10-55 
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sollen  diese  Elemente  auf  den  mittlem  Äquator  des  Jahres  2012-0  übertragen  werden, 
so  gestaltet  sich  die  Rechnung  wie  folgt: 

p  =  +  3454"8  +  o"?  =  +  57'  35"5 

n  =  +  3007"56q      —  o"a75  —  o"i4i  =  +  50'  6"453 
m  =  +  i°55'g"408  +  3"'94  +  o"i23  =  +  i°^'  iz"72$, 


H'     47°  48' 46*1 

/               7-905  317 

tg  5  «V       0-042  710 

C0s(Qo'+»>):  arc  1"  5,213  544 

tgjn        7-862  607 

—  /               7,819  897 

iO„'+J>)    I42°26'24"; 

—  t'3              5,810  63 

"l°l>'+"0    284    52    49 

sin2(Q0'+o):  arc2"  4,998  58 

3[<V+r>)     67  19 

—  /*              5,639  79 

««(Qo'+P)     9,899  1'9 

—  »''              3,715  9 

sin2(D„'+t.]     9,985   19 

c0S3(Qo'+p]:  arc3*  4-423   5 

<»"3(ao'+p)    9'586  2 

/'              3-459  7 

T,'    —  1314*803 

22"     —  o°43'36"744 

T,'          +  6-445 

Hi'- Wo'  +1  ■■  35-98 

zy       _  0-014 

C,'    +  io8o"o42 

nT'+n     -1 52.0 

V    +       4-349 

Qj+P  +  ilT'+C)      142  24  32.7 

C3'    +       0-008  — sin 

fo'+?+S(Z'+C))       9,785  344 

T  —  21' 48*372 

secj  (Z"+ <7')        0000  000 

0'  +18    4.399 

•ul  W—  V)      7.647951 

T'  +  C    —3  43-973 

'(<! '—<,')    —  o°  15'  17*009 

0,'— Q0'+  I°5"'28"75 

it'—*o'     —0  30  34.02. 

den  mittlem  Äquator  2012-0  übertragenen  Elemente  sind  demna 

Oi'=  143°20'  17*96 

Wi'  =  311°   7' 35*74 

•V  =     95     6  58-20 

»,'  =  167  47   1778. 

Man  kann  sich  durch  Benützung  der  Formeln  2)  (pag.  9)  leicht  überzeugen,  dass 
die  obigen,  auf  201 20  bezogenen  ekliptikalen  Elemente  bei  Heniitzung  des  Wer- 
thes  a  =  250 26'  i.|"7o  auf  die  eben  ermittelten  äqnatorealen  Elemente  fuhren. 

Hat  man  eine  genäherte  Kenntnis  der  durch  die  Präcession  bewirkten  jähr- 
lichen Änderungen  der   Elemente  Q,    i  oder  Q',   i',    welche  beziehungsweise  durch 

-?-,  57, -sr,  3;  bezeichnet  werden  sollen,   so   wird  man,    falls   man   sich  auf  die 

dt  '   dt       dt       dt 

Glieder  zweiter  Ordnung  inclusive  beschränken  will,  viel  einfacher  rechnen.  Man 
kann  sich  nämlich  die  vorgelegten  Functionen  nach  Potenzen  der  Zeit  entwickelt 
denken,  so  dass  dieselben  die  allgemeine  Form  haben: 
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Rechnet  man  nun  die  Zeit  t  von  einer  Euoche,  die  in  der  Mitte  zwischen  f„  und  t, 
liegt ,  und  bezeichnet  \  (',  —  fj  mit  i ,  so  wird  man  für  die  Epochen  ttl  und  t,  die 
Werthe:  ,  _  r_  ,  V  .   ±  */_... 


<i* 


.£*t.  . 


bähen,  deren  Subtraction,  wenn  man  die  Glieder  dritter  Ordnung  furtlässt,  ergibt: 


/  -  fa  =  Ci  -  y 
ff. 


ü-«  ■ 


Der  Differentialquotient  -^  wird  sich  für  jedes  der  Elemente  mit  Hilfe  der  obigen 
Funndn  leicht  berechnen  lassen,  wenn  die  für  die  Mitte  der  Zeit  geltenden  Ele- 
mente genähert  bekannt  sind ;  bezeichnet  man  die  letzteren  beziehungsweise  durch 
Q»  i   *m  i    3»»'  U1*d  !,„',    so  erhalt  man : 

Ekliptik : 
n    =     I73«0'12"+32»869[',-"^-ü-i85o] 
,T     =  {  4-  o"4795o  —  o"oooo  0650  f*1  +  *  —  1850]}  '/,  —  CJ 
/    =  {  +5o"23465+o"ooo2  2580  V1—9  —  i85ol|  ^  —  t0) 

at  =  qu  +  j  +  cotgs»«  sin  ;aw— n) 
[H  =  klo  +  /  — t»i%*«n(o.  — nj 

i'i  =    i0 — /ccos',Sm — TT). 

Äquator : 
W     =  {  +  4*>"o593i  +  o"ooo2  8391  |5Jta  —  1850!!  [t, —  (J 

n    =  J  +  2o"o5i50  —  o'oooo  8669     '-     "  —  1850  1  (*,  —  ta) 

°i'  =  öu'+  *»  —  cotg  t*„,  n  cos  Q'm 

M/—  l«V+  *»  +  tgl  »'«  «  «»»  R'm 

h'  =     *o'  —  nsmQ'w. 

Zur  Erläuterung  der  eben  angeführten  Nähern ngsfonn ein  soll  nach  denselben 

die  früher  bis   auf  Grössen  dritter  Ordnung  inclusive  ausgeführte  Übertragung  der 

Elemente  des  Kometen  III  1862  vom  Äqniuoctium  18620  auf  20120  vorgenommen 

werden.    Es  seien  die  genähert  bekannten  jährlichen  Änderungen  dos  Knotens  und 

der  Neigung  beziehungsweise  4-  5<>"375  und  —  0**39 1,  demnach  für  die  Ekliptik: 

'i-±-**  _  1850  =    87  Q„l=i38°3o'    8"i         t"m=   ii3°33' 42**9 

71**840 


27} 


h— 'c           =150      n 

= 

73  47  51-° 

«  =     +     - 

1  = 

+  2 

5'38"M4 

9in(Qm — 11)     9^761   771 

ja-t 

+               I8"l02 

it              1-856  366 

a,  —  a0 

+  2"  j' 56*25 

eos(affl — 11)     9-qiI    788 

jyi], 

+      1'    3"386 

■',  —  '„      -     58"63 

Mi  -  Mo 

+  2u6'4i"53 

cotg  's»     9n639  584 

0, 

■39°33'  6"27 

,rsin(t3m—  }I]     iM6i8  137 

*'i 

113  33  13-61 

—  tgl'i,     o„i83  854 

*\ 

292   19  29-37. 
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Q'-dt  = 

+  44"59" 

°'m  — 

142° 24'  33*5 

n  = 

+  3°°6"594 

cos  Q'm 

9»898  939 

» 

3-478  075 

—  sinO'm 

9»785  34» 

h'  —  '„' 

—  3»'  34"°7 

cotg  t*m 

8973  199 

«cosQ'm 

3n377  <"4 

tgä""» 

0  040  771 

Die  Übereinstimmung  mit  den  Resultaten  der  Rechnung  nach  den  strengen  Formeln 
ist  innerhalb  der  gesetzten  Genauigkeitsgrenzen  vollständig. 

Die  Übertragung  der  äquatorealen  Elemente  stellt  sich  wie  folgt .  ' 

di* :  dt  =  —  i2H227 

m  =  +  i°55'  i2"6c-2 

JQi  —  3'43"98 

Q,' —  0o'   +  i°5i'i8"62 

-^Ms'      —  43'36"8g 

[«V— [*V  H-  i"ii'35"7" 

fl,'     i43o'0'i7"83 

»,'        95     6  58-15 

<     3"     7  3547- 

In  diesem  Beispiele  treten  .bereits  die  Glieder  dritter  Ordnung  etwas  merklich  her- 
vor, so  dass  diese  Näherungsresultate  in  den  rtruchtheilen  der  liogensekunde  von 
den  strengen  Werthen  abweichen. 

Es  kann  wohl  noch  erwünscht  sein ,  die  in  den  Elementen  durch  die  Prä- 
cession  bewirkten  Änderungen  nach  Potenzen  der  Zeit  unmittelbar  entwickelt  zu 
erhalten ;  die  hierfür  nöthigen  Formeln  werden  sich  ergeben,  wenn  man  die  in  24) 
und  25)  (pag.  206)  aufgestellten  Ausdrücke  nach  Potenzen  der  Zeit  auflöst.  Setzt 
man  zunächst : 

n   r=    S,  (*,  —  t„}  +  «j.'l  —  /„)*+  '»,(*,  —  ta)* 

IT  =  IIa+  6*,fe  —  Q  +  S2{t,-  y«, 
in  welchen  Ans  Micken  die   eingeführten  ('oefficienten   im  Allgemeinen  selbst  noch 
I50)  sein  werden  und  bezeichnet  der  Übersichtlichkeit  halber: 

t-',  =  —  -3  —  tV*1*H-  l«!«!*   .       A  —  —  «j  +  i«|Ä,» 

0,—  —  i«j*j, 
so  wird  man  ohne  erhebliche  Schwierigkeit  finden  für  die 
Ekliptik : 
no=  17i°°'  12"  +  32"86g  [t0—  1850)  +  o"ocoo87  (^— 1850)1 

-4,=   +   50*23465  +  0"OC02  2580^ —  1850)  +  0"00OO  OOOO  093 [ta—  1850)1 

A{  =  +  0*47950  —  o"oooo  0650^ —  1850)  +  o"oooo  0000  ooo{t0 — 1850)* 
BQ  =  +  o"oooi  1290  -+-  o"oooo  0000  O93(*0—  1850) 
Bt  =  +  o"oooo  0325  —  o"oooo  0000  000  (/0 — 1850) 
B2  =  +  o"oooo  2019  —  o"oooo  0000  021  (ta —  1850) 
Bs  =  +  o"oooo  0028  —  o"oooo  0000  001  (ta —  1 850) 


Functionen 

>('. 

—  1 

^0 

= 

i, 

, 

A 

= 

s, 

K 

= 

h 

, 

B, 

= 

—  s 

1 

B, 

= 

— * 

«11 

DigitizGd  by  Cj OCK?  I.C 


C„  =  +  o"oooo  oooo  03  2 
Ci  =  +  o"oooo  0000  056 
C7j  =  -f-  o"oooo  0000  016 
Ct  =  +  o"oooo  OOOO  OOO 


A  = 


+  o'oooo  0000  002 
+  o"oooo  OOOO  OOO 
-|-  o"oooo  0000  056 
+  o"oooo  0000  000 ; 


a,  —  0,+  Ä—  y  M0  +  ^1cotg»>n(Q0— JIJJ  + 

+  '1  —  WH-B0--B.  cotgii,iin(Q0— J|J +  ^cotg<,cos(a0— jy  + 

4-  ff3  '  ff'rini(QB-  iTJ)  + 
+  .(,  —  k53{0o  —  (7|«rtgi^«in(Q0— nj  —  CjCotg^coBp,,— IZJ— 

_C,iiÄ-8in2lQ0-nj  + 

4-  gi'^y'wula,-  jy  + 

+  C»"  +  ^ffig*lfil|3tao—  flu) . 

Mi  -  [«]«  +  Ci-  y  K-^itg^>in(0o— nj}  + 

+  tt  —  yi{^o+-B|tgi'oSin(£3o—  J*o!—  STtg\i0con{Q0— II0)  + 

+  Batgi^sinaia,,—  JT0)}  4- 
+  (<i  -  Ü'W.+  <%  tgK«»(Oo— HJ+«%tgüeoi(0 „—  /7J- 
-  C,tgK»8iB2(0o—  JTJ4- 
4-QtgJ.;*eoe2(Q0  —  nj  —  fitgli0'8in3(Q0— /!„)}, 
t,  =  t;  4-  (*,  —  l0}{—  Ax  cos  jß0—  JT0))  + 

+  (4  —  y»{5,cos(Q0—  no}  +  B,»in(Q0  -  nj  4- 

+ -B3  2  cotg  i0  sin  ( ß0  —  JTJ 1} + 

+  t'i—  U3(A«»(Oo—  "o1  —  C,8in(Q0  —  JI„)  — 

—  Cj2C0tg»oSin(ßo  —  TTJ*  + 
4-  C'(cotg«08in2(Q0—  JIn)  4> 
4-  1h  '  +,i*,f^~  cos  (Qo—  no)  Bin  (flo—  -"o)1)- 

Für  den  Äquator  wird  mau  ganz  analoge  Ausdrücke  erhalten,  wenn  man  von  der 
schon  mehrfach  benützten  H uchstaben Versetzung  (vergl.  18}  pag.  204)  Gebrauch  macht; 
dieselben  sind: 

Äquator : 

A„'  =  4- 4°"o593i  4"  o"ooo2  8391  [t0 — i85o)4-o"ooooooooo88(rf0 — 1850}' 

A\  =  4-  2o"o5i50  —  o"oooo  8669  (£„ —  1850) — o"oooo  0000  048  (ta —  1850)1 

B0'  =  4*  o"oooi  4195  4-  o"oooo  0000  o88((„ —  1850) 

B\   =  4~  o"oooo  4334  4-  o"oooo  0000  048(2,, —  1850) 

B{  =  4-  o"oo22  3880  4-  o"oooo  0000  412  (ta —  1850} 

Bi'  =  4-  o"ooo4  8731  —  o"oooo  0000  421  (t0 —  1850) 

C„'  =  4-  o"oooo  0003  657       ,        Ct'  =  4-  p"oooo  0010  882 

€\'  —  4-  o"oooo  0015  101       ,         Cb'  =  4-  o"oooooooi  579 

Oj  =  4-  o"oooo  0000  183      ,        DJ  =  4-  o"oooo  0016  680 

Ct  =  4-  o"oooooooo  211       ,        Dt'  =  4-  o"oooo  0003  158; 

IT 
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O,'  =  Q„'+  ft  —  ta]  {Aa'~  ^,'cotg^'cosQ0'}  + 

+  i'i  —  tö'2{Ba  +  5,'cotgio'c08Qo'+  Bi  cotg*0'  sinQ0'  — 

_  #/  1+^°''^"'  ain  2Qn'}  + 
4-  t\  —  CS(C'+  tVcotg<,'ww00'—  CVcotgi0'BinQ0'  + 

+  <V  -3— C"i8n'"^1-'",-'u'  cos  3 0o'} , 
■>],'  =  r.T]„'+  7,—  y  {^„'+^|'tg-Jiv>'co8ao')  + 

—  7VtKi*u'*sin2  9„'}  + 
4  /i  —  U '{£?„'—  C|'tR|i0'o«s^„'4-  Q'tgi*o«n0o'4- 

4-  6*/  tg  1 i,,'1  sin  2  0o'—  6'4'  tg  £  i^''coa  2 »„'  — 

t,'=  /,/  +  {/,  —  /„    {—  j4,'buiS0'}  + 

4-  Ci  —  ^)2{S|'ninß„'— Sj'c«8fln'+  &,'  2cotgi"0'<osQu's}  + 
+  l'i  ~  W{A'"™°o'+  C^'cosa,,'—  C^'zcotgiVcoBÖo'1— 

—  C'4'cotg(0'sin2Q0'4-  /V  L+.2C°?:,'"   sin  Q  „'cos  »„':>}. 

Wendet  man  diese  Formeln  auf  die  Elemente  des  Kometen  III.  1862  an,  für  wel- 
che die  auf  pag.  207  und  208  durchgeführten  Heispiele  gelten,  so  findet  man: 

[ji]i  =  xgo"  it'47"«4  +  jo"664i[/,— 

i'i  =  nj034*ia"«4—    »"3895  f'i  — 

0,'=  141"  18' 49""  +44"5>75('i- 
[w],  '=  3090  ss'  59"76  +  *8"7S4*  [4  - 

*Y=     95°  J7'3*"**  —  n"487i;'i- 

Die  oben  entwickelten  Transformationen  der  beiden  ersten  Gleichungen  in 
16)  und  17)  jpag.  204)  können  in  jenen  Fällen  misslich  werden,  wo  t,  beziehungs- 
weise T,  sehr  nahe  an  o°  oder  1800  ist,  da  dann  eines  der  Producta  tg£»tg^/i  oder 
notg  i  *  tg  J- «  oder  der  analogen  für  den  Äquator  geltenden  der  Forderung  der 
Kleinheit  nicht  genügt.  Man  kann  in  solchen  Fällen  sich  der  strengen  Formeln  16) 
und  17I  (pag.  204)  bedienen  oder  die  Elemente  auf  die  andere  Fundamentalebene 
übertragen,  welche  diesem  Nachtheile  nicht  unterworfen  sein  wird,  für  die  letztere 
die  durch  die  Fräcession  bewirkten  Änderungen  ermitteln  und  nach  Anbringung 
derselben  wieder  auf  die  ursprüngliche  Fundamcntalehene  zurückkehren;  doch  wird 
man  kaum  jemals  nÖthig  haben,  von  dieser  Abänderung  Gehrauch  zu  machen,  weil 
man  mit  Berücksichtigung  der  Glieder  dritter  Ordnung  selbst  für  entfernte  Epochen 
und  bei  ungünstigen  Verhältnissen  eine  grosse  Genauigkeit  erreicht  und  allenfalls  mit 
Fractionirung  des  Zeitinteivalles  sich  hehelfen  kann.  Schliesslich  wäre  noch  zu  be- 
merken, dass  man.  wenn  eine  Übertragung  der  Elemente  auf  sehr  entfernte  Epo- 
chen (über  tausend  -lahre)  auszuführen  ist.  im  Allgemeinen  genauere  Resultate  durch 
die  für  die   Ekliptik   geltenden  Formeln  erreichen  wird ,   da   in  diesen  die  Glieder 


86i)  +  o"oooi  046  ((,  —  1862] 

+  0" 

000000 

ooojft  —  1861]» 

861]  +  o"oooo  844  (/[  —  186!. 

—  0" 

0000  oo 

0000«,  —  I86ij* 

861)  —  o"oooo  091  ((,  —  1861, 

+  o" 

oooooc 

00  o6<(,  —  l86»)s 

861)  +  o"ooo4  910  [(,  —  1 861J 

+0" 

00000c 

0193C1  -18621» 

861)  —  o"ooo7  810  ((]  —  1861} 

+  0" 

oooooc 

ii6g;i,  —  isfti}* 

861)  +  o"ooi7  199(([  —  1862} 

+  0* 

00000 

1046,7,  —  i86i]J 
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höherer  Ordnung  aus  leicht  begreiflichen  Gründen  weniger  merkbar  sind,  als  in  jenen, 
die  fiir  den  Äquator  Anwendung  finden. 

Um  den  Einfluss  der  Präcession  auf  den  Ort  eines  Himmelskörpers  zu  be- 
stimmen, wird  es  sich  empfehlen,  zunächst  die  strengen  Formeln  zu  entwickeln  und 
dann  aus  denselben  die  Näherungsausdrücke,  mit  denen  man  in  den  meisten  Fällen 
ausreicht,  abzuleiten.  Die  strengen  Formeln  wird  man  in  der  Regel  anwenden  müssen, 
sobald  der  Übergang  auf  sehr  entfernte  Äquinoctien  ausgeführt  werden  soll ,  doch 
wird  deren  Benützung  in  jenen  Fällen,  wo  der  Ort  nahe  dem  Pole  liegt,  selbst  bei 
massigen  Zwischenzeiten  nothwendig  werden.  Vorerst  sollen  dieselben  für  die  Än- 
derungen der  ekliptikalcn  Coordinaten  entwickelt  werden;  eine  einfache  Buchstaben- 
vertauschung ,  nach  18)  (pag.  204)  durchgeführt,  wird  sofort  ohne  Mühe  die  für  den 
Äquator  geltenden  Ausdrücke  rinden  lasseu. 

Legt  man  ein  G'oordinatensystcm  so,  dass  seine  XF-Ebcne  mit  der  mittleren- 
Ekliptik  der  Epoche  tn  zusammenfällt  und  seine  positive  X-Achse  durch  einen  Punkt 
gebt,  dessen  Länge  gleich  II  iBt ,  so  werden  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
auf  der  mit  der  Einheit  als  Radius  beschrieben  gedachten  rlimmelskugcl  gelegenen 
Punktes,  für  welchen  die  Länge  X0  und  die  Breite  (ia  gilt,  bestimmt  sein  durch: 

xa  =  cos#,cos(A„ — IT] 
ya  =  cos (l„ sin  [).a—  11) 
za  =   sin  /f„  . 

II  wird  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  mittleren  Ekliptik  zur  Zeit  t, 
in  jener  der  Epoche  *0  bezeichnen,  ;r  die  gegenseitige  Neigung  darstellen.  Bezeich- 
net man  al>er  die  rechtwinkligen  Coordinaten  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  die 
Ekliptik,  die  zur  Zeit  (L  gehört,  mit  xt,  y,  und  z,,  so  werden,  wenn  die  neue  .Y-Achse 
in  dem  aufsteigenden  Knoten  belassen  wird ,  zwischen  den  rechtwinkligen  Coordi- 
naten offenbar  die  Relationen : 

xi    =  ro 

y\   =  y„cosrr  -f-  2„siu7r 

21   =  — y0sin/t-(-z0cos^, 

bestehen :  nennt  man  die  Länge  und  Breite  des  Punktes  in  Bezug  auf  die  neue 
Ekliptik  X,  und  (i, ,   so  wird  sein : 

#,  =   cos  {i,  coa  [l, — II  —  /) 

yt  =   cos  (it  sin  (A]—  71  —  l) 

z,  =   sin/J,  ; 

man  hat  daher  als  Relation  zwischen  den  ]H>laren  Coordinaten  die  Ausdrücke : 

cos/*|Cos(Ä,  —  II  —  l)  =   cos/i„cos(>^, —  H  \ 

cos^,sin(A|  —  FI —  l)  =   cos (ia ein  [la — TT) cos .1  -fr-  sin jia sin it      \    31! 
sm^[  =    sin^0cos7T  —  cos  ^  hin  [l0 — TT)  sin  ff,   ) 
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für  welche  auch  geschrieben  werden  kann : 

coajifCOB^—n — l)  =  coB{i0coe{i.0 — JT)  j 

coB/*,Bin(A,—  JI—  Ij  =a  cmß0Bm(l0—nj+B\n7t{Binß0—ca&ß08m{k0—n)tg{7i}\  32; 
sin/f,  =  —  rin^0+  2cos£re1{8ro/tf0  —  c0B/*osin  (A„  —  II}  tg^n).    i 

Um  für  die  Rechnung  bequemere  Ausdrücke  zu  erhalten,  wird  es  sich  em- 
pfehlen, Transformationen  vorzunehmen,  welche  auf  die  Differenzen  der  Werthe  1, 
und  fi\  gegen  i„  und  ß0  hinführen ,  da  diese  im  Allgemeinen  selbst  für  dem  Pole 
sehr  nahe  Sterne  massige  Bogen  sind.  Zu  diesem  Ende  multiplicire  man  die  erste 
Gleichung  mit  cos  [l0  —  II) ,  die  zweite  mit  sin  (ia  —  JT)  und  bilde  deren  Summe, 
ferner  die  erste  Gleichling  mit  —  ein  [la —  II),  die  zweite  mit  cos  (^, —  JI)  addire 
und  setze  der  Kürze  halber : 

j  =  sin«r{tg&—  rin^,— Jljtgl*},  33} 

dann  erhält  man  die  Relationen : 

cob^cob^,—  *„—  l)  =  cosß,+  yeos^0sin(i0—  JI)  1 
cos/tf,  sin  (/.,  —  X0 — /)   =  5cob^0cos  [l0 — JT) ,  ) 

deren  Division  ergibt: 

sonach  ist: 

Xx  =  K>+l  +  L.  36) 

Es  wird  wohl  kaum  je  ein  Zweifel  darüber  entstehen ,  in  welchem  Quadranten 
man  L,  einen  in  der  Regel  nur  massigen  Rogen,  zu  nehmen  habe,  doch  zeigen  die 
Gleichungen  34),  dass  der  Sinus  von  L  das  Zeichen  des  Zählen  in  35)  und  der 
Cosinus  das  Zeichen  des  Nenners  erhält.  Um  für  (ß,  —  ff,,}  bequeme  Ausdrücke  zu 
erhalten,  werden  sich  die  folgenden  Transformationen  empfehlen,  die  übrigen«  ein- 
facher durch  die  Anwendung  der  Napier'schcn  Gleichungen  auf  das  diesbezügliche 
sphärische  Dreieck  erhalten  würden.  Multipliern  man  die  erste  der  Gleichungen  34] 
mit  cos  IL.  die  zweite  mit  sin|Z,,    so  findet  sich  nach  deren  Addition: 

cosft  =  cob^0+  ycos^0 
oder: 

l«t(A  +  Msm4(A-ÄJ t—A""^^"*"-  37) 

Die  dritte  Gleichung  in  32)  (pag.  214)  ergibt  aber: 

2  sin  £  [ßi  +  ß0)  cos  |  ( (tt  —  £J  =  1  cos  ß0  cotg  1 n  \ 

welcher  Ausdruck  in  37)  dividirt,  sofort  die  Relation : 

tgw-w  -  -"""•-fi1""8**»,     38) 

finden  lässt. 


•in  II,- 

-n+iD 

.IL 

sro(*o 

-n+H) 
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Trägt  man  somit  die  für  die  strenge  Bestimmung  der  Präcession  in  Länge 
und  Breite  erforderlichen  Ausdrücke  zusammen ,  so  hat  man  dos  folgende  Formel- 
system, dem  die  für  die  numerischen  Berechnungen  nothwendigen  Coeföcienten 
beigefügt  wurden: 

II  =  1730  o'  12"+  32*869  (4,  —  1850]  4-  o"ooo  087(4,—  '85°)*+ 

4-{— 8*683  — o"oooo26(*0— 1850)}^—  tJ+cFooo  011  ft— y 
7r  =  {+  0*47950 —  o"oooo  0650(4, —  1850)  + 

4- 0*00000000000  (4,—  i850}»}(*,  —  y  + 

4~{ —  o"oooo  0325  -)-  o"oooo  0000  000  {t0 —  1850)}^  —  y 

—  o"oooo  0000  014  (Ü,  —  /„/s 
'  =■  {+  So"23465  +  o"ooo2  2580  [t0  —  1850)  +  3g] 

4-  o"oooo  0000  093(4, —  1850)*)  [tj  —  4j)  + 
+  {-)-  o"oooi  1200  4-  o"oooo  0000  093  (/0 —  1850)}^,  —  y  4- 
+  o"oooo  0000  032  (*,  —  y 
q  =  8in?r{tg^~Bin(AD-/I)tgi^ 

in  ja.,-/f+j£) 


i  (A  -  W 


«*/. 


Die  vorstehenden   Formeln   sollen  durch 
läutert  werden.     Es  sei : 


ein  dem  Polarstern  entlehntes  Beispiel  er- 

i„=  86°  55'  50*41,         /*„=  -(-  66°  5'  I5"33, 

welche  Angaben  auf  die  mittlere  Ekliptik   18830  =  t„  bezogen  gedacht  sind;    man 
habe  diesen  Ort  auf  die  mittlere  Ekliptik  1755-0  =  /,   zu  übertragen.    Es  ist  sonach: 

(,,— i850  =  +  33     ,      (*i  —  4J  =  ~  128 
Jl=  173°  o'  12"  +  18'  4"8  4-  18'  3i"6  +  o"2  =  173°  36'  48*6 
n  =  —  6i"349  —  o"o53  =  —  6i"402 
l  =  —  i°  47'  io"989  +  i"85o  —  o"ooi  =  —  i°  47'  9*140 


i„  —  n  2730  19'  1"; 

eo9(io  —  II)  8-762  402 

8in(i„—  H)  9n999  272 

—  tgjyr  6-172728 

—  tgi/rsin^,  —  H)  6ni72ooo 

tgft.  °353  206 

Add:  9-999971 

*gÄ>  —  tgiffimß,  —  II)  0353177 

sin«  6B473  758 

q  6n826  935 

^sin(i0  —  II)  6-826  207 

1  +  qsin(l0  —  II)  o-ooo  291 


57"* 


qcoail,,  —  H)  5*589  337 

L  —  8"oo7 

\L  -4"o 

fa  —  n+lL)  273' 

sin(*0  —  II  4-  ±L)  9*999  272 

seeji  0-000000 

tgitfc—  AJ  6„172  000 

i(A  —  W  —  30H65o 

Ift— ÄJ  -»'  »"30 


A 


85°  8'  33"2° 
-  66   4   1403. 


y  Google 


216 


hält  man   sofort  mit  Berücksichtigung   der  Buchstaben- 
wenn    überdies   statt  X  und  ß  beziehungsweise  «  und  d 


Für  den  Äquator 

Versetzung  fi8)  pag.   204! 

geschrieben  wird : 

P  =  {+  23"ojo  +  o"ooo  142  [t0  —  1850)}  (t, 

n  =  {4-  2o"o5i50  —  o"oooo  8669  {ta  —  1850)  — 

—  o"oooo  0000  048  (/„  —  1850)1}  f/|  —  fj  4- 
4-  {—  o"oooo  4334  —  o"oooo  0000  048  (ta  — 

—  o'oooo  0004  182  [tt /Js 

m  =  {+  4&"o593i  +  o"oo02  8391  %  —  1850)  + 

4-  o"oooo  0000  088  (/„  —  1850)1}  {/j  ~  /„)  + 
+  {4-  o"oooi  4  195  +  o"oooo  0000  088  {t0  — 
4-  o"oooo  0003  657  {ty  —  Q* 

q'  =  sin«  {tgd0  +  cos  («0  +  p)  tgizi}*) 


-/0)  +  o"oooo3i  Ci— y* 


1850)}  (i,  -Q*~ 


1850)}  (*,-'„)* 


tg|(<*,  - 

Die  auf  den  mittl 


<U  = 


FY 


n±L- 


tg^M. 


Äquator  1883-0  bezogenen  Coordinaten  des  l'olarsternes : 
a0=  18"  57'  58"i 8,         30=  +  88"  41'  5V: 
mittlem  Äquator  175 5-0  zu  übertragen.     Man  wird  findeu: 

—  1850  =  4-33     .      4—^  =  — 128 
=  —  49'  8"5  +  o"5  =  —  49'  8"o 
■  =  —  42'  4&"226  —  o"7io  +  o"o88  =  —  42'  4ö"848 
=  —  1°  38'  i6"7i)i  4-  2"32Ö  —  o"o77  =  —  i°  38'  i4r,542 

q'sia[a0  +  p)  9»227  420 

U  —  6"  21'  2g"oi 

\L'  —  3    10  44-5 
«»  +  P  +  i-L'         '4    58     57 

cos(«0  4-  P  +  \  &)  9-985  008 

sec^Z/  o-ooo  668 


1 8"  8    50  2 

9-493  403 

9:977  842 

7n793  95» 

7„77i  793 

1639  112 

9.999  941 

'■039  055 

sinn     8„094  964 

q'     9,734  017 

q'coa(a„+p)    9n7n  859 

1  —  j'cos(or0  4-^)     0-180  430 

Wie  man  sieht  j  sind  die  durch  die  I*rüLcession  in  diesem  Falle  bewirkten  Ände- 
rungen so  bedeutend,  dass  man  eigentlich  die  Rechnung  siebenstellig  durchführen 
müsste,   um  die  Hunderttheile  der  Bogenseknndc ,   besonders  in  «,,  zu  verbürgen; 


«»(«o  +  P) 
cos  («u  4-  p) 

tgj« 

tg4»cosK  +  p) 

Add. 
tg'Jo-r-  tgl»cosfff0-H/>) 


tg|(di  —  JJ  7n779  627 

•l(d,  —  dj  —  2o'4i"79 

3,  —  d<,  —41    2358 

«,  iou  58'  i4"63 

<5i  +  87    59  42-32- 


Übt 


f  die  Berücksichtigung  dar  Eigenbewegung  vergl.  Formel  46)  p»g.  ; 
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bei  einer  Lage  in  der  Nahe  des  Poles  hat  aber  eine  merkliche  Unsicherheit  in  der 
Rectascension  eine  geringe  Itedeutung,  da  dieselbe  mit  cos<S  multiplicirt  werden 
muss,  um  sie  auf  diejenige  im  grössten  Kreise,  das  ist  auf  den  thatsächlichen  Feh- 
ler, zu  redueiren. 

Hat  man  Übertragungen  auf  sehr  entfernte  Epochen  (über  tausend  Jahre) 
auszuführen,  so  wird  man,  da  in  den  für  die  Ekliptik  geltenden  Grossen  die  Glieder 
dritter  und  höherer  Ordnung  wesentlich  kleiner  sind  als  in  jenen  für  den  Äquator, 
im  Allgemeinen  genauere  Resultate  erhalten,  wenn  mau  das  erste  Formelsystem  3g) 
(pag.  215)  anwendet;  man  wird  alBO  für  die  Zeit  ta  aus  den  äquato  realen  Coordina- 
ten  die  ekliptikalen  ableiten,  letztere  auf  tx  übertragen  und  mit  der  für  (,  geltenden 
Schiefe  auf  die  ersteren  zurückkehren  oder  auch  nach  den  strengen  Formeln  (vergl. 

"*  cosJ(p  +  g)    n>  °     '     a        ' 

«*  —  P  —  2  —  ö. 
die  Grössen  m,  n  und  p  aus  den  Präcessionswerthen ,   die   für  die  Ekliptik  gelten, 
ermitteln. 

Bei  derartigen  Transformationen ,  die  man  bei  Bahnbestimmungen  wohl  nur 
gelegentlich  der  Reduction  der  Vergleichsterne ,  also  für  den  Äquator  auszuführen 
haben  wird ,  bedarf  die  Berücksichtigung  der  Eigenbewegung  der  Sterne  einer  be- 
sonderen Aufmerksamkeit;  man  sieht  ein,  dass  man  dieselbe  leicht  in  Rechnung 
ziehen  kann,  wenn  man  statt  a„  und  d„  die  durch  die  Eigenbewegung  veränderten 
Coordinaten  in  die  obigen  Formeln  einführt.  Bezeichnet  man  mit  Ja0  und  /4öa 
den  auf  den  mittlem  Äquator  tiy  bezogenen  Betrag  der  Eigenbewegung  in  Rectas- 
cension  und  Declination  in  dem  Zeiträume  [tl  —  *„),  so  wird  man  in  den  For- 
meln 40)  (pag.  216)  a„  und  Su  durch  die  Grössen  (a0  +  ^«J  un)l  (<?o  +  ^U  zu 
ersetzen  haben ,  um  sofort  die  mit  Rücksicht  auf  Eigenbewegung  geltenden  Coor- 
dinaten für  den  mittlem  Äquator  zur  Zeit  t,  zu  erhalten;  die  Bestimmung  der  Be- 
träge Ja0  und  Jö0  bedarf  aber  einiger  Vorsicht,  sobald  die  Sterne  nicht  weit  vom 
Pole  stehen.  Bezeichnet  man  die  jährliche  Eigenbewegung  in  Rectascension  und 
Declination  für  die  Epoche  ta  beziehungsweise  mit: 
(i  und  ft', 

und  setzt,  wie  man  dies  im  Allgemeinen  zu  thun  gezwungen  ist,  die  Bewegung 
des  Sternes  als  gleichförmig  im  grössten  Kreise  sich  vollziehend  voraus,  so  wird 
der  Winkel  G0,  den  dieser  grösste  Kreis  mit  dem  Parallel  bildet  und  die  jälirliche 
Bewegung  in  dem  ersteren  --  bestimmt  sein  durch : 

du     .      ,.,  ,  \ 

älBlaG?  =  P-  I  , 

tt  COS  G0  =  ft  COS  0o,         I 


y  Google 
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wobei  man  den  Quadranten  von  GQ  so  bestimmen  kann,  dass  -j-  stets  positiv  wird. 
Betrachtet  man  nun  das  sphärische  Dreieck  zwischen  dem  Pole  des  Äquators,  der 
zur  Zeit  /„  stattfindet ,  dem  auf  denselben  Äquator  bezogenen  und  dem  durch 
die  Eigenbewegung  geänderten  Orte,  so  wird  in  diesem  Dreiecke  der  Winkel  am 
Pole  Jaa,  am  im  geänderten  Orte  oo° —  Got  an  dem  durch  die  Eigenbewegung  be- 
dingten Orte  go°  +  Gt  sein ,  wenn  man  den  mit  GB  analogen  Winkel  mit  G(  be- 
zeichnet ;  die  gegenüberliegenden  Seiten  werden  beziehungsweise  Ju,  900  —  d0  —  J8„ 
und  900  —  ö0  sein.  Es  stellt  sich  daher  vorerst  die  Aufgabe ,  Ja0  und  JÖ0  aus  G0, 
Ju  =b  -  [t,  —  (J  und  der  bekannten  Coordinate  Sa  zu  bestimmen ;  die  Grundformeln 
der  sphärischen  Trigonometrie  auf  dieses  Dreieck  angewandt,  lassen  leicht  finden: 
cos  (dlt  -\-  JßJ  sin  Jaa  =  cos  G0  sin  [Ju]  ] 

cos(d„  -|-  JSJ  cos  Ja0  =  cos  d0  cos  (^w)  —  sindusinG0sin(.^u)    I 
cos(d0  +  ^/dJcosGi    =  cos  d0  cos  G0  >     42) 

cos  (<50  +  JS^\  sin  G,     =  cos  Sa  sin  Ga  cos  {Ju)  —  sin  da  sin  {Ju} 

sin(d„  +  J3J)  =  sin  d0  cos  (z/m)  -{-  cos<?0sin  G0sin(^w). ) 
Die  Division  der  beiden  ersten  Gleichungen  ergibt: 

aus  den  letzten  drei  Gleichungen,  die  vollkommen  so  gebaut  sind  wie  die  Glei- 
chungen 31)  (pag.  213),  erhält  man  sofort  die  Resultate,  wenn  man  in  den  Glei- 
chungen 35),    36)  und  38)  (pag.  214)  schreibt: 

statt  ß  :  S0  -+-  Jda  statt  n  :  —  Ju 

„     (Jl,  —  n  —  I)  :  G,  ,,     {l0  —  n)  :  G0. 


Es  wird : 


i- =  —  sm(Ja)(tg*0  +  BmG0tgl(^u)j 

8  6. 


tgjf= 

igiW  =  -l°^.t+iJf|.giW 


44) 


G,  =  Ga  +  M, 

wodurch  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  41)  (pag.  217)  und  43)  (pag.  218]  Jaa 
und  Jöa  genau  ermittelt  werden  kann.  Bei  der  Kleinheit  der  meisten  Eigenbe- 
wegungen und  der  Unsicherheit,  die  denselben  anhaftet,  wird  man  selbst  für  sehr 
entfernte  Epochen  auch  bei  polnahen  Sternen  nicht  genöthigt  sein,  von  den  stren- 
gen Formeln  Gebrauch  zu  machen  und  eine  Entwicklung  nach  steigenden  Potenzen 
der  Zeit  mit  Vortheil  anwenden.  Geht  man  bis  zu  den  Gliedern  dritter  Ordnung 
exclusire  vor,  so  findet  sich  aus  43)  und  44)  (pag.  218): 

Jct0  =  fit  +  (ift'tgd0a.rc  i"fl  +  ■  •  •  ■  1 

J30  =  ft't  —  l^asin2d0arci".«-i J     45) 

Die  Berücksichtigung  des  ersten  Gliedes  allein  ist  wohl  ausreichend  und  man  hat 
sich  bis  jetzt  fast  stets  damit  begnügt.   Durch  Jaa  und  J3„  sind  jene  Veränderungen 
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bestimmt ,  welche  sich  auf  den  mittlem  Äquator  zur  Zeit  tG  beziehen ;    will  man  bei 
der  Übertragung  der  Coordinaten  auf  den  zu  t,  gehörenden  mittleren  Äquator  die- 
selben berücksichtigen,  so  hat  man  statt  der  Formeln  40)  (pag.  216)  anzuwenden: 
P  =  {+  *3"°30  +  o"ooo  142  (ta  —  1850)}  (*,  —  y  +  o"ooo  031  [t,  —  y« 
n  =  {+  2o"o5i50  —  o"oooo  8669  [ta  —  1850)  — 

—  o"oooo  0000  048  (t0  —  1850)'}  {tt  —  Q  + 
+  { —  o"oooo  4334  —  o"oooo  0000  048  (t„  —  1850)}  {tt  —  ta'3  — 

—  o"oooo  0004  182  [ti (J* 

m  =  {+  46"o593i  +  o"ooo2  8391  (^  —  1850]  + 

-+-  o"oooo  0000  088  (t0  —  1850)?}  ((,  —  (J  + 
+  {+  o"oooi  4195  -+-  o"oooo  0000  088  {ta—  1850J}  (t,  —  y*  + 
-)-  o"oooo  0003  657  [t,  —  ta}3 
q'  =  nnn  {tg  (<J0  +  JSa)  -4-  cos  (a0  +  Ja0  +  p)  tg  Jn} 


gi'  =  7 


"  («n  +  ^"a  +  P) 


1  {«„  +  J<t„  +  pj  ' 


a\  =  ao  +  ^ff0  +  m  +  L' 


tg*W-(*o+^o)}  = 


»(s+J<+J>+tg) 


tg*». 


Man  darf  aber  nicht  glauben,  dass  die  Producta  der  Eigenbewegung  in  die  Prä- 
cession  unmerklich  sind ;  in  der  That  werden  die  durch  die  Eigenbewegung  beding- 
ten jährlichen  Änderungen  für  verschiedene  Zeiten  wesentlich  geänderte  Werthe 
annehmen,  besonders,  sobald  der  in  Betracht  gezogene  Ort  dem  Pole  nahe  liegt. 
Will  man  die  jährlichen  Änderungen  auf  dem  für  die  Zeit  tt  geltenden  mittleren 
Äquator  kennen,  so  wird  es  zweckmässig  sein,  durch  Differentiation  der  Ausgangs- 
gleichungen  31)  (pag.  213),  welche  durch  die  entsprechende  Buchstabenversetzung 
(vergl.  18)  (pag.  204)  und  Einfuhrung  von  a0  +  Ja0  und  ia  -f-  JS0  statt  X  und  ß 
auf  den  Äquator  übertragen,  die  Gestalt : 

cosd|8in{0|  4- p — m)  =  cos (d04- dd0)am(a0  +  Ja0+p)  \ 

cosd,  cos  (er,  -\-p — m)  =  coB(d0  +  ^d^coB{a0-\-^a0-i-p)cosn — sin (8a-\-JS^ sinn  I47) 

sin  d]  =  cos  (da+ JS^j  cos  (a0+  4a0  +  p)  sin  n  -\-  sin  (d0  -\-J8^  cosn  J 
annehmen,  die  diesbezüglichen  Variationen  von  c,  und  d,  zu  ermitteln.    Man  erhält, 
indem  man  das  in  der  Folge  nicht  nöthige  Differential  der  dritten  Gleichung  der 
Vollständigkeit  halber  anschreibt: 

cos(a,  +  p  —  m)coedifit  —  ein{a,  +p  —  m)sin.di/ii'  = 
=  cos  (aa  -{-  z/a„  -J-  p)  cos  (d„  +  JÖa)  ft0  — 

—  8^1(00  +  ^faB  +  p)sin(3a  +  Jd^fiQ', 
—  sin(aj  -4- p  —  m)cosdj  (w1  —  cos(a,  +  p  —  m)emdl  fit'  = 

—  —  sin[aa-{-  ^aa-\-  p)co8(S0-\~£fd0)co8nfia — 

—  {coB(a„  +  Ja0  4-p)sin(d0  +  Jia)cosn  + 
4-  cos(d„  +  ^d0)sin»}p0', 

Rost!)  f(j'  =  —  8in(o0  +  ^aa  4-  p)cos[da  +  ^d0)sin»/i0  — 

—  {coe(a0  +  Jau  +  p)ain(d„  +  Jd^eian  — 

—  coa(du  +  Jd^coan)  fia'; 
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die  rechten  Theile  der  beiden  ersten  Gleichungen   können   mit  Benützung  der  Re- 
lationen 47}  (pag.  219)  auch  in  der  folgenden  Form  geschrieben  werden: 
{cos  (oi[  +  p  —  m)  eos  Sx  cos  n  +  sin  d,  sin  n)  «„  —  1 

—  sin  (<*!  +  p  —  m)  cos  di  tg  (d0  -f  Jd0)  fi0' , 

—  sin  (a,  •+-  p  —  m)  cosdj  costt(i0  — 

—  {co»f a,  +  p  —  1»)  cosditg(d0  +  Jd0)  +  sec  (d0+  JÖ^einn) ^0' .  J 
Multiplicirt  man  den  ersten  dieser  Ausdrücke  mit  cos  (er.  +p  —  m),  den  zweiten 
mit  —  sin  [a\-\-  p  —  ff») ,  addirt  und  führt  mit  den  linken  Theilen  der  beiden  ersten 
Gleichungen  in  48)  (pag.  219)  dasselbe  aus,  und  wiederholt  dieselben  Operationen, 
indem  man  als  Factoren  bezüglich — sinfcr|  +  p  —  m)  und  —  cos(«i-(-/> — m)  benützt, 
so  gelangt  man,  wenn  bei  der  letzteren  Transformation  die  aus  den  beiden  letzten 
der  Gleichungen  47)  (pag.  219)  resultirende  Relation: 

sin  (d0  +  JSn)  =  sin  d]  cos  n  —  cos  (<*]  +  p  —  m)  cos  d|  sin  n 
beachtet  wird,  leicht  zu  den  folgenden  Ausdrücken ; 

/  =  cos  »  -+-  cos  (at  +  p  —  m)  tg  d,  sin  n     1 
g  =  sin  («i  +  p  —  m)  sin»  I 

*       1  9  •  }         5o) 

&'■■ ffo+/w|g^j  fo ;  ) 

für  den  Winkel«,  +  p  —  m  kann  auch  ef0-|~^a0  +  p  -4-  L'  geschrieben  werden. 

Die  Formeln  45)  (pag.  218),  46)  (pag.  219)  und  50)  (pag.  220)  sollen  nun  durch 
ein  Beispiel  erläutert  und  hierzu  das  oben  (pag.  216)  durchgeführte,  den  Polarstem 
betreffende  Beispiel  verwendet  werden.  Wird  die  für  18830  geltende  Eigenbewegung: 

«o  =  +  i"82 1  ,  Co  =  +  °"oo5  , 

angesetzt,  so  resultirt  nach  45)  (pag.  218),  da  t  =  —  128  anzunehmen  ist: 
^«o  =  —  233"o88  +  o"o32  =  —  3'  53"oo 
JiQ  =  —      o"&40  —  o"oo3  =  —        o"Ö4. 
Nach  46)  (pag.  219)  stellt  sich  die  Rechnung  wie  folgt: 

a0+  Ja0+p  =  i8°4'57"i  öv+J30=  +  88°4i'5"26 

Bin  (er,,  +  Ja0  +  p)    9-491903        y'sin(or0+  Ja0-\-  p)      9„225  861 


cos  (o„  -+-  da0  -+-  p) 

9-978  003 

U  —  6°2o'5"83 

tg*» 

7*793  95" 

\L'  —  3   10  2-91 

tg  £  n  cos  (cr0  +  d<*0  +  p) 

7n77i  954 

<*0  +  4a0+p  +  $L'     14  54  54-2 

*ft+-rtU 

1-639053 

cas[aa+Jal>-i-p+{^L')      9985  116 

Add: 

9-999  941 

scc^L'       o-ooo  664 

)0+J6J+t%lncotia0+Ja0+p) 

1-638  994 

•BlW-Co+^J)       7«779  73i 

sin  H 

8nog4  964 

IW  —  (A+^40)  —  o°2o'42"o8 

?' 

9„733  958 

d| — (^„-(-^/JJ  — 0  41  24-16 

{'  cos  (a0  +  Ja0  -|-  p) 

9r,7H96i 

.7550 {!'  ;°°"'44"" 

|0|  +«7  59  4">» 

1  —  q'  cos  («„  +  Jau  +  p) 

o-i8o  465 
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Um   nun  die  für  den  mittleren  Äquator  1755-0  geltende  jährliche   Eigenbewegung 


erhalten,  hat  man  nach 

50)  (pag.  220) : 

cosij. 

8-543  95 

secfo+Jät)      1-639  17 

c,  +  p  —  m 

u°  44'  51" 

Bec(J|Bec(Ö0+  JS0)      3-095  22 

sin(a,  +  p  —  m) 

9-308  78 

cos(Ji8ec(rf„+  Jd0)     0-183  I2 

sin» 

8„o94  96 

ff  sec  <?,  sec  (d0  +  z/<J0)      o„498  96 

cos(ai  4-  P  —  m) 

9-990  81 

_/cosdl8ec(J0+  J3^      9-997  34 

Mi 

1.455  78 

M       +  i"i»7 

/  —  cos» 

9»54i  55 

^secd)  «60(1?,,+  ^o)i"o' —  o"oi6 

COSH 

9-999  97 

— *?/'o       +  o"oo5 

Add: 

9.814  25 

/cos  i?i  sec  (iJ0  +  <^<J0)p„'+  o"oo5 

/ 
9 

9-814  22 

7B4°3  74 

(Mi       +  i"i7> 
(//,        +0010. 

Es  sollen  nun  die  Gleichungen  46)  (pag.  21 9)  nach  steigenden  Potenzen  der 
Zeit  entwickelt  und  hierbei  die  Glieder  dritter  Ordnung  mitgenommen  werden;  nur 
in  den  von  der  Eigenbewegung  abhängigen  Gliedern  genügt  es,  sich  auf  die  in  den 
Ausdrücken  45)  angesetzten  zweiten  Potenzen  zu  beschränken,  welch  letztere  ohnedies 
schon  nicht  sehr  merklich  hervortreten  können.  Es  wird  sich  zeigen,  dass  man  in 
der  Regel,  besonders  in  den  Fällen,  in  welchen  das  Glied  dritter  Ordnung  berech- 
net werden  muss,  das  Resultat  weit  rascher  und  sicherer  durch  die  Anwendung  der 
strengen  Formeln  erhält,  als  durch  die  folgenden  Reihenentwicklungen.  Wendet  man 
auf  tgL'  die  oben  [Gleichung  4)  6)  to)  (pag.  29,  30)]  gegebenen  Reihenentwicklungen 
an,  so  findet  sich  zunächst: 

X'  =  q'Bin(a0+ Jaa-{-  p)  -\-  $q'2am2{aa-{-  Ja0  +  p)  +  \q'3sin^{a0-\-  Ja0-\-  p)-\ 

oder  auch : 

L' =  y'flino0-r-  ^y'1siu2a0+  J?'ssiD3a„ 

+  q'[Ja0+  p}cma0 —  \q'(Jaa-\-  p)2ema0         \    51) 
+  q  '^{Jcig  +  p)  cos  2<r0- 
Andrerseits  erhält  man,  wenn  abkürzend : 

»   =    »i  t  +  »1 P  +  "3 13  +  ■  ■  ■    \ 

tn   =   tax  t  +  m^fi  +  m$  P  +  •  •  ■     I 

P   =   Pit  +  Pt*  +  Pi*'+  ■  ■ 

JdD=:   Jx  t  4-  <*i  f*  H 

Jda  =  X,  t  +  Bi  *>+... , 

gesetzt  wird ,  wobei  die  Bedeutung  dieser  Buchstaben  leicht  durch  Vergleich  mit 
den  drei  letzten  Formeln  15)  (pag.  202}  und  45)  (pag.  218)  erkannt  wird,  mit  Berück- 
sichtigung der  Glieder  dritter  Ordnung  : 

{■={»,<  +  „p+  K-  JV)  <ü}<tg«„  +  5^  +  55&  Wo  + 

+  [cosa0—  (4aa  +  p)ama0][\n,t+  injf1]}, 
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und  geordnet  nach  Potenzen  der  Zeit: 
<  +  {"i«go,o+l"i'<*'» 
+  {("J—  i»i')'g'So+  "l"7O0«"o—  l"i!(Pi  +  -Bi)«ino0  + 

Es  wird  sonach,  -wenn  man  ähnlich  wie  früher  für  t  die  Bezeichnung  t,  —  ta  ein- 
führt, überdies  die  von  der  Eigenbewegung  abhängigen  Glieder  nach  45)  (pag.  218) 
durch  die  Grössen  pQund  ft0'  ausdrückt  und  überall,  weil  eine  Verwechslung  in  diesem 
Falle  nicht  möglich  ist  und  sich  diese  letzteren  Grossen  auf  das  Äquinoctium  der 
Epoche  der  Sternposition  beziehen ,  bei  a ,  ä,  ft  und  ft'  den  Null-Index  fortlasst : 

a,=  a  +  am— y+^fe— y*+ .*,{*,— y» 

Ai  =   ml  +  n,  sinatgi?  +  ft 

Aj  =  ffi2-r-^»ilsin2a  +  /*'n|sina-(-tgd{niBina-|-{j>1  +  //)nicoe«-|-/i^'}-}- 

-l-tgd'tjBi'sin  2a  +  ;*'»i  sin  0} 
At  =   ms  +  \nlt^%m2a+^ni^pl  +  ^)aM2a  +  t^^'iäna+nift'(pi+fi)ct»a-\- 

+  tg-J{[«3+n"is—  y(^i-(-ri2-T'tS+"''i'1l8intr  +  ^^'+^  + 

+  niftjcosa  +  n,i;i'sin2o  +  ia,»sin.3«}  -+- 
-+-  tgdI{n|Wjsin2o-|-M|J(yi+^)cos20(4-(pi+2lu)(i'»lcoflo-|-»»i^'sina}-|- 
4-  4$o"3{i«i3Gin3a  4-n,^'*sina  -f- n,V'ain2a}- 

Für  die  Declination   ergibt  Bich   ans  der  letzten  Gleichung  in  46)  (pag.  219)  durch 

ähnliche  Transformationen: 

o,  =  ö  +  AH  —  Ü  +  AC,  -  ya+  Afo  -  <Ü3 
A  =  ni C08  a  +  m' 

A  —  «icoaa  —  »i(/»i  +  |«)sina  —  ^ft'sinsd  —  Jn^sina'tgfl 
A  =  cosa{«j—  |»,9sinol—  £«i(/»i+  J*)1}  —  Binofnjfo  +  ft)  + 
+  «ift+  i/i'n^sina}  — 

—  tgdsinaf«!1^,  -+-  «)cob«  +  n^sina  +  t^ftft')  — 

—  tgd1sinoI{4n,,co8«  -+•  {n^ft'}, 
in  welchen  Ausdrücken  zu  setzen  ist  [vergl.  52)  pag.  22t  mit  15)  pag.  202] : 

»ii  =  +  46"°593>  +o"ooo2  8391  {t0 — i85o)  +  o"ooooooooo88(/0 — 1850)* 

n,  =  +2o"o5i50  —  o"oooo  8669 (t0 — 1850}  —  o"oooo 0000048(4, —  1850)1 

Pi  =  +23"o30  +  o"ooo  142  [ta —  1850) 

fflj  =  +o"oooi  4195  -|-  o"oooo  0000  088  (/j, —  1850) 

»j  =  — o"oooo  4334  —  o"oooo  0000  048  [t^, —  1850) 

pi  =  +  o"ooo  03 1 

l»3  =    +0"OCOO  OOO3  657 

»i  =  — o"oooo  0004  182. 
In  den  Ausdrücken  für  A2 ,  A3  und  A  i   A  hat  man  bei  der  Rechnung  darauf  zu 
achten,  Alles  homogen  zu  erhalten,  daher,  um  Alles  in  Bogensekunden  auszudrücken, 


53b) 


53«) 
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die  Glieder  zweiter  Dimension   mit  are  1",   jene  dritter  Dimension  mit  (arc  i")s  zu 
multipliciren. 

Die  Gleichungen  53a),  53b),  53c)  (pag.  222)  enthalten  somit  die  Lösung  des 
Problems,  mit  Bücksicht  auf  die  Eigenbewegung  die  Präcession  nach  Potenzen  der 
Zeit  bis  zu  den  Gliedern  dritter  Ordnung  inclusive  zu  berechnen.  Hat  man  eine 
solche  Übertragung  nur  für  einen  oder  wenige  Zeitmomente  auszuführen,  so  wird 
die  Benützung  der  strengen  Formeln  46)  (pag;  219)  das  Ziel  rascher  und  sicherer 
erreichen  lassen,  während  die  Anwendung  der  obigen  Formeln  53abc)  wesentliche 
Yortheile  bieten  wird,  sobald  viele  Orte  für  verschiedene  mittlere  Äquinoctien  zu 
ermitteln  sein  werden.  Die  Rechnung  nach  denselben  lässt  sich  aber  durch  geeig- 
nete Hilfstafeln  sehr  wesentlich  vereinfachen;  sondert  man  zunächst  jene  Glieder, 
welche  von  der  Eigenbewegung  abhängen,  so  lassen  sich  die  mit  dem  Quadrate  der 
Zeit  multiplicirten  Glieder  auf  die  Form : 

~  A  =  «,0  +  o,»tga +  «,»**  1  54a) 

2oo7>2  =    d^  +  d^tgd,  f 

bringen,  wobei  offenbar  gesetzt  wurde: 

ö*°  =   ~{«s +  i"i18in2o} 

<h'  =   ^{Misina+jii^cosa} 

V=   ^{Wsinaa}    '  5'b' 

df  =  20o{n]COSa  —  rtip,sin«) 

dj1  =  2oo{ — ^n^sina'}. 
Die  Multiplication  mit  200  bewirkt,  dass  man  dadurch  unmittelbar  die  Änderung 
des  ersten  Gliedes  der  Präcession  in  hundert  Jahren  erhält,  welche  man  Variatio 
säcularis  nennt ;  die  Division  mit  1 5  in  den  Bectascensions-Gliedern  wird  bewirken, 
dass  die  Säcularvariation  in  der  Reotascension  sofort  in  Zeitsekunden  erhalten  wird. 
Die  von  der  Eigenbewegung  abhangigen  Glieder  werden,  wenn  man  dieselben  eben- 
falls beziehungsweise  mit  —  und  200  multiplicirt,  die  durch  jene  Grösse  bewirkte 
Correction  der  Säcularvariation  ergeben.     Mau  wird  finden : 

Jtt*=  {^nicosats<*}'*  +  {^n>S}/x'+^7ts<Jw''  l54C) 

^/dj  =  —  Zoo«,  sinct/i  —  50 sin  2<J/i1l  ) 

in  welchen  Formeln  (t  und  ft'  in  Bogensekunden  angesetzt  gedacht  sind. 
Die  Glieder  a-",  Oj1,  oj1,  df  und  d^  lassen  sich  leicht  in  Tafeln  bringen,  die  mit 
dem  Argumente:  Bectascension ,  von  Zeitminute  zu  Zeitminute  tabulirt  sind.  Die 
Tafel  XII  gibt  entsprechend  den  Überschriften  die  diesbezüglichen  Coefficienten  und 
zwar  in  zwei  Columnen,  deren  erste  die  für  1850  geltenden  Hauptwerthe,  deren 
zweite  die  Säcularänderung  der  Hauptwerthe  in  Einheiten  der  letzten  Decimale  der- 
selben enthält,  weshalb,  wenn  mit  t  die  Jahreszahl  des  vorgelegten  Datums  bezeich- 
net wird,  die  Zahlen  der  zweiten  Columne  mit  %  =  —  {t  —  1850)  multiplicirt  als 
Correctionen  an  die  Hauptwerthe  anzubringen  sind.   Es  wäre  in  mancher  Beziehung 
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bequemer  gewesen,  statt  der  Zahlenwerthe  der  öj1,  a^1  und  dj<  Coefficienten  sofort 
die  Logarithmen  in  die  Tafel  einzusetzen,  doch  war  der  Umstand,  dass  die  Inter- 
polation dann  nicht  in  allen  Theilen  der  Tafel  möglich  wird,  massgebend,  die  Zah- 
len selbst  aufzunehmen.  In  der  Tafel  wurden  einige  Stellen  mehr  angesetzt,  als  dies 
z.  B.  bei  der  von  Menten  construirten  Tafel  geschehen  ist,  um  selbst  für  dem  Pole 
recht  nahe  stehende  Sterne,  für  welche  tgd  zu  beträchtlichen  Werthen  anwächst, 
hinreichend  genaue  Ausdrücke  erhalten  zu  können;  ist  aber  tgd  in  einem  speciel- 
len  Falle  kleiner  als  die  Einheit ,  so  wird  man  ohne  Nachtheil  sich  nur  auf  die 
ersten  vier  DecimalsteUen  beschränken  dürfen. 

Drückt  man  (t  in  Zeitsekunden,  ft'  in  Kogehsekunden  aus,  so  wird  man  zur 
Berechnung  der  Correction  der  Säcularvariation  für  Eigenhewegung  mit  Benützung 
der  hier  entwickelten  numerischen  Präcessionscoefncienten  haben : 


t4at  =  {&■  2887 5  —  o-ooo  19  t)  cosatgdjii  +  (71 1266  —  o-ooo  19  r) — ^fi'  , 

+  (69866)  tgd>/*'  I 

<7dj  =  (0^46484  —  o  000  19  t)  sincr/i  -{-{&„■} $6?) sin 26p.*.  ] 

Die  überstricbenen  Coefncienten  sind  logarithmisch  angesetzt ,  wobei  der  für  die 
Charakteristik  erforderliche  Zusatz  —  to  fortgelassen  ist;  die  mit  r  multiplicirten 
Glieder  geben  die  Änderung  dieser  Logarithmen  in  100  Jahren,  von  der  Epoche  1850 
an  gezählt.  In  Auwers'  Fundamental- Ca talog  für  die  Zonenbeobachtungen  finden 
diese  von  der  Eigenhewegung  abhängigen  Glieder  ihre  Berücksichtigung  durch  die 
Angabe  einer  veränderlichen  Eigenbewegung,  in  Newcomb's  Fundament&lcatalog 
der  Zeitsterne  sind  dieselben  mit  der  Säcularvariation  vereinigt,  gewöhnlich  wird  aber 
diese  oft  nicht  ganz  unbeträchtliche  Correction  vernachlässigt. 

Um  die  dritten  Glieder  der  Fräcession  bequem  berechnen  zu  können,  wird  man 
nach  Abtrennung  der  von  der  Eigenbewegung  abhängigen  Glieder  setzen  können  ; 

^^=<+a3Ugö-  +  o3Itgd''-l-Vtgo'S    |      .  . 

55a/ 


55b) 


(ioo)*ös=  ^0+^'tgd  +  «i.3tgdi, 
wobei  wieder  zur  Abkürzung  geschrieben  ist : 

03°  =  -^-  {»»3-1-  J «1  »2 sin  2or  -J-  |»iJ^i  cos za) 

«j1  =  —-{{"»—  inis— ^«iPi1)  *ia<*+{»iPi  +  niPilcosa  +  ni'cosaSsina} 

Oja  =  — °?~  {n,  Mjsinza  +  n,2p,cos2a} 

<£,"  =  (ioo)s{(H3 —  !  »,^, !)  cob  a  —  £  », }  cos  a  sin  er1 —  («jp,  +  nip1)  sin  a) 
d,1  =  (ioo)J{—  nt2P\  sinocosa  —  nln1sma'1} 
<V=  (ioo)>{—  ^cosasine*}, 
welche  Werthe  in  der  Tafel  XII  Aufnahme  gefunden   haben ;    der   Gebrauch  der 
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letztem  ist  schon  oben  (pag.  223)  bei  der  Berechnung  der  Variatio  säcularis  aus- 
einandergesetzt worden,  weshalb  ich  in  dieser  Beziehung  auf  die  dort  gemachten 
Bemerkungen  verweise.  Zu  den  Säculargliedern  wäre  zu  bemerken,  dass  die  voll- 
ständige Entwicklung  derselben  mit  Hilfe  der  vorhandenen  Pracessionscoefficienten 
nicht  möglich  ist,  indem  diese  eigentlich  Glieder  vierter  Ordnung  darstellen;  die 
merklich  werdenden  Cocfficienten  dieser  Gattung  lassen  sich  aber  ohne  Schwierig- 
keit aus  den  vorhandenen  in  53c)  (pag.  222)  aufgeführten  Zahlen  berechnen  und 
haben  in  der  Tafel  XII  ihre  Aufnahme  gefunden. 

Die  von  der  Eigenbewegung  abhängigen  Correctionen  der  dritten  Glieder  in 
derPräcession,  welche  bisher  keine  Berücksichtigung  gefunden  haben  und  in  der  That 
in  den  meisten  Fällen  kaum  merklich  hervortreten ,   finden  sich  nach  den  Formeln 
53a}  und  53b)   (pag.   222)  nach  einigen  leichten  Transformationen  wie  folgt: 
Jat  =  ift  [n,scos2a(^  +  tgo1)  +  (»juosa  —  n\Pi  sin«)  tgd]  + 


JS3  =  - 


+  f1'  ["*  iÜ*£  +  "' 2sin  2  a 
+  ftfi' [2  n,  cos  aß  +  tgtf1)]  + 
-f  p![—  «,sin«tg(Jl  + 

+  ^'i[MiBinöwi]} 

'100)*  {ft  [n,  pt  cosa  +  T^sina  +  ^n^ 


~t>  +  a  ■» ; 


tl2«tgd]   + 


550] 


-+- /!/('[»! sinatgj]}, 

oder  numerisch,  wenn  u  in  Zeitsekunden,  (i'  in  Bogensekunden  angenommen  und 

die  Cocfficienten   in  derselben  Weise  wie   oben    (pag.  224)    logarithmisch   angesetzt 

werden: 

Ja-i  =  {7-674400820  +  (6,3225  cosa-|-8n0356sina]  tgd-f-  7  9754C0S2atgd2}/i 

+  J5ni4&4  ~"^  +  6-8595  £#  +  6-7994  sin  2  a  ^^  u'  + 

+  {6'6733coser  +  6-9743  cosa  tgd2}  /'/''  + 


+  {7B8494sinotg'J}  I1"1 
+  {5-4972sni«  J^p}  f 

-  [qn2ii7  cosc  -+- 


+    7*6744  . 


■4986  sin«  -f-  8 
/*'  +  {8n7244< 


,8505  sin2cttgd]/(  + 

as  a}(t2  -4-  {7„8494sinatgd}  iifi'. 


■55* 


Schliesslich  wäre  noch  hervorzuheben .  dass  man  durch  eine  entsprechende 
Veränderung  der  jährlichen  Eigenbewegung  eines  Sternes  leicht  den  Übergang  von 
der  im  vorliegenden  Werke  benutzten  Bessel'schen  Praccssionsconstante  auf  die 
gegenwärtig  ziemlich  häufig  benützte  Struve'sche  bewerkstelligen  kann.  Da  näm- 
lich die  säcularen  Änderungen  der  Struve  sehen  Präcessionscocfncienten  auf  Massen 
beruhen,  die  den  Le-Verrier'schen  Annahmen,  welche  den  vorstehenden  Entwick- 
lungen  zu  Grunde  gelegt  wurden,    sehr  nahe   kommen,    so  sind   in  der  That  die 


n 


dby  Google 


^ 


Glieder  zweiter  und  höherei  Ordnung  als  identisch  anzusehen;  man  hat  daher  nur 
die  ersten  Glieder  der  obigen  Werthe  von  m  und  n  (pag.  203)  beziehungsweise 
um  o"oi724  und  o"oo48o  zu  vermehren,  um  den  Übergang  auf  die  Struve'schen 
Constanten  der  Hauptsache  nach  herzustellen.  Es  ist  somit,  wenn  auf  diese  Unter- 
schiede nur  in  den  Gliedern  erster  Ordnung  in  den  Formeln  53a}  und  53b)  (pag.  222) 
Rücksicht  genommen  wird ,  zu  setzen : 

f'B  =  ps  +  0*00115  +  0*0003  3  sinatgd    1 
/'j=/<ff  +  o  0049 cos a,  ) 

in  welchen  Formeln  (ts  und  [i's  die  mit  Struve's  Werthen  erhaltenen  Beträge  der 
Eigenbewegungen  vorstellen,  /ib  und  fi's  dagegen  diejenigen  sind,  welche  man  bei 
Benützung  der  im  vorliegenden  Werke  entwickelten  Präcessionscoefncienten  anzu- 
wenden hätte.  Man  kann  auch,  ohne  der  Genauigkeit  allzusehr  Eintrag  zu  thun, 
statt  der  obigen  Werthe  setzen : 

,       .               ,      ,    jährt.  PrÄcesg.  in  AR. 
f'B   =  Pb   +  0*00040  +-  ,^  10o        — - 

,       ,      ,     j&hrl.  Pr&ce».  in  Decl. 
ttB=  fS  +  fj  '— — ■ 

Als  Beispiel  der  Anwendung  der  vorstehenden  Formeln  nehme  ich  den  Stern 
Camelop.  23  Hev.  vor,  dessen  Ort  sich  auf  pag.  72  von  Auwers'  „  Fundamen  tal- 
Catalog  für  die  Zonenbeobachtungen"  findet.  Man  hat  danach  für  das  mittlere 
Aquinoctium  1875-0  für  diesen  Stern  anzunehmen: 

a  =  bh  24'"  51*823  6  =  +  7Q°  41'  36"52 

iis  =  —  0*0230  [t's=  —  o"658. 

Zunächst  soll  die  angeführte  Position  für  das  vernachlässigte,  von  der  Erdbahn - 
excentricität  abhängige  Glied  (vergl.  pag.  115  ff.)  corrigirt  werden;  man  findet  nach 
Formel  1 2a)    (pag.   115): 

(«'  —  q)u  =  +  0*127  {*'  —  <*)n  —  4-  o"o2, 

um  welche  Beträge  die    obigen  Coordinaten  zu   vermindern  sind ,    hat  also  anzu- 
nehmen :  ,»      _  .      ,      „ 
a  =  6"  24"'  51*696  =  96"  12   55  44 

<*  =  +  79°  4i'  36V; 

für  die  Eigenbewegung  ist,  da  Auwers'  Catalog  sich  auf  Struve's  Präcessionscon- 
stanten  gründet,  nach  56}   (pag.  226)  zu  verwenden: 

ft  =  —  0*0230  +  0*00295  =  —  0*02005 
fi  =  —  o"658    —  o"ooo5    =  —  0*6585, 

welche  Werthe  den  folgenden  Rechnungen  zu  Grunde  zu  legen  sind.  Es  soll  nun 
das  Glied  erster  Ordnung  nach  den  Formeln  53a}  und  53b)  (pag.  222)  berechnet 
werden.    Man  hat  für  1875,  nach  53c)  (pag.  222)  anzunehmen  oder  erhält,  was  be- 
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quemer  ist,  aus  der  Tafel  XI,   welche  von  zehn  zu  zehn  Jahren  für  den  Zeitraum 
1600 — 2100  die  Präcessionscoeincienten  für  die  zugehörigen  Jahre  gibt: 
m,  =  3*07109 
log-rV"!  =  0-126008 
logtij  =  1-302100. 
Damit  stellt  sich   die  Rechnung  der  Glieder  erster  Ordnung,    wenn  man  die  Prä- 
cession  in  Rectascension  im  Zeitmasse  erhalten  will,  wie  folgt: 

sinn     9-997440  cos«     9,034494 

tgd    0-740  290  »!     1-302  100 

^«1     0-126008  rt,cosnr     — ^"1707 

&n,tgÖBina    +    7*30698  fi'     —  0%^ 

m,  +  M     +    3*05104  I>|     —  2"82g2. 

At   .+  10*35802 
Die  Rechnung  der  Variatio  säcularis,  soweit  dieselbe  von  der  Eigenbewegung  unab- 
hängig ist,    ergibt  nach  der  Formel   54a)   (pag.  223)  mit  Benützung  der  Tafel  XII 
und  gehöriger  Berücksichtigung  der  Säcularglieder : 


<H°  = 

-+-   O*000    50 

w=  - 

o"4442 

1'  =  \ 

—  0*003  806 

—  0*002  7973 

+  6 

«v  =  {~ 

o"i9263 
+  4 

logrf,' 

9*284  63 

logo,' 

7»44°65 

logt«  & 

0-740  29 

logtgd1 

1-48058 

log«i' 

7n58o  47 

aj'tgrf 

—  0*020  93 

«I^tgd1 

—  0*084  57 

rf,'tgd 

—  i"059i 

W4 

—  0*10  500 

zoo  Di 

—  l"5°33 

Die  für  *ffl  A2  und  200  D-i  gefundenen  Werthe  stellen  also  die  Variatio  sacukriu 
dar,  soweit  dieselbe  von  der  Eigenbewegung  unabhängig  ist;  der  Einfluss  der 
letzteren  findet  sich  aber  nach  54(1)  (pag.  224),  wobei  die  mit  %  multiplicirten  und 
von  dem  Quadrate  der  Eigenbewegung  abhängigen  Glieder  kaum  etwas  merkliches 
ergeben,  wie  folgt : 

cosa     9»°345  sin«     9-9974  tgd     07403 

tgd     0-7403  seed1     1-4947  tlt*      8-1207 

Coeff.     8-2887  Coeff.     7- 1 1 26  Coeff.     6-9866 

fi    8„3Q2i  ft'     gn8i86        

]ogJatW     6-3656        log-Zor^1'     8,4233      log  Ja2w     5-8476 
Ja^    +  0*00023  1 
dafl\    — 0-02651  \    dtti  =  —  0*02621 

^«2l3)      +  0-00OO7   J 
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Coe'ff. 
t_ 


9-9974 
9*4648 


am  2(5 
Coeff. 


log^j!"     7-7643 
J5^     +  o"oo58  1 
ddJM         o-oooo  J 


9-5466 

8W73Ö7 
6-6042 


bg.^     4n88?5 
^/dj  =  4-  o"oo58. 


Es  ist  somit  die  Variatio  säcularis  mit  Rücksicht  auf  die  Eigenbewegung : 


in  Bectascension  = 
in  Declination      = 


-0*13121 
-  i"497S- 


Für  die  Berechnung  des  dritten  Gliedes  liefert  die  Tafel  XU  mit  dem  Argu- 
mente: Rectascension,  die  Coefficicnten : 


a-j"  =   —  0*0046 

d3"  <=  4-  0"023 

03'=   —  0*01298 

cij}  =  +  o"o2j6 

f— 0*014108 

d^  =  +  o"oioi4. 

1—  o'oo3  9899 
">={              +.3 

Man  hat  also  nach  55a}  (pag.  224) : 

loga'j     8wii327           loga3*     8„ 

4943           log«s3     7n6o°82 

logtgii     0-74029         logtgd1     1-48058          logtgd1     2-22087 

logrf'j     8-44091            logrfj2     800604 

( —  0*0046 

,          —  007 14 

■  =  —  1*1659 

1  —  0-6633 

/  +  0"023 

ioo>Z>3  )  +0-152 

=  4-  0*482, 

\  +  0-307 

womit  für  den  gewählten  Stern  das  dritte  Glied  in  "Rectascension  und  Declination, 

soweit  dasselbe  von  der  Eigenbewegung  unabhängig  ist,  ermittelt  erscheint. 

Der  Ein- 

fluss  der  Eigenbcweguug  auf  dieses  Glied  ergibt  sich  nach  55d)  (pag.  225)  wie  folgt: 

Coefficient  von   «  in  Jat 

Coefficient  von  /t'  in  Ja 

za  1920  26'            tgd2   14806 

seeö*1  1  -4947             fi'm  - 

-0-02330 

cos  2a  9*9897  cos2atg<?1  i„4703 

sin« sec d1  1-4921              ft'u  - 

—000245 

log/'i  7n664>          logpw  9b4457 

'»g/<'i  6n6385               /»'i- 

—0-00043 

cosa  9*0345               (im  —02791 

cososeed2  o„5292  Coeff.v./t' - 

—0-02618 

sin  a  9-9974                fin  — 0-0592 

log^'u  7t.3»87        log  >. 

8*4180 

ites  Glied  5-3570                 fn  — 0-0046 

sin  ja  9n3330          l°g,"' 

9„8i86 
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ztes  Glied  8,0330      Coeff.v./i — 0-3429 

Add:  9-9991  logCoeff.v.  fi  9,5352 

Coeff.v.tgd  8,0321  log/i  8,3021 

tgd  0-7403  ^Oj(1,4- 0*0069 

log/*n  8,7724 

Coefficient  von  fifi'  in  z/orj 

log{|"/*')i     W°78 

coscrtgd1     o„5i5i 

logWOn    7n4894 

Add:       0-0071 

log  Coeff.  Iftft')      7,4965 


tgdiiecd1  2-2350 

atgdsecd2  1,5680 

log^'m  8,3674 


^«sra  +0*0172 


fifi 


1207 


^/a,'3'    oJoooo 


Coefficient  von  f*1  und  ;*'*  in  Ja% 

sinatgd       0-7377 

Coeff. /11     8,5871 

ft1     6-6042 

Ja^n  0*0000 


Es  ist  sonach: 


Ja, 


Coefficient  von  u  in  <4S3 
log/ii  8-2462  ^iu  +  0-08388 

logjm  7-4960  fin  +0-00313 

sin2a     9,3329  /n   +0-01763 

sin2rrtgJ     0^732      Coeff.v.ji  +0-10464 
log^m8-9237  logCoeff.v. /i       9'°'97 
t^djCt  —  o"oo2 
Coefficient  von  u'*  in  z/d, 
log  Coeff.  /ta       7-7589 
*/dys>     o"ooo 
Es  ist  also : 


sinasecfPtgd        2-2324 

Coeff.  ft'*     77296 

jt'i     9-6372 

*/a3(S)  +0*0023. 

-  0*0264 

Coefficient  von  /i'  in  Jd3 

sina1      9-9948 

sino^secd1      1-4895 

Coeff.  v.  ft'      9,1639 

Jd^>  +  0*096 


Coefficient  von  ftp'  in  */dj 
log  Coeff.  ft'       8n587i 
^/dj(*>     o"ooo. 


Jd3  =  +  o"o94  , 
und  somit  das  dritte  Glied  mit  Rücksicht  auf  die  Eigenbewegung : 

IOOS 

—   A3  +  Ja3  =    —  1*1395 
1001  D3  +  Jd3  =    +  o"576  . 

Die  Zusammenstellung  der  Resultate  ergibt  sonach  für  den  Stern  Camelop.  23  Hev. 
für  1875-0: 

Mittlerer  Ort:  a0  =  6*  24m5i*696,   d„  =  +  79*41'  36*50 

Jährliche  Präcession  f  + 

Jährliche  Eigenbew.  \  — 

Variatio  säcularis  f  —   o' 

Corr.derV.s.  wegen  Eigenbeweg.  \  — 

Drittes  Glied  ( — 

Corr.desd.G.wegenEigenheweg.  \  + 


3*37807 

—  2"i707 

3-02005 

—  0-6585 

3*10500 

—  '"5033 

3-02621 

+  0-0058 

'1659 

+  o"482 

0264 

+  0-094  ■ 
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Der  Einfiuss  der  Glieder  dritter  und  höherer  Ordnung  wird,  falls  der  Stem- 
oit  dem  Pole  nicht  nahe  ist,  selbst  für  recht  entfernte  Epochen  wenig  merklich 
hervortreten  und  man  kann  sich  in  diesem  Falle  auf  die  Berücksichtigung  der 
Glieder  zweiter  Ordnung  beschränken,  welche,  wenn  ein  genäherter  Werth  für  die 
Präcession  bekannt  ist,  leicht  in  einer  der  Formel  24)  {pag.  206)  entsprechenden 
Weise  mitgenommen  werden  können.  Man  berechnet  nämlich  mit  Hilfe  der  ge- 
nähert bekannten  Präcession  die  für  die  Mitte  der  Zeit  £  (t,  +  Q  geltenden  Coor- 
dinaten  amund  <Jm,  entnimmt  der  Tafel  XI,  welche  die  Präcessionswerthe  innerhalb 
des  Zeitraumes  von  1600  —  2100  von  10  zu  10  tropischen  Jahren  angibt,  durch 
Interpolation  die  für  diese  Mittelepoche  geltenden  Werthe  von  mm  und  nm,  ermittelt 
mit  diesen  Werthen  die  jährliche ,  durch  die  Präcession  bewirkte  Änderung,  wobei 
nur  die  ersten  Glieder  in  den  Ausdrücken  53a)  und  53b)  (pag.  22z),  mit  denen  man 
eventuell  die  Werthe  der  jährlichen  Eigenbewegung  verbindet,  in  Betracht  kommen 
und  hat  somit: 

Ja  =  (*,—  t0){mm+nmtgömsmam+fim)   1 
M  =  ß_  ^{«„cosa,,-*-^},  / 

welche  Ausdrücke  den  Betrag  der  Präcession   innerhalb  des  Zeitraumes  tx  —  ta  bis 
auf  Glieder  dritter  Ordnung  exclusive  genau  geben. 

Es  sei  der  für  18750  geltende  Ort  von  a  Ceti: 

»o  =  *A55m  44*780  d0   =  -+-  3°  35' 52*72 

Pm=  ~  o'oo'?  P'm=  —  °"°7o, 

auf  das   mittlere  Aquinoctium  18000   zu   übertragen;    genäherte  Präcessionswerthe 
seien:  +3*13  und  -4-  14W4.    Es  ist  daher: 

\{k  +  Ü  =  1837-5     logft  —  g     =  1.875061 
«m  =     2*  55m 44*78  —  37-5  (3*U)     =     43°  26'  51" 
<*„,  =  +3°35'52"7  — 375(i4"3)*)=  +  3°26'56"; 

5384,       log«m=  1-302170,       log  ^»  =  0-126079, 

J S0    —  18'  1 1"87  logz/aj     on6i8  614 

d-Of'm  +  5~25 

J  6      —  18'   6"62 


1800  \ 


Tutel  XI : 

mm  = 

3'°7 

d-'o)»m 

3»"77 

23' 

COSOq 

9-860 

939 

8ina„ 

9.83; 

39« 

(<|-«A"» 

2„OOI 

140 

%«o 

8-780 

082 

Ju-i 

—  4'"55 

('1- 

u«. 

—  3'»5o'2  79 

('■- 

y  i<» 

+  0*127 

Ja 

—  3m54l3°7 

A5im  50*473 
[t  —  +  3°i7'46"io. 
Ganz  ähnliche  Formeln  erhält  man  für  die  Übertragung  der  ekliptikalen  Polarcoor- 
dinaten ;  beschränkt  man  sich  in  den  strengen  Formeln  39)  (pag.  2 1 5)  auf  die  Glieder 
erster  Ordnung  und  berücksichtigt  die  Glieder  zweiter   Ordnung  wie  früher  durch 
den  Übergang  auf  die  Mittelepoche,  so  findet  sich  leicht : 

JX  =  ft  — Üf.^+ff.tgA.CMp.  — JTJ)  1        . 

*)  Hierbei  iat  auf  die  Eigenbewegung  Rücksicht  genommen. 
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zu  welchen  Formeln  eventuell  die  aus  der  Eigenbewegung  resultirenden  Correctio- 
nen  hinzuzulegen  wären ;  die  Grössen  lm ,  itm  und  J7m  werden  aus  der  Tafel  XI 
für  die  Mittelepoche  zu  entlehnen  sein. 

Ab  Beispiel  soll  das  für  die  Anwendung  der  strengen  Formeln  gebrauchte 
(pag.  215)  gewählt  werden.  Der  grosse  Zeitraum  und  die  relativ  grosse  Breite  lassen 
zwar  die  Benutzung  der  Näherungsformeln  58)  nicht  gerathen  erscheinen ,  doch  soll 
durch  dieses  Beispiel  gezeigt  werden,  welche  bedeutende  Annäherung  die  Ausdrucke 
selbst  unter  ungünstigen  Umständen  gestatten. 

Xm=  86°  2' 12"  ßm=  +66°  4' 35"        i(<i+y=  1819 

Tafel  XI:  lm=  50^2765         nrm=  0^7970         JTm=  172043' 13" 
log;tm      9-680970  log^Ä^  0,903  457 

('1  —  'o)      2nI07  2I°  ^1  —  8"oo7 

—  sin(Äm  —  IIJ    9.999272  fo—  y;m    —  i°47'  9"i39 

ft  ~  Q  «m      i«788  180  JXX     —  1    47  17-15 

cosf^n, —  ilm)      8-762  300  Jß  —  1      1-30. 

tgÄn      0-352  977 
Diese  Resultate  sind  mit  jeueu  der  strengen  Formeln  völlig  identisch. 

Von  den  vorstehend  entwickelten  Formeln  wird  man  bei  Bahnbestimmungen 
häufig  genug  Gebrauch  machen,  besonders,  wenn  dem  Rechner  die  Aufgabe  gestellt 
wird ,  die  Reductiou  der  bei  den  Beobachtungen  benützten  Yergleichgteme  selbst 
auszuführen.  Man  ist  in  diesem  Falle  genöthigt,  die  Positionen  der  Sterne  den  Stern 
k-atalogen  zu  entlehnen  und  dieselben  von  der  Epoche  des  Jahresanfanges,  auf  wel- 
chen der  Katalog  bezogen  ist ,  auf  die  des  Beobachtungsjahres  zu  reduciren ;  hat 
man  mehre  derartige  Verwandlungen  für  denselben  Katalog  und  für  dasselbe  Be- 
obachtungsjabr  auszuführen,  so  wird  die  wiederholte  Benützung  der  in  diesem  Falle 
constanten  Werthe : 

mmlh  —  Ol    l°gCl  —  Qnm  un^  l°g  (4  —  Q  TVwm: 
die  Rechnung  wesentlich  abkürzen. 

Die  Erfahrung  hat  gelehrt,  dags  die  Angaben  der  verschiedenen  Kataloge  für 
die  Sternorte  mit  mehr  oder  minder  erheblichen  systematischen  Fehlern  behaftet  sind, 
die  im  Allgemeinen  vor  Benützung  der  Positionen  in  Rechnung  gebracht  werden  soll- 
ten. Doch  hat  bei  der  gegenwärtigen  Sachlage  die  strenge  Reduction  der  verschie- 
denen Kataloge,  hauptsächlich  in  Folge  der  mangelhaften  Kenntnis  der  Eigenbe- 
wegungen, immerhin  etwas  missliches,  so  dasa  genaue  Angaben  über  diese  Reduc- 
tionsgrössen  für  die  älteren  Kataloge  derzeit  nicht  gemacht  werden  können;  ich 
verweise  in  Bezug  auf  die  eventuell  anzubringende  Correctionen  auf  die  Arbeiten 
von  Argelander  (7ter  Band  der  Bonner  Beobachtungen)  und  Auwers  (astr.  Nachr. 
No.  1536  und  Fundamental -Katalog  für  die  Zonenbeobachtungen,  pag.  7  —  12). 
Bruhns  gibt  iu  No.  2381  der  astr.  Nachr.  eine  Zusammenstellung  dieser  auf  der 
Leipziger  Sternwarte  l>enützteu  Quantitäten. 
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4a  =  - 

—  h0  sin  [H„  -\- 

a)  seciJ 

U  =  - 

-  Ä„coa  (Hlt  + 

a)  sin  3  - 

—  »Ocos5 

logÄ 

Ha 

*o 

800 

9-534 

35i°3 

—  o"o22 

850 

9-534 

350-5 

—  OO24 

900 

9-534 

349-7 

—  0-02Ö 
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Würde  von  den  in  diesem  Lehrbuche  entwickelten  Abemtionscoeföcienten 
Gebrauch  gemacht ,  so  wäre  zu  beachten ,  dass  die  bisher  publicirten  Sternkataloge 
das  kleine,  aus  dem  Froducte  der  Aberration  in  die  Erdbahnexcentricität  entstehende 
Glied  nicht  enthalten :  man  hätte  daher  die  diesbezüglichen  Positionen  für  dasselbe 
zu  corrigiren,   also  die   Katalogspositionen  [vergl.  12a}  und  12b)   pag.  115]  um  die 


59) 


zu  verbessern ,    welche  Correctionen   leicht  mit  den  Rcductionen  der  Kataloge  auf 
ein  bestimmtes  System  vereinigt  werden  können. 

Hat  man  die  Positionen  eines  Sternes  aus  mehren  Katalogen  entlehnt  und 
auf  dasselbe  mittlere  Äquinoctium  reducirt ,  so  weichen  die  so  erlangten  Positionen 
häufig  weiter  von  einander  ab ,  als  man  dies  nach  der  Genauigkeit  der  Beobach- 
tungen erwarten  sollte;  zeigen  diese  Fehler  einen  der  Hauptsache  nach  mit  der  Zeit 
fortschreitenden  Gang,  so  wird  die  Ursache  dieser  Abweichungen  wohl  in  einer 
Eigenbewegung  des  Sternes  zu  suchen  sein;  sollte  eine  solche  schon  hei  der  Re- 
duction  berücksichtigt  worden  sein,  so  kann  man  schlicssen,  dass  dieselbe  noch  einer 
Verbesserung  bedürfe.  Wenn  man  von  einer  bestimmten  Epoche  tlt  ausgeht,  für  welche 
z.  B.  für  die  Reetascension  der  Wcrth  a0  angenommen  wurde  und  wenn  die  Kata- 
loge für  die  Epochen  der  Beobachtungen  t,,  tj,  tt  ■  ■  ■,  für  die  man  meist  ohne  er- 
heblichen Fehler  die  Hauptepoche  des  betreffenden  Katalogs  ansetzen  darf*},  die  auf 
das  gemeinsame  Äquinoctium  reducirten  Hectasceusionen  beziehungsweise  au  ßj,  «3  •  - 
gehen,  so  kann  man  Bedingungsgleichungen  von  der  Form : 

"2  —  «o  =  ^«o  +  ( jt)  [h  —  O 
aufstellen.    Setzt  man  abkürzend  : 


*  =  <*•><, 

y         dt 

(01  —  »J  Yg,  =  »1 

Vs<=«i 

d  -  U  V*  =  »1 

(«1 — «j  yfi = «j 

Vyi  =  oi 

Vi  —  U  Yg,  =  »i 

in   welchen  Gleichungen  fr  fr  •  •  ■  die  Gewichte   darstellen,    die  man  den  Resul- 

*)  Bei  beträchtlicher  Eigenbewegung  wird  man  so  weit  ah  thunüch  die  genaue  Epoche  der 
Beobachtung  iu  ermitteln  trachten. 
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taten  der  verschiedenen  Kataloge  in  einem  vorgelegten  Falle  zu  ertheilen  Veran- 
lassung hat,  ao  nehmen  die  obigen  Bedingungsgleichungen  die  Gestalt  au : 

»i  —  «i*  +  6,y 

«2  =  a^x  +  b^f 

Der  wahrscheinlichste  Werth  findet  sich  dann,  wenn  man,  dem  zweiten  bände  die- 
ses Lehrbuches  vorgreifend,  die  dort  bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  aus- 
geführten Entwicklungen  benutzt : 


*  =. 


IM]  [an]  —  [ab]  jW,  M  [bn]  —  [ab]  [au] 

[«]  [»]  —  [ab]  [ab]  y         [an]  [bb\  —  [ab]  [ab] 


wobei  abkürzend : 

[an]=a]nl+ain2+asn.i+~-  =SFt{al~aJ+ffi{a2—atj-l-{t3{a:i—<iJ+—- 
LH=Mi+WHi».+-  =Ci-^i(«i-"J+(^— 'o)?2(«i-«o)+(^-^3(«3-"J+- 

[aa}=alax-\-aiai-\-ala-i+—  =yt-|-?i-+-#H 

t«ij=a1il+aji2+a3JJ+---  =[ti—taj</l+^—^9i+^i-t^+- 

gesetzt  ist.     Man  kann  aber  die  Rechnung  wesentlich  vereinfachen,   wenn  man  für 
ta  die  Zeit  nimmt,  welche  durch : 


*„  =  ?-- 

"        ffi  +  g*  +  g%  +  ■ 


bestimmt  ist ;  dann  wird,  da  [ab]  in  diesem  Falle  nothwendig  der  Null  gleich  ist : 


V 


-  ja    —  ("i  —  °o)  gl  +  (**i  —  «0  9t  +  i«3  —  aJffo  +  •■  ;  __  J«« 

°  ffi  +  92  +  n  + [«* 

:   2f~     ~  [W]  " 


Der  Werth  von  („  wird  im  Allgemeinen  nicht  mit  der  Epoche  des  gemeinsamen 
Äquinoctiutns  zusammenfallen,  mit  Hilfe  des  Werthes  von  y  wird  es  jedoch  nicht 
schwer  sein,  die  für  t0  geltende  Rectascension  auf  diese  Epoche  zu  übertragen.  Ein 
auf  dieselben  Frincipien  gegründetes  Verfahren  wird  man  zur  Bestimmung  der  Eigen- 
bewegung in  Declination  anwenden  können. 

Nachdem  in  den  bisherigen  Entwicklungen  der  Einfluss  der  Präcession  auf 
die  Elemente  der  ttahnlage  und  auf  die  polaren  Coordinaten  eines  Ortes  ermittelt 
worden  ist,  erscheint  es  nun  wiinscbens werth ,  die  Wirkung  der  Präcession  auf  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  und  zwar  zuerst  für  die  Ekliptik  zu  bestimmen,  weil 
nach  Vollendung  dieser  Entwicklungen  die  Resultate  in  bekannter  Weise  für  den 
Äquator  verwendet  werden  können. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  31)  (pag.  213)  beiderseits  mit  der  Grosse  q 
und  führt  statt  der  polaren  die  rechtwinkligen  Coordinaten  (vergl.  pag.  6]  ein,  so 
findet  sich: 

x,  cos[JI  +  J)  +  y,  sin  (JT  +  l)  =  +  ^0cosJT  +  y„sinJT 
—  xl  sin  (77  +  l)  +  y,  cos(JT-r- 1)  =  —  »„SHiIIcosrf  +  y„cosJIcosjr  +  z0sinji 
«i  =  +  3r0sinJIsinfr  —  y0  cos  Jl  sin  n  +  *ucos;r, 

Oppol'ot,  Biholrt«  t  Immun  (an.   1.    2.  Anlag».  30 
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aus  welchen  Gleichungen  sofort  resultirt: 

*i  =  x0  {cosJTcob(JI  +  I)  +  sin  II  sin  (JI  +  /)cosjt}  + 

+  y0  {ainiTcoe (JT +  /}  — cob 71  sin (fi  +  fl cos ^}  —  «u8in(n +  /) sinnt 
yi  =  x0  {cosJTsin(7I  +  ty  —  sin  71  cos  (.7/  +  /)cos/r}  + 

+  y0  {sin H sin (il  -\-  l)  +  cosJTcos(JI  +  /Jcostt}  +  z0cos(J7  +  fjsinTT 
«i  =  «„  sinJTsinTT  —  y„cosJIsin?r  +  2„co8?r. 

Statt  dieser  Gleichungen  können  die  folgenden  geschrieben  werden: 
xt  =  x0  +  Xxx0  +  YxVo  +  Zxz0  \ 

yi  =  yo  +  x»*o+  ^fc  +  J*»«b  }   M 

«,  —  r0  +  X, Jfc  +  r,y0  +  ^3r„,  ) 
in  welchen  offenbar  gesetzt  worden  ist : 

X^  =  —  2  {s'in^P  +  sin  JIsin(JI  +'l)sva.\n>) 

Yx  =  —  sin/  +  2cosJ7sin(/I+  flsin^Tr* 

Zx  =  —  sin(/7  +  /)sin?r 

Xy  =  +  sin/ +  2sin7Icos(/T  +  /)sin$?ri 

Ty  =  —a  {Bin4P  +  oos-TJcos{H  + JJshii^1} 

Zy  =  +  cos(JT  +  l}ginn 

Xx  =  +  sin  JI  sin«: 

V,  =  —  cos  JX  sin  TT 

Z,  =  —  2sin4^3. 

Nimmt  man  in  diesen  Ausdrücken  nur  die  Glieder  dritter  Ordnung  in  Bezug  auf 
die  Zeit  mit  und  setzt: 

/={*,+  Vfc,—  1850)  +  Vfc»—  i85o)*}(*i  -  y  + 

+  {Aj  +  Vft,  -  1850)}  (/,  -  yi  +  kik  —  ü' 

tgnrinlZ  =  {<r,  +  ff,'(X,  —  1850)  +  Oi"&  -  i85o)*}(*i  —  ' J  + 

+  W  +  «fc'ft,  —  i85°)}(*i  —  'J1  +  «M*.  —  Q3 
tg«eosiT={yl  +  y,'(i0—  1850)  +  ;-,"&,  -  1850)»}  ft  -y  + 

+  {^  +  ft'Wo  - 1850)}  (*,  -  os  +  »n  -  w. 

in  welchen  Formeln  die  numerische  Bedeutung  der  Coefficienten  durch  Verglei- 
chung  mit  den  entsprechenden  Ausdrücken  in  1 5)  (pag.  202)  ersichtlich  ist,  so  wird 
innerhalb  der  gesteckten  Genauigkeitsgrenzen : 

*x  =  -  (1  (V  +  ff.2)  +  (Mi'  +  ff.  fft')  K.  -  "850)}  ((,  -  y— 

—  {*.  h  -H  ff.  ffs  +  £  <fi  j-i  M  ((,  —  y ' 

r*  =  -  Hi  +  V  %  -  1850)  +  K  i*o  -  1850}'}  (t,  -  t0)  +  {(-  Aj  + *<*,/,)  + 
+  (-  V  +  itffift'  +  yiff.'])  Co  -  '850)}  {/,  -ü*+ 
4-  ft  V  -  *»  4-  i  Wx  ffi  4-  ff.yi  +  ii  yt^l}  ('1  -  U> 

**  =  — {»1  +  ff.'  Co—  "850)  +  VW,-  1850)*}  {*,—  <D)—{(ffi  +  iij'i)4- 
+  ta'  +  kv\  +  n  V)  &  -  1850)}  (*,  -  y>  + 

+  {-ffj  — A1ft-7.ii  +  lff.H.i4-ffl2+^;i]}('i-"Us 
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X„  =  4-  ft  +  !,'(<„-  1850)  +  !,-((„—  1850)!}  ((,  —  y  +  {&  4-  t«,-/.)  4- 

+  (V  +  1  (»1  Ci'  +  /■  »ill  ft  -  "85°!}  (<i  -  U*  4- 
+  {-  i  V  +  *.  +  i  tri  <•%  +  »1  J-i  —  »1  ».1)  (4  -  V 

n  =  -  (i  lV  +  /■")  +  (i,  V  +  7-,  jO  Co  -  "850))  (i,  -  y«  + 

+  {—' *i«i  -  >i»  +  l«i>i  Wi  -  y> 

z,  =  +  fri  +  yi'i'o—  1850)  +  *"«,-  i85o)'|((,  -  y  +  (ta  -  «,t»i)  4- 
+  (»V  -  i, «,'-«,  i,']  (<„  —  1850))  ((,  —  y >  4- 
+  bi — »1 ».  -  «1  *)  —  i  ji IV  +  V  +  j-i'l}  d  -  W! 

x,  =  4-  {«,  +  •,'  n,  -  1 850]  +  »," «,  —  1850)«)  (<,  —  y  4- 

+  {«j  +  «V  ('„  -  1850)}  ((,  —  Q'  + 

+  {»,  -w»,1  +  )•,>!}(«  -y> 

*.  -  -  fri  +  »'  (<„  -  .850)  +  y,"  (<„  -  ,850)»}  ((,  -  y  - 

—  (n  +  n'  K,  — 1850))  ((,  —  u>  + 
+  (-/■  +  !?!!«.1  +  ?,']}(<.  —  «• 

*.  =  —  {i(°i'  +  /1')  +  (»1  »1'  +  n  t,'l «,  —  "850)}  (<i  —  y '  — 

—  {»i"i +  /!»'!)  Ci  —  yj-       , 

Die  numerische  Substitution  in  diesen  Ausdrücken  ergibt,  wenn  man  die  Resultate 
in  Einheiten  der  zehnten  Decimale  ansetzt,  für  die  Transformation  der  rechtwink- 
ligen Coordinaten: 

Xr  =  {—  296.570  -  0002665  k,  —  1850})  ((,  —  y  +  (—0-001333}  Ä  —  0 ' 

!■«  — {-  2435445  —  IO-948  ((„—  1850)  -  0-000045  (/„  —  l85o)')((,  —  y  + 

+  {-  5-477  —  0-000041  n,  -  1850)}  ((,  —  y '  4-  (+  0-024066)  (<,  -  y  • 

Z,  =  (—  2832  +3-715  (4,—  1850)  —  0-000004 (/„  —  1850)!}  ((,  _  y  + 

4-  {4-  4-667  4-  0-000026  (4,  —  1850)}  (*,  —  y*  4-  {+  0-000041}  (4  —  y ' 

X„  =  {+  2435445  +  10-948  ('„  —  1850I  +  0-000045  %  —  l85o)!}((,  —  (J  + 
+  {+  5-471  4-  o-oooo49(*„  —  1850)}  (*,  —  y  +  {—  0024062}  (*,  —  ya 

y„  =  {—  296596 - 0.002667 (<„  —  1850)} {1,  —  y>+  {—0.001333} {k  —  y  f  6.w 
z,  =  {— 23074  — 0-139  i'„  — 1850;  +  0-000298  fe  —  1850)1 1(,  —  y  4- 
4-  {—  0-414"}  4-  0-000748  (*„ — 1850}}  (*,  —  yJ  4-  {4-  0-000477}  (*,  —  y3 

X,  =  {4-z832  —  3-715  Co—  i85o)4-o.ooooo4(<0— i8so)'}((|  —  U  4- 
4-  {4-  0952  4-  0-000033  (<„  —  i850)}((,  —  y«  4-  {—  o.oooon)((,  —  <J» 

y,  =  (+  23074  4-  0-139  («,  -  1850)  —  0-000298  (<„  -  ia5o)>}((,  —  y  4- 

4-  {—  0-275  +  0000153  (l0  —  1850)}  |1,  —  y>  4-  {—  O.OO0O26}((,  —  y» 
Zz  =  { —  0-027  4-  o-oooooi  (ta  —  1850)}  (*,  —  ys  4-  {o-oooooo}  [t\  —  y. 

-  Um  die   Formeln  für  die   Transformation   der   äquatorealen  Coordinaten  £0', 
y„',  zQ',  die  sich  auf  den  mittleren  Äquator  zur  Zeit  („  beziehen,    in   die  Äquator- 
coordinaten  2:/,  y,',  *,'i  für  welche  als  Fundamentalebene  der  mittlere  Äquator  zur 
Zeit  (,  gilt,  zu  erhalten,  braucht  man  nur  in  den  Ausdrücken  61a)  statt : 
/  zu  schreiben :  m 


n  , 


p  =  90°- 


*)  Dur  numerische  Werth  dieses  Cuefficienten  ist  im  x.  llsnde  (1.  Aufl.)  psg.  87  unrichtig  nn- 
gegeben;  statt  —  0-69  sollte  mit  dea  dort  gebrauchten  Präcessianscungtanten  —  0-41  einzusetzen  sein. 
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Man  erhält  sofort: 

«V  =  *„'  +  X,r>o'  +  r.V  +  iV»»     | 

Vi'  =  y„'  +  xv''°  +  Y,'y,;  +  Z»'V  }  <") 
»,'  =  <  +  x.'*„'  +  Y,'y*  +  z,''o,  I 

wobei  anzunehmen  sein  wird : 

Xx'  =  —  2  {sin im2  4-  cos/icos  {m  —  p)ninj«'} 

Yx  =  —  sinm  +  2sinpco6(*n  — pJsin^H2 

zy  =  —  cos  [m  —  p)  Bin  » 

Xv'  =  +  sinm  —  2  cos/)  sin  [m  — p)sm\tp 

YJ  =  —  2  {sin  im3  —  sinpsin  (frt  —  p)  sin^n1}     \    62a) 

Zv' =  —  sin  (in — p)sinn 

X,'  =  +  cospsin» 

Yx'  =  —  sinpsin« 

Zj  =  —  2sinjn1. 

Läset  man  die  Glieder  vierter  Ordnung  weg,  80  kann  auch  geschrieben  werden: 
X,'=  — $!»'—  1«'  ,     Xy'=m— im'—  i(m—  p)n',  XM'  =  n— J»»_ Jap» 

y^—m  +  jmJ+Jj,»!-       ,     r„'=  —  ä"'  .  y,'=—»p 

Zx'=—n  +  in'+\n{m—p)*;   Z„'=— m— p)„  ,  Z,'  =  — 4»>. 

Setzt  man: 

i»=(p,  +Ui'»  +  „,"t')  T+  (us  +  ii,'»]  5">  +  p,  P 

»=(«■,+  »,'»  +  »,"*')  r  +  (»j  +  •,'*)  i*  +  »sri 

p=(«i,  -r-»>i'*)Z'-r-a>,Ti, 

und  beachtet,  dass  fli,  =  [t'\  und  aV  =  |  /'1'  angenommen  werden  kann,  so  ist  inner- 
halb der  gesteckten  Genauigkeitsgrenzen: 

xj  =  {—  K/,,'  +  »,>)  -  Inn'  +  »Wi  *)  r»  +  {—  (<'ij»j  +  »,»>)>  T> 
li'  =  {-  Ci  -  *'*— Ci"«1)  t  +  {-  ft  -  ft'«}  z*  +  {-  ft  +  i,,,> +i,.,»,>}  7* 
Zr:  =  {—  r,  —  »t'r  — »,"»'}  T+{— »1  — «i'rJT1  +  {— »«  +tn'  +  i<>,n*}T< 
X,'  =  [p,  +  P,'t  +  ,i,"t'}  T+  {p,  +  ,,,'«}  T>  +  {+  ,,,  -  i,,,'  —  }/i,r,')  T> 

y„'  =  {-  |p,i  — 11,11,'  t)  r>  —  ft/(,  i» 

z»'  =  {-  4/',»1!  —  (1  ci»i'  +  i»'»») »)  J*  +  {o>i»i  —  rvk  —  im»*)  t> 

Xa'  =  {»,  +  .-,'r  +  V»!}  T+  {*,  +  *,'*)  5"=  +  {•!,  —  in'  —  i*ll<i')T' 
Y,'  =  {—  \r,p,  —  (S  /.,<•,'  +  4  p, V,)  r}  T>  +  {—  v,(p,  —  l,.,»,)  2" 

z»'  =  (-  in'  -  »m'ij  T"  -  **  T>. 

Die  numerische  Substitution  ergibt,  wenn  man  die  Resultate  in  Einheiten  der  zehn- 
ten Decimale  ansetzt,  für  die  in  62)  auftretenden  Transformations-Coefhcienten : 

Xx'  =  {—  296-570  —  0-002665  (<„  —  '850))  (<i  —  U*  +  {—  0-001333)  («1  —  <„)' 

Yx  =  (—  2233018  —  ,3-765  (<„  —  1850)  —  o  000043  ((„  —  1850)')  («,  —  y  + 

+  {—  6-882  —  0000043  (H,  —  >85o))  ((,  —  (J '+  {+  0-022060)  ((,  —  y  • 

zv  -=  {—972124  +  4-203  [ta—  1850)  -f-  0000023  C0—  i85o)2}(<,  —  y + 
-f-{+  2-toi  -i-  0.000023 {t0—  1850)}  (/,  —  yi  +  {+ 0009618} ((,  —  y» 
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Xy'  =  {+  2Z33o>8  +  i3-765('u—  "850)  +  0-000043  Co  —  iSwWft  —  0  + 

+  {4-6-882  +  0-000043  Co—  «850)}  ((,  —  Ü*  +  {—  0-02206o}(<,  —  fjs 
ry'  =  {—  249-319  -  0-003074  &>-  1850)} (<,  —  O1  +  {-  o-ooi537}('.  -  03 '  6l'" 
Z„'=  {—  108-539  —  o-ooo20o((ü—  1850)}  [t,  —  Q*  +  {—  0-000288)  ((,—  (J* 
X,'=  {+  972124  —  4-203(^0  —  1850)  —  o-oooo23(d0  —  1850)*}  {/,  —  („}  + 

+  {— 2-101  —  0-000023(^0  —  i85°)}('i  —  U*  +  {— 0-009618}  ft  —  y» 

Ya'  =  {—  108-539  —  o-ooo20o(;„—  1850]}  (t,—  y  +  {+  0-000088}  (.",—  y8 

Zj*  =  { —  47-251  +  0-000409  [tu  — 1850}}  (/|  —  y  +  {+0-000204}  Ci  —  y3- 

C.  Nutation. 
Wie  schon  oben  bemerkt  wurde,  fasst  man  die  periodischen  Änderungen  der 
Fundamentalebene  unter  dem  Namen  der  Nutation  zusammen;  da  diese  durch  die 
Änderungen  der  Lage  des  Äquators  allein  bedingt  ist,  so  werden  die  Breiten  eines 
Himmelskörpers  durch  dieselbe  nicht  verändert.  Oben  (pag.  183 — 186}  finden  sich 
die  vollständigen  Ausdrücke  für  die  Nutation  in  Länge  und  Schiefe;  nimmt  man 
alle  jene  Glieder  mit,  deren  Cocfncienten  in  der  Länge  o"oo5,  in  der  Schiefe  0*0025 
überschreiten,  ferner  jene  kleineren,  die  sich  mit  den  vorhandenen  Argumenten 
leicht  berechnen  lassen,  und  gruppirt  dieselben  nach  den  Argumenten,  so  wird  der 
Ausdruck  für  die  Nutation,  das  Jahr  1900  als  Ausgangsepoche  genommen,  sein: 
in  der  Länge: 


,        n  ,      •  1  n  fli  —  IQOol    ■  , 

+  o  0016  saxzg — o  ooooil -—?  -isin  2g 

+  0*0213  sin (g'  +  21»'+  2Q)  —  o"oooo5(^J-)sin(y+2w'+  2Q) 

—  iu2648  sin  (ltf+zui'+zQ) —  o"oooi3(  !^^lsin(20i'+2<i/+2Q) 

—  o"o494  sin(3^'4-2*c'+2Q)  +  o"oooi2l- — ^^)sin{3g'+2<i/+2Q} 

—  o"ooi5  sin  (4^+21^4-20}+  o"ooooi(-'~I9°^)sin(4g'+2([)'+20) 

—  I7"28i9  sinQ  +  o"ooo3  cosQ —  o"oi77oj  —  9    JsinO 
+  on20g5  BÜ12Q  +  o"oooo2l ■^^^)sin2Q 

—  o"2044  sin (2;  +  zi»  +  20} 

+  o"oÖ78  sing  +  o"oo28  sin  2g  +  o"ooo2  ein  3g 

—  o"o343  sin  {2g  +  zta  +  0} 

—  o"o262  sin  {ig  +  21a  +  2Q} 

+  o"oi5o  wax{g  —  2^+2(1»  —  2w')  +  o"oooi  sin {2g — 4/+  4« — 40' 
+  o"oi25  sin{2/+  2w'+  Q) 
+  o"oii5  s\a(g  +  2co  +  2Q) 

+  0"006l  Sin  (2g  2g"+  2W  2b)') 

+  o"o058  sm(g  +  Q) 

—  o"oo57sin(—  g  +  Q] 
+  o"oo5z  sin  (na  +  Q) 

—  o"oo52  sin  (ig  —  2g'-+-  4(11  —  2w'+  2O) , 


Arg.  I 


Arg.  II 

)  Arg.  III 
}  Arg.  IV 
}  Arg.V 
}  Arg.  VI 
)  Arg.  VII 
)  Arg.  VIII 
}  Arg.  IX 
)  Arg.X 
)  Arg.  XI 
)  Arg.  XII 
)  Arg.  XIII 
}  Arg.  XIV 
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in  der  Schiefe: 

—  o"<X)g2  COfl(/+  2<l»'+  2Q)  +  0"00003(—    ,9°^|c08(j'+2w'4-  2  0) 

+  o"5488  cos(2/+2w'+2Q)  —  o"ooo29l  '~l9C?lcos{2yf4-  2(t»'+2Q)  I 


/+2fl) 


Arg.  I 


4-  0*0007  cos(4j'+  2tu'+  23) 

4-  9"23Ö5  cos  Q  4-  o"oooa.2l  l  -  -^^1  cos  Q  1 

—  o"ogo5  cos  2Q  -f-  o"oooo5J- —    -  )cos2Q  | 

+  o"o887  cos  {2g  +  2di4-  2Q)  }  Arg.  III 

4-  o"oi83  cos(2y  +  2t»  4-Q)  }  Arg.  V 

4-  o"oi  14  cos  (ig  4-  2<a  4-  2Ö)  }  Arg.  VI 

—  o"oo&7  cos(2j'+  2w'4-  &)  }  Arg.  VIII 

—  o"oo50  cos  (g  -)-  2<a  +  2Q)  }  Arg.  IX 

—  o"oo3i  cos  (g  +  a)  }  Arg.  XI 
+  o"o03i  cos  (—  g  +  Q)  J  Arg.  XII 

—  o"oo28  cos(2w  4-  Q)                                       -  }  Arg.  XIII 
4-  o"oo23  cos  (3^  —  2g'+  4W  —  2w'4-  2O).  }  Arg.  XIV 

Die  Berechnung  dieser  Ausdrücke  von  Fall  zu  Fall  würde  recht  beschwerlich  wer- 
den, auch  wenn  man  sich ,  wie  dies  gewöhnlich  geschieht ,  auf  die  zu  den  Argu- 
menten I  und  II  gehörenden  Glieder  allein  beschranken  würde;  es  ist  deshalb 
wünschenswert!) ,  Tafeln  zu  besitzen,  welche  in  einfacher  und  zweckmässiger  Weise 
die  Ermittlung  der  Nutationswerthe  gestatten;  solche  sind  in  diesem  Werke  aufge- 
nommen. Es  soll  vorerst  auf  die  Argumente  und  dann  auf  die  Einrichtung  dieser 
Tafeln  eingegangen  werden.  Nach  Hansen's  Mondtafeln  ist,  wenn  tK  in  juliani- 
schen  Jahren  angetzt  ist  und  als  Ausgangspunkt  der  Zählung  1800  Jan.  o-o  Green- 
wicher  Zeit  gilt: 

g  =  1100  19'  33"64  +  (13  X  36o°  +  33*  '58"37i5}('i  —  1800)4- 
+  49   43S|  --,-^-J-  +  o  050073 ^^—-J 

IH   =    192"      7    21   91   4"  2l6l  15  2207  (ti  —  1800)  —    44  323I -I     — 

—  °  0437591      ,—) 

Q  =     33°  ,6'  3i",5  -  6o629"3o6irt—  .800)  +  8* i«g (*=£*)' 
4-o"oo7i59^^-)3, 

nach  Le-Verrier's  Sonnentafeln,  denen  die  Epoche  1850  Jan.  10  mittl.  Pariser 
Zeit  zu  Grunde  liegt : 

g'+  („'4.  q  =  28o°  46'  43*51  +  i296o27"6784(/,  —  1850)  4-  »"'073(*~ -)* 

w'4-Q  =  28o°2r2i"5  4-6i"6g95(<|—  1850)4-  i^ß^"^)'. 

Die  Le-Verrier'schen  Tafeln  geben  die  mittlere  Länge  und  die  Länge  des   Peri- 
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gäums,  vermehrt  am  den  «mutanten  Theil  der  Aberration,  es  wird  [g' -\-  w'+Gl) 
und  (w'+  2)  demnach  um  2o"48  zu  vermehren  sein. 

Reducirt  man  Alles  auf  die  Epoche  1900  Januar  0-0  mittl.  Greenwicher  Zeit 
und  läset  die  Glieder  dritter  Ordnung  fort,  so  erhalt  man  aus  den  vorstehenden 
Zahlen  die  folgenden  Ausdrücke: 

g  =  2g607'6"3  +  (i3X36o0+33ii59"36i7)('i— i9°o)  +  49"437(-:^00) 
w  =     75°8'47"9  +  2i6ii4"332g{*,— 1900)  —  44*314  fr^JÜJ 
Q=  259°io'5o"4 — 69629"232i(i, —  1900)  +  8"i89J  -    ~\ 
w'+Q=  28i°i3'7B2  +  6i''7i77(/1— 1900)+  ^n^~f 
?'+  W'+Q=  27904r48"8  +  (36o°-f-  27"6895)ß—  1900}  +  1*1073  p=j£?)\ 
Wie  man  sieht,    ist  das  Argument  w'+O  (Länge  des  Sonnenperigäums)  verhältnis- 
mässig geringen  Änderungen  mit  der  Zeit  unterworfen,   weshalb  man,  da  bei  Be- 
rechnung der  Notation   für  sehr  ferne  Epochen  niemals  die  grösste  Schärfe  nöthig 
sein  wird:  ,  ..  . 

„'+0  =  ^+«(fc^)  =  28,",3'7"2  +  6,7."77f^r), 
setzen  und  den  unter  dem  Arg.  I  zusammengefassten  Argumenten  die  Form : 

2g'=  2(y'-r-w'+Q)— 27r0— 2«  ,", 
y'+2w'+2Q'=  tf+o>'+Q)+  ?r0+  a  „ 
3j'-r-2w'+2Q'=3(y'+w'+Q)—   *r0—  a       „ 

4j'+  2W'4-2Q'=  4fj'+  w'+Q)  —  2^0 2Ö  ,,        , 

ertheilen  darf.  Hierauf  sind  die  unter  dem  Sinus-  und  Cosinus-Zeichen  auftretenden 
mit  der  Zeit  multiplicirten  Grössen  nach  Potenzen  derselben  zu  entwickeln,  wobei 
man  sich  aber  auf  die  Berücksichtigung  der  ersten  Potenzen  beschränken,  demnach 
alle  Glieder  dieser  Gruppe  von  dem  Argumente  (.?'+  w'+Qj  =  I  abhängig  machen 
kann.  Es  ist  hier  Arg.  I  dieselbe  Grösse,  welche  bei  der  Aberration  (pag.  116)  be- 
nützt wurde.  Man  erhält  schliesslich  für  die  dem  Arg.  I  angehörenden  Nutations- 
glieder  den  Ausdruck: 

in  Länge: 

4-o"io22cosI  +  o"o285sinI  +  { — o"oco86cosl  ■+-  o"oo424sinI  }(■  — - 
+-  o"ooo6cos2l —  i"2663sin2l-f-  {-(-  o'ooooy  coa-A —  o"oooo8 sin 2I}       ,, 

—  o"o485co.S3l — o"oo96sin3l-r-  {-+-  o"ooo4icos3l — o"ooi43sin3l}       ,, 

—  o"ooo6cob  4I  +  o"ooi4  sin  4I  +  { —  o"oooo8  cos  4I  —  o"oooo4  sin  4I)       , , 

in  Schiefe:  j- Ar8- J 

—  cVooiSoosI  —  o"oo9osinI  -+-  { — o"ooo26cosl  +  o"oooo8 sin I  J |*T^l???i 
+  o"5488cos2l  -4-  { —  o"ooo29cos2l  }       ,, 
+  o"o042C08  3l — o"o2ii  sin3l+  {+  o"ooo62cos3l  +  o''ooo20  8m3l)       ,, 

—  o"ooo6cos4l — o"ooo3 sin 4I -+-  {-+-  o"oooo2cos4l  —  o"oooo4sin4lj       ,,     . 
Die  hier  mitgetheilten  zum  Argumente  I  gehörigen  Werthe  und  die  oben  angeführ- 
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ten  (pag.  237  und  238)  von  den  andern  Argumenten  anhängigen  Ausdrücke  sind,  in 
hinreichend  engen  Intervallen  berechnet,  in  der  Tafel  X  aufgenommen,  die  Argu- 
mente selbst  in  einem  Masse  angesetzt,  von  welchem  hundert  Einheiten  der  Peri- 
pherie gleich  kommen,  es  können  also  an  dieselben  beliebige  Vielfache  Von  Hundert 
additiv  oder  subtractiv  angebracht  werden.  Zur  Bildung  der  Argumente  finden  sich 
die  Ausgangs werthe  in  der  angegebenen  Einheit  für  Januar  0-0  mittl.  Greenwicher 
Zeit  der  gemeinen  Jahre,  für  Januar  1  -o  der  Schaltjahre  in  Tafel  X* ,  welche  ausser- 
dem die  um  io"s  verminderte  Schiefe  der  Ekliptik  für  dieselben  Epochen  enthält. 
Letztere  Grösse  Bowie  die  Argumente  I  und  II  sind  vom  Jahre  1600  bis  2199  mit- 
getheilt,  die  übrigen  Argumente  aber  nur  für  den  Zeitraum  1800  — -  1999,  da  das 
Bedürfnis  nach  genauer  Ermittlung  der  Nutation  für  andere  Zeiträume  gegenwärtig 
nicht  vorhanden  ist.  Am  Fusse  der  Tafel  Xa  finden  sich  auch  jene  Correctioncn 
der  Argumente ,  die  man  anzubringen  hat ,  wenn  man  die  Rechnung  für  andere 
Hauptmeridiane  oder  andere  Epochen  ausfuhren  will;  die  Art  der  Anwendung  dieser 
Zusatztafel  ist  wohl  selbstverständlich.  Ausserdem  habe  ich  die  Änderungen  der 
Argumente  für  jeden  Zehntheil  des  Tages  aufgenommen,  um  eventuell  die  Rechnung 
für  eine  beliebige  Epoche  ausführen  zu  können. 

Die  Tafel  Xb  gibt  jene  Correctionen' der  Schiefe,  und  der  Argumente,  welche 
man  an  die  Werthe  der  Jahrestafel  anbringen  muss ,  um  die  Argumente  des  an- 
gesetzten Tages  zu  erhalten;  dieselbe  gilt  für  oh  Greenw.  Zeit,  die  erforderliche 
Änderung  für  eine  andere  Epoche  wird,  wie  schon  oben  bemerkt,  gleich  bei  der 
Jahrestafel  berücksichtigt.  Bei  der  Addition  werden  die  allenfalls  auftretenden  Hun- 
derte in  den  Argumenten  fortgelassen ,  für  die  Monate  Januar  und  Februar  hat 
man  den  doppelten  Eingang  zu  beachten,  der,  je  nachdem  das  Jahr  ein  gemeines 
oder  ein  Schaltjahr  ist,  entsprechend  der  Aufschrift  gewählt  werden  muss.  Hat 
man  eine  ephemeriden&rtige  Rechnung  auszuführen,  so  wird  diese  wesentlich  er- 
leichtert, wenn  man  die  Zahlen  der  Jahrestafel  auf  den  unteren  Rand  eines  Papieres 
schreibt  und,  dasselbe  über  die  entsprechenden  Tageszahlen  haltend,  durch  Addition 
die  erforderlichen  Argumente  für  die  einzelnen  Tage  bildet.  Zu  der  Columne  e  der 
Tafel  Xb  ist  zu  bemerken,  dass  für  die  Änderung  der  mittleren  Schiefe  o"5  +  Än- 
derung der  Schiefe  gesetzt  ist,  um  stets  eine  additive  Correction  zu  erhalten. 

Mit  den  erhaltenen  Argumenten  geht  man  in  die  Tafeln  X,  bis  X4  ein ,  die 
übrigens  ausser  der  Nutation  in  Länge  und  Schiefe  noch  andere  Grössen  enthalten, 
auf  welche  weiter  unten  näher  eingegangen  werden  soll.  Die  Tafeln  X>  bis  X«  ,  die 
also  zu  den  Argumenten  I  und  II  gehören,  enthalten  in  der  Regel  für  jede  der  zu 
entlehnenden  Grössen  zwei  Columnen:  die  erste  gibt  den  für  das  Jahr  1900  geltenden 
Werth,  die  zweite  die  Änderung  dieses  letzteren  in  einem  Jahrhundert,  gezählt  von 
der  Epoche  1900;  man  hat  daher  diese  Zahlen,  wenn  mit  ta  die  Jahreszahl  des  vor- 
gelegten Datums  bezeichnet  wird,  mit  t  =  I*  9—\  zu  multipHciren  und  zu  dem 
Werthe  aus  der  ersten  Columne  zu  addiren.  Die  mit  e  und  X  überschriebenen 
Columnen  geben  die  Werthe  der  Nutation  in  Schiefe  und  Länge ;  den  letzteren  ist 
in  den  Tafeln,  die  zum  Argument  I  und  II  gehören,  keine  Constante  zugefügt,  weil 
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es  sich  empfiehlt,  sich  bei  der  Rechnung  zunächst  auf  das  Resultat  aus  diesen 
beiden  Tafeln  zu  beschranken,  welches  durch  die  einfache  Verbindung  zweier  Zah- 
len erhalten  wird,  die  übrigen,  kleinen  und  meist  rasch  veränderlichen  Glieder  wird 
man  gesondert  berechnen.  Denselben  ist,  da  sie  zahlreich  sind,  stets  eine  Constante 
hinzugefügt,  so  dass  das  Endresultat  einer  subtractiven  Correction  bedarf.  Unter 
einer  jeden  Tafel  ist  ausser  der  darin  enthaltenen  auf  drei  Decimalen  angegebeneu 
Constante  die  Summe  dieser  und  der  vorhergehenden  Constanten  angesetzt,  welche, 
wenn  man  bei  dem  betreffenden  Argumente  die  Rechnung  abschliesst.  an  das  Re- 
sultat anzubringen  ist.  Die  mit  e  überschriebenen ,  zum  Argument  I  gehörigen 
Coluimicn  enthalten  Constanten,  aus  dem  Grunde,  weil  gewöhnlich  die  Kenntnis 
von  e  und  nicht  von  Je  gewünscht  wird;  für  die  erste  Tafel  ist  9" 4,  für  die 
zweite  o"6  hinzugefügt,  sodass  mit  Rücksicht  auf  die  Constante  o"s  der  Jahrestafel 
vom  Resultate  10"  5  in  Abzug  zu  bringen  wären,  wenn  man  sich  auf  die  ersten  beiden 
Argumente  beschränkt;  doch  ist  diese  Correction  nicht  zu  berücksichtigen,  da  die- 
selbe bereits  in  der  Jahrestafel  in  Rechnung  gebracht  ist,  so  dass  durch  die  Addi- 
tion der  diesbezüglichen  Zahlen  die  wahre  Schiefe  der  Ekliptik,  soweit  sie  vom 
Argument  I  und  II  abhängt,  erhalten  wird.  Die  übrigen  Argumente  enthalten  keine 
mit  e  überschriebenen  Columnen,  wohl  aber  solche  mit  der  Aufschrift  B,  welch' 
letzteres  mit  —  Je  identisch  ist ;  man  wird  deshalb  die  kleinen  Glieder  in  Je  er- 
halten ,  wenn  mau  den  Werth  für  B  von  der  Constante  abzieht.  Es  müsste  als  er- 
wünscht bezeichnet  werden,  wenn  die  astronomischen  Ephemeriden  ausser  den  durch 
die  Argumente  I  und  II  erhältlichen  Werthen  der  wahren  Schiefe  und  Nutation  in 
Länge,  welche  von  10  zu  10  Tagen  mitgetheilt  werden,  auch  von  Tag  zu  Tag  die 
Summe  der  übrigen  Glieder  anführen  würden.  Um  die  ersteren  Zahlen  zu  erhalten, 
bedarf  man  zur  Bildung  der  Argumente  der  Tafeln  Xa  und  Xb  ,  zur  Ermittlung  der 
wahren  Schiefe  und  der  Nutation  mit  Hilfe  dieser  Argumente  nur  der  Tafeln  Xm  und 
Xb.  Die  Tafel  X*  enthält  aber  auch  andere  zur  Herstellung  der  Ephemeriden  nöthige 
Grossen,  welche  ebenfalls  mit  dem  Argumente  I  derselben  entlehnt  werden  können. 
Die  mit  „Präcession"  überschriebene  Columne  gibt  die  seit  dem  tropischen  Jahres- 
anfänge stattfindende  allgemeine  Präcession;  dieselbe  findet  sich  leicht  durch  den 
Ausdruck:  l-c' , 

in  welchem  l  die  allgemeine  Präcession  bezeichnet  und  %'  bestimmt  ist  durch: 
%,  _  I  —  77-779358 

Der  numerische  Coefficient  im  Zähler  erklärt  sich  aus  der  Definition  des  tropischen 
Jahresanfanges  (pag.  198)  nnd  aus  dem  Umstände,  dass  das  Argument  I  den  con- 
stanten  Theil  der  Aberration  nicht  enthält.  Die  Präcessions-Columne ,  sowie  die 
folgenden  enthalten  stets  zwei  Subcolumnen ,  deren  erste  den  für  1 900  geltenden 
Hauptwerth,  deren  zweite  die  Säcularänderungen  in  Einheiten  der  letzten  Decimale 
gibt ;  die  Zahlen  der  zweiten  Columne  sind  also,  wenn  tQ  die  Jahreszahl  des  vor- 
gelegten Datums  ist,  mit: 

zu  multipliciren. 


(-5^ 
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Für  jedes  der  Argumente  zwischen  77-4  und  78-1  finden  sich  in  der  mit 
,,Präcefision"  überschrieben en ■  Columne  zwei  Werthe,  deren  erster  für  das  Ende, 
deren  zweiter  für  den  Anfang  des  Jahres  gilt. 

Die  mit  „Aberration"  überschrie bene  Columne  der  Tafel  X»  ist  bereits  oben 
(pag.  240)  erläutert  worden ,  sie  gibt  die  Sonnenaberration  an;  die  nächste  Columne 
enthält  die  Sonnenparallaxe,  berechnet  mit  dem  Newcomb'schen  Werthe  8"848, 
nach  der  Formel : 

tt  =  8"848o  -+-  o"oz88  cos  I      +  o"oo44  t  cos  I 

—  o"i454  sin  I      +  o"oo09  t  sin  I 

—  0"0023  COS2I       -|-  0"OOOI   (C082I 

—  o"ooio  sin  2I    —  o"oooi  t  sin  2l. 

Die  erste  der  beiden  für  die  Parallaxe  bestimmten  Columnen  gibt  den  Hauptwerth, 
die  Zahlen  der  zweiten  sind  in  Einheiten  der  letzten  Decimale  angesetzt  und  wieder 
mit :  f  __  <(, — 1900 

zu  multipliciren.    Der  mitgetheilte  Ausdruck  für  ;r  findet  sich  leicht  aus  der  Relation : 


in   welcher  na  die   mittlere  Sonnenparallaxe  und  R  die  Entfernung  der  Erde  von 
der  Sonne  vorstellt.     R  findet  sich  aber  (vergl.  21)  pag.  48,  und  30)  pag.  57): 


Entwickelt  man  diesen  Ausdruck  nach  Vielfachen  der  mittleren  Anomalie  und  geht 
bis  zu  den  zweiten  Potenzen  von  e  vor,  so  erhält  man: 


da  aber: 


5=  =  1  +  e  cos  M  +  e1  cos  2  M ; 
Jf=I  — «\ 


ist,  so  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  früher  (pag.  114,   115)  angeführten  nume- 
rischen "Werthe  von  e  und  u   leicht  die  oben  angesetzte  Formel  für  it. 

Die  mit  »Reduntion  in  Breite«  überscbriebene  Columne  gibt  jene  Beträge, 
welche  man  an  die  auf  das  mittlere  Aquinoctium  bezogene  Sonnenbreite  additiv 
anzubringen  hat,  um  die  wahre  oder  scheinbare  Sonnenbreite  zu  erhalten.  Die 
Tafel  ist  berechnet  nach  : 

Red.  =  -  ~  77'7m6  f  +  o"oo76  —  o"oooi  t 

+  o"4750,sinI        +  o"ooo2  (sinl 
■+■  o"o546cosI        —  o"oo76icosI 

-  o"ooo7sin2l     +  o"ooo2fsin2l 

-  o"oo8ocos2l     —  o"oooi  (cosil 

-  o"oooi  sin  3 1 
+  o"oooicos3i, 

welcher  Ausdruck  aus  der   zweiten  Formel   in  58)    (pag.  230)  resultirt,    wenn  man 
^  durch  ©  ersetzt  und  für  sin©  und  cos0  die  bei  der  Aberration  (pag.  118)  ent- 
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wickelten  Ausdrücke  einrührt,  während  für  -,i  und  77  die  entsprechenden  Präces- 
sionsausdrücke  zu  substituiren  sind.  Die  bei  den  Argumentwerthen  77-4  —  78-1 
auftretenden  Doppelwertbe  sind  wieder  so  zu  verstehen ,  dass  die  ober  der  Zeile 
stehenden  Zahlen  für  das  Ende  des  Jahres,  die  unter  derselben  für  den  Jahresan- 
fang gelten. 

Als  Beispiel  zur  Erläuterung  des  Gebrauches  der  besprochenen  Tafeln  soll  die 
Rechnung  einer  Ephemeride  für  den  Anfang  des  Jahres  1883  und  zwar  von  zehn  zu 
sehn  Tagen  fiir  oA  Berliner  Zeit  ausgeführt  werden,  wobei  die  kleinen  Glieder  in  der 
Nutation  zunächst  keine  Berücksichtigung  finden  sollen.  Man  hat  vorerst  für  den 
Jahresanfang  1883  mit  Rücksicht  auf  die  Fusstafeln  in  Xa  die  Argumente  I  und  II : 
I»  =  77716,  II»  =  63-327 ;  (ist  —  0-17  und  (e  —  io"5)  =  230  27'  $"624.  In  der 
Tafel  Xb  hat  man  bei  den  ersten  beiden  Monaten  als  Eingang  die  erste  mit  g.  J. 
überschriebene  Columne  zu  wählen,  da  das  Jahr  1883  ein  gemeines  ist;  in  jenen 
Cohimnen  der  Tafel  Xa  ,  welche  Doppelwerthe  enthalten,  sind,  da  in  dem  vorgeleg- 
ten Beispiele  der  Jahresanfang  in  Betracht  kommt,  die  unteren  Zahlen  zu  nehmen. 
Die  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt: 


1883 

J„o.o 

Jan  100 

Jan  10-0 

Jan  ,0-0 

Feb  9-0 

Tat.  Xa  u 
Tuf.  Xb 

4ea 

77716 

633*7 

o"joo 

80.454 
63180 

83-19» 
63-033 

85-93° 
61-8B6 

88668 
62739 

o"487 

o"474 

0*461 

o"448 

.,  x. 

n     Argl 

0-070 

0-168 

0-320 

0-505 

0-7OI 

„    Xb 

«1      ,,    II 

•..»26 

3-161 

3'°97 

3-034 

2-971 

'  -  U°*7'+ 

9-410 

9.440 

9-JiJ 

9-624 

9-744 

„  x. 

K     Argl 

+  o"42B 

+  »"847 

4-  i"i6i 

+  i"313 

+  '"*4* 

„    Xb 

K     ..    II 

+ 13-044 

+  i*-937 

+  12-819 

+  12-719 

+  12-609 

a  = 

+■  "3'47* 

+  I3*784 

+  >3-99° 

+  14051 

+  U'9SS 

(  Präcession 

—  o"o3t 

+  i"344 

+  »"720 

+  4"o9s 

+  S"47i 

Aberration 

—  10-liO 

—  20.804 

—  20.780 

Taf.  X. 

,   Parallaxe 
Keduct.  der 

8-999 

8-997 

8-991 

8-980 

8-965 

1            Breite 

o-ooo 

-  001* 

-O-02. 

—  0-027 

—  0-01» 

Die  kleinen  Glieder,  welche  meist  von  Behr  rascher  Periode  sind,  müssen  von  Tag 
zu  Tag  berechnet  werden.  Um  den  Gang  dieser  Rechnung  ersichtlich  zu  machen, 
sollen  zu  dem  vorstehenden  Beispiele  dl'  ond  —  de  =  S1  mit  Hilfe'  der  Tafeln  X« 
bis  X»  ermittelt  und  gleichzeitig  soll,  um  nicht  nochmals  auf  die  Tafeln  zurück- 
greifen zu  müssen,  die  später  zu  erläuternde  Grösse  Ä  bestimmt  werden.  Die  zu 
entwerfende  Ephemeride  hat  für  12  Uhr  Berliner  Zeit  zu  gelten.  Man  erhält  aus 
den  Tafeln  Xa  und  Xb  mit  Benützung  der  Fusatafel  für  die  Argumente  III  bis  XIV 
folgende  Werthe  fiir  1883  Januar  0-5: 
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in     iv    v    vi    vii    vm    ix    x    xi    xii    xiii    xrv 

2-4     5o-5  39'    52-9      93  92  52       47       »4         '3  38  99. 

welche,  auf  den  untern  Band  eines  Zettels  geschrieben  und  über  die  entsprechenden 
Zahlen  in  Tafel  Xu  gehalten,  sofort  durch  Addition  die  weiteren  Argumente  geben. 
Die  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt : 


=  =  =  =  =  =  =  =  =  =  =  |                 =  =  :  =  -.  =  =  -.  =  =  =  | 
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l'  und  —  B'  sind  demnach  die  an  die  früher  erhaltenen  Werthe  der  Nutation  in 
Länge  und  Schiefe  anzuhringenden  Correctionen .  wenn  auf  die  kleinen  Störungs- 
glieder  Rücksicht  genommen  werden  soll.  Es  müsste  als  erwünscht  bezeichnet  wer- 
den, wenn  das  Berliner  Jahrbuch  statt  der  nunmehr  überflüssigen  Columnc  c  bei 
den  Constanten  für  die  mittleren  Tage  auch  die  Grössen  A\  B'  und  X'  ansetzen 
würde,  da  hierdurch  die  strenge  Reduction  auf  den  scheinbaren  Ort,  worüber  weiter 
unten  das  Nöthige  beigebracht  wird,  wesentlich  erleichtert  werden  würde. 

Will  man  den  Einfluss  der  Nutation  auf  die  Rectascension  und  Declination 
bestimmen  und  begnügt  man  sich  hierbei  mit  den  Gliedern  erster  Ordnung,  so  hat 
man  zunächst: 

*—(S  *+!*>* 


*-(3)*+Q*. 


■i 


in  welchen  Ausdrücken  dX  und  de  beziehungsweise  die  Nutation  in  Länge  und 
Schiefe  darstellen.  Da  dX  und  de  stets  sehr  kleine  Bogen  sind,  so  wird  man  mit 
der  Berücksichtigung  der  Glieder  erster  Ordnung  ausreichen;  allerdings  erscheint 
in  den  gewöhnlich  gebrauchten  Formeln  für  die  Reduction  der  polnahen  Sterne 
die  Mitnahme  der  Glieder  zweiter  und  höherer  Ordnung  nöthig,  doch  wird  weiter 
unten  ein  Verfahren  angegeben,  welches  in  bequemer  Weise  die  Berücksichtigung 
dieser  Glieder  gestattet. 

Um  die  Werthe   der  in    i)   auftretenden   DifTerentialquutienten    zu  erhalten, 
differentiire  man  die  Gleichungen  8a)   fpag.  12),  wobei  aber  dß  =  o  gesetzt  werden 
miiBs.   da  die  Nutation  die  Breiten  nicht  ändert;  man  erhält: 
cos (5  ein a da  -\-  cos  a  am  ddS  =  cosßumXdX 

cosdeoeada  —  sinasindrfd  =  cos^fcosÄcoSErfA  —  (cos/3sinA.sin£  -f-  sin ß cos e) de 
cosdrfd  =  cosjicosXsmedX  -+-  (cos /f  sin  A  cos  e  —  amjis\ne)de, 

woraus  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  8b)   (pag.   \$): 

eosdsinarfa  +  cosasinödd  =  (cos  d  sin  a  cos  e  -f-  sind  sin  e)rfA 
cos  d  cos  arfa  —  sin  a  sind  d<5  =  cosdcosacos£<?A  —  sind<& 
dd  =  cos  a  sin  edX  -\-  sin  a  de, 

ergibt ;  danach  wird : 

—  =  cos«  +  smfsinatgd  -jr  =  cosasine 

du  .   ,  dd       . 

s=-cosatgd  3  =  ™«. 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  1),  so  erhalten  diese  Gleichungen  die  Gestalt: 

da  =  cosedX  -J-  (sine sin orfi  —  cosa<&)tgd  1 
dS  =  waecwadX  +  sinade,  ( 

in  welcher  sie  noch  weiterer  Transformationen  fähig  wären;  auf  diese  soll  jedoch 
hier  nicht  eingegangen  werden,  da  die  im  nächsten  Abschnitte  zur  Entwicklung 
gelangenden  Methoden  Hilfsmittel  aufweisen  werden,  um  die  Änderungen  der  äqua- 
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torealen   Polar coordinaten   durch   die   Nutation    und  Präcession    vereinigt   in  Rech- 
nung zu  ziehen. 


D.  Reduction  der  Coordinaten  anf  verschiedene  Äqninoctien. 

Die  Beobachtung  gibt  im  Allgemeinen  den  scheinbaren  Ort  eines  Gestirnes; 
sind  mehre  Beobachtungen  mit  einander  zu  einer  Bahnbestimmung  zu  verbinden, 
so  wird  man,  um  nur  ein  bestimmtes  festes  Coordinatensystem  in  Betracht  ziehen 
zu  müssen,  alle  Beobachtungen  auf  eine  bestimmte  Fundamcntalebene  (Äquinoctium} 
reduciren.  Es  stellt  sich  daher  die  Aufgabe,  die  in  den  vorausgehenden  Kapiteln 
(Aberration,  Präcession  und  Nutation)  auseinander  gesetzten  Vorschriften  zu  diesem 
Zwecke  zu  verwerthen  und  die  Hilfsmittel  anzugeben,  welche  die  astronomischen 
Ephemer: den  oder  die  dem  vorliegenden  Werke  angeschlossenen  Tafeln  zur  Erleich- 
terung dieser  Operationen  gewähren.  Hierbei  wird  es  empfchlenswerth  sein,  die 
Vorschriften  zu  scheiden,  je  nachdem  man  die  Ekliptik  oder  den  Äquator  als  Fun- 
damentalebene wählt. 

a)  Ekliptik. 

Hie  Beobachtungen  sind  meist  auf  den  scheinbaren  Äquator  bezogen ;  man 
wird  deshalb  vorerst  mit  der  scheinbaren  Schiefe  der  Ekliptik  e,  welche,  weil  die 
Aberration  keinen  Einfluss  auf  die  Schiefe  nimmt,  mit  der  wahren  Ekliptik  iden- 
tisch ist,  die  scheinbare  Rectascension  und  Dcclination  mit  Hilfe  der  Formeln  n) 
(pag.  14)  in  scheinbare  Länge  und  Breite  umsetzen.  Hie  scheinbare  Schiefe  der 
Ekliptik  findet  sich  von  zehn  zu  zehn  Tagen  in  den  astronomischen  Jahrbüchern 
neben  der  Nutation  in  Länge  N  angeführt,  enthält  aber  daselbst  nicht  die  kleinen, 
meist  rasch  veränderlichen  Glieder;  diese  könnte  man  sich  mit  Hilfe  der  Tafeln  X 
leicht  verschaffen,  doch  wird  es  in  der  Hegel  besser  sein,  auf  dieselben  keine  Rück- 
sicht zu  nehmen,  weil  die  den  Beobachtungen  zu  Grunde  liegenden  Vergleich- 
ste mpositionen  gewöhnlich  ohne  Berücksichtigung  dieser  kleinen  Glieder  auf  das 
scheinbare  Äquinoctium  reducitt  sind. 

Die  scheinbare  Länge  und  Breite  sind  hierauf  mittelst  der  Formeln  20} 
(pag.  120}  vom  Einflüsse  der  Fixstern -Aberration  zu  befreien,  wobei  man  sich  zu 
erinnern  haben  wird,  dass  die  zweiten  Glieder  in  diesen  Formeln  den  gewöhnlich 
vernachlässigten  Einfluss  des  Productes  der  Aberration  in  die  Erdbahnexcentricität 
darstellen.  Da  die  Aberrationsformeln  die  Reduction  vom  wahren  Äquinoctium 
auf  das  scheinbare  angeben,  so  müssen  die  aus  denselben  resultirenden  Correctionen 
mit  umgekehrten  Zeichen  an  die  beobachteten  Coordinaten  angebracht  werden. 
Nach  Berücksichtigung  dieser  Correctionen  für  Aberration  erscheint  die  Beobach- 
tung auf  das  wahre  Äquinoctium  des  zugehörigen  Datums  reducirt ;  wäre  die  Be- 
obachtung aber  nach  dem  auf  pag.  120  angegebenen  Verfahren  für  Planeten-  und 
Fixsternaberration  durch  Verminderung  der  Beobachtungszeit  um  die  Aberrations- 
zeit corrigirt,  so  verfällt  natürlich  die  eben  angeführte  Correction.    Vermindert  man 
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die  Länge  um  den  Betrag  der  Nutation,  während  die  Breite,  weil  die  Mutation  die- 
selbe nicht  beeinflußt,  unverändert  belassen  wird,  so  wird  hierdurch  die  Beobach- 
tung auf  das  mittlere  Äquinoctium  des  zugehörigen  Datums  reducirt.  Nimmt  man 
nun  ein  bestimmtes  mittleres  Äquinoctium  an,  welches  zur  Zeit  T„  gehört  [für  T0 
wird  sich  meist  der  tropische  Jahresanfang  empfehlen]  und  auf  welches  alle  Be- 
obachtungen reducirt  werden  sollen,  ist  ferner  TB  die  Beobachtungszeit  und  denkt 
man  sich  das  Zeitintervall  [Tb  —  T0)  in  mittleren  Sonnentagen  ausgedrückt ,  so 
wird  dieses  Intervall  zunächst  in  Theile  des  tropischen  Jahres  umzusetzen  sein ;  man 
hat  hierfür  mit  genügender  Genauigkeit: 

, Tb—T0 

365-1411" 

Wählt  man  für  T„  den  tropischen  Jahresanfang  {vergl.  pag.  198),  so  wird  man  / 
einfacher  aus  den  Tafeln  X  ermitteln;  man  bildet  nämlich  zu  dem  Beobachtungs- 
datum in  bekannter  Weise  (vergl.  pag.  240}  das  Argument  I  und  erhält  aus  der 
mit  ^  überschriebenen  Columne  der  Tafel  Xc  sofort  den  zugehörigen  Werth  von 
tf  =  ti  —  ta;  mit  dessen  Hilfe  gewinnt  mau  nach  der  Formel  58)  (pag.  230)  den 
Betrag  der  Präcession  in  der  Zeit  %'.  welcher  von  dem  erhaltenen  Werthe  in  Abzug 
zu  bringen  ist,  um  zur  Keduction  auf  das  gewählte  mittlere  Äquinoctium  zur  Zeit 
Ta  zu  gelangen. 

Vereinigt  man  die  drei  genannten  Correctionen  für  Aberration,  Nutation  und 
Präcession,  bezeichnet  mit  k„  und  ßa  die  auf  das  mittlere  Äquinoctium  bezogene 
Länge  und  Breite  und  drückt  TB  —  T0  in  mittleren  Sonnentagen  aus,  so  hat  man : 

'  =  T"—T-> 
~  165-14" 
Ao  =  l  +  {2o"48i  cos  (0 —  l)  +  o"343cos(»r'  —  Ä)}sec^  —  N  — 

—  t'[l-i-  /ztgßcoaiX  —  Hl, 
ß0  =  ß  +  {ao"48i  ail>  (O  -  ®  +  o"343  sin  (,r'  —  l\)  sinß  +  /  /«  sin  [X  -  II} 
;t'  =  2800  21'  21"  +  6i"70((o —  1850) 
/7=  i73uo'  12"+  32"87((ü—  1850) 
1=  5o"23465  +  o"ooo2258i  [t0 —  1850} 
n  =  o"4795o  —  o"oooooÖ50  [t0  —  1850), 

wobei  t0  die  Jahreszahl  des  Beobachtuugsdatums  vorstellt  und  die  in  eckigen  Klam- 
mern stehenden ,  beziehungsweise  mit  sec  ß  und  sin  ß  multiplicirten  Aberrations- 
glieder  fortzulassen  sind,  falls  die  Fixstern-  und  Planeten-Aberration  durch  Correction 
der  ßeobachtunggzeit  Berücksichtigung  gefunden  hat. 

b)  Äquator. 

Für  den  Äquator  werden  die  Keductionsformeln  wesentlich  zusammengesetzter, 
doch  wird  die  Benützung  der  von  Kessel  eingeführten  HiUsgrössen,  welche  in  den 
astronomischen  Ephemeriden  angeführt  werden  oder  mit  Hilfe  der  Tafeln  X  des 
vorliegenden  Werkes   berechnet   werden   können,   die  Rechnung   sehr  bequem   ge- 
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I 
stalten.     Die  Gleichungen   für  die   Berechnung    der  Pritcession  haben   die  Form 

(«tgl.   57)  V*.  *3°) :  ^  =1.{m  +  ntg Jsino) 

ddt  =  i'ncoBtt, 

diejenigen  für  die  Nutation  (vergl.  3)  pag.   245) : 

dat  =  cos  edl  -\-  (sin  e  sin  a  dl  —  cos  a  dt)  tg  6 

<•/<$,  =  ein  e  cos  a  <//.  -j-  sin  «  de. 

Vereinigt  man  die  beiden  hier  gegebenen  Correctionen,  so  findet  Bich : 

Ati  +  da2  =  [%'m  -\-  cos  c  rfA)  +  (t*  «  +  sin  £  <&)  sin  a  tg  d  —  rfe  cos  a  tg  d  1 
dSj-\-  d$2  —  (TM  4"  sinerfA)cosa  +  t/esinct,  | 

und  setzt  man  abkürzend : 

y  =  t'  m  +  cos  e  dA 
^  cos  G  =  t'  n  +  sin  e  <& 
g  sin  G  =  —  <fe, 

so  wird,  wenn  t'  die  seit  dem  tropischen  Jahresanfänge  verflossene  Zeit  in  Einheiten 
des  tropischen  Jahres  bezeichnet  und  mit  diesen  Formeln  die  Correctionen  für  Aber- 
ration (vergl.  14)  pag.  116)  und  eventuell  für  Eigenbewegung  (vergl.  pag.  230)  ver- 
einigt werden,  die  Reduction  der  äquatorealen  polaren  Coordinaten  vom  mittleren 
Äijuinoctium  des  tropischen  Jahresanfangs  auf  den  scheinbaren  Ort  in  den  folgenden 
Ausdrücken  enthalten  sein: 

Red.  a=/+£sin(G  +  a)tgtf  +  Asin(Ä'-r-a)sec<J  +  /<T'   » 
Red.  ö=$cos{G  +  a)  +  Acos  {11+  a)smÖ+  icosö  +  fiV.j     ^ 

Die  astronomischen  Ephemeriden  bieten  mit  der  nothwendigen  Ausführlichkeit  die 
für  die  Rechnung  dieser  Formeln  nöthigen  Ililfsgrössen  f,  g.  G,  h,  H  und  1,  welche 
aber  auch  leicht  mit  Hilfe  der  Tafeln  X  berechnet  werden  können ;  von  der  Ermitt- 
lung der  letzten  drei  Hilfsgrössen ,  welche  die  Correction  für  Aberration  ergeben, 
ist  oben  (pag.  116)  ein  ausführliches  Beispiel  gegeben  worden  und  daher  nur  zu 
beachten,  dass  diese  den  Ephemeriden  entlehnten  Grössen  bis  jetzt  das  kleine,  von 
der  Erdbahn  excentricität  abhängige  Glied  nicht  enthalten.  Für  die  in  3)  aufge- 
führten Hilfsgrössen  ergeben  sich  aber  leicht  die  nöthigen  Werthe,  wenn  man  in 
dieselben  für  dl  und  dz  die  bei  der  Nutation  (pag.  245),  für  m,  n  und  e  die  früher 
bei  der  Präcession  (pag.  202,  203)  aufgestellten  Ausdrücke  substituirt;  die  mit  r' 
multiplicirten  Glieder  können  mit  dem  vom  Argumente  I  abhängigen  Ausdrucke 
leicht  vereinigt  werden.  Die  in  dem  vorliegenden  Werke  aufgenommene  Tafel  aber 
gibt  für  die  Bestimmung  der  drei  Ililfsgrössen  f,  gcoaG  und  gsinG  nur  jene 
Glieder,  die  von  dem  Argumente  I  und  II  abhängig  sind,  indem  die  übrigen  klei- 
nen und  meist  mit  rasch  veränderlichen  Argumenten  verbundenen  Glieder,  die  bis- 
her vernachlässigt  worden  sind,  in  besonderer  Weise  berechnet  werden  sollen,  worüber 
weiter  unten  das  Nöthige  beigebracht  werden  wird. 


DigitizGd  by  Vj OOQ  IC 


—•-     249 


Es  sollen  nun  mit  Hilfe  der  Tafeln  X  die  genannten  Hilfsgrössen  für  jene 
Daten  berechnet  weiden,  welche  oben  (pag.  120)  zur  Ermittlung  der  Aberrations- 
cocfficienten  und  der  Grössen  X',  A'  und  S  (pag.  244)  gedient  haben.  Über  die 
Bildung  der  Argumente  verweise  ich  auf  pag.  243.  Man  findet  mit  Berücksichti- 
gung der  Säcularglieder  und  des  XJmstandes,  dass  die  Ephemeride  für  den  Jahres- 
anfang gilt,  also  eventuell  die  unteren  Zeilen  der  Tafel  Xc  zu  benutzen  sind,  die 
folgenden  Zahlen : 

Tafel  Ia  I,  =  77-853  II»  =  63319  (  =  —  0-17 


1883 

mittl-  Berl.  Zeit 

Jan  0.5 

Jan  1-5 

Jan  1-5 

Jan  3-5 

Jan  45 

Jan  ss 

Tafel  Xb      Arg  I 

77-853 

78-117 

78-401 

78-674 

78-948 

79111 

„    H 

63-3'9 

63-304 

63.190 

63-175 

63.160 

63-145 

Tafel  Xc            1' 

+  0.0007 

+  0003s 

+  0-0061 

+  00089 

+  0-0..7 

+  0-0144 

,,        (jsinG). 

+  o"S26 

+  ""519 

+  o"SH 

+  °"S°3 

+  °"491 

+  0.483 

,,  Xa(ysin(?)ii 

+  6-177 

+  6-184 

+  6-190 

+  6-197 

+  6-104 

+  6.1.0 

Tafel  XefjcosGM 

+  o"l9S 

+  0"i67 

+  o"34° 

+  o"4.i 

+  0*484 

+  o"5SS 

,,    Xd  (JTCohG)II 

+  5-1*9 

+  5"«f 

+  S-1S1 

+  5-176 

+  5-171 
0-8*588 

+  J-I68 

log  g  Bin  G 

0.8*617 

0.81617 

0.81614 

0.81561 

9-89190 

9.88974 

9.88749 

9-88S33 

9-88308 

9.88083 

logycosG 

o-jjiii 

0-73656 

0-74102 

0-74716 

0.75151 

0-75761 

G 

510  14' 

S°°  JJ' 

So"  3"' 

500  10' 

49°  49' 

49°  18' 

log? 

0-93*4 

0-9365 
+  o"6>S 

0-9386 

0-9407 

0-9418 

0-9448 

Tafel  Xc          /l 

+  o"448 

+  o"78l 

+  o"948 

+  i"ii4 

+  l"l78 

„    Xd          /» 

+11-96. 

+  H-9SI 

+  11.941 

+  1.931 

+  II  -9»! 

+  11.911 

/ 

-t-  11-409 

+  .1.566 

+  11.714 

+  i»-88o 

+  13-036 

+  .3-190. 

Hei  der  Herstellung  einer  Ephemeride  wird  man  natürlich  die  Rechnung  in  grösseren 
Intervallen  ausführen,  als  es  hier  geschehen  ist,  und  bei  Angabe  der  Zahlenwerthe 
von  f  die  Tauseudtheilc  der  Bogensekunde  weglassen,  log  g  auf  vier  Stellen  und  6" 
auf  Bogenminuten  mittheilen. 

Es  sei  für  1883  Januar  2-75  mittl.  Berl.  Zeit  die  Reduction  des  Sternes  61 
Cygni  pr.  vom  mittleren  Aquinoctium  des  tropischen  Jahresanfanges  auf  den  schein- 
baren Ort  zu  ermitteln.  Die  genäherte  Position  ist  a  =  3150  19',  d  =  +  38°8',  die 
jährliche  Eigenbewegung  (i  =  +■  0*3444  =  +  5"io6,  «'  =  -+■  3"23o.  Mit  Rücksicht 
auf  diese  und  die  früher  (pag.  1 20)  gefundenen  Zahlen  stellt  sich  die  Rechnung  wie 
folgt : 


0 

500  26' 

.' 

-4-  0-0069 

O  +  a 

5   45 

«V 

+  o"o4 

II 

348    29 

/ 

+  12"76 

Il+cc 

303   48 

J8fa(G  +  «)tgJ 
h  sin  [H  -4-  a)  sec  § 

4-  o"68 

tgj 

9.8949 

2l"92 

sin(G  +  «) 

9-0008 

Red.a" 

—  8"44 

logj 

09391 
9.9978 

Bed.o" 

—  °'5°3 

cos  [G  +  u) 
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secd    0-1043  x'fi'     -f-  o"oz 

mn(H+a)     gn9i96  ffcos  (G  +  a)     +  8"65 

log/*     1-3169         Ä  cos  (Zf  +  a)  sind     -+-  j"i$ 

oos{H+a)     97453  tcosd    —  i"4i 

sinj    9-7907  Red.  d     +  ^^g. 

logt  On2542 
cosd  9-8957 
DieBe  Reduction  bedarf,  -wenn  man  die  kleinen  Nutationsglieder,  auf  die  später 
ausführlich  eingegangen  werden  wird,  berücksichtigen  will,  einer  geringen  Correction, 
und  weiter  kommt  bei  diesem  Sterne  seine  Parallaxe  in  Betracht.  Bezeichnet  man 
mit  a,  d  und  p  die  heliocentrischen,  mit  er',  d'  und  q  die  geocen  tri  sehen  Äquator- 
coordinaten  des  Sternes,  mit  O  und  R  die  geocentrische  Länge  und  Entfernung 
der  Sonne  und  mit  c  die  Schiefe  der  Ekliptik,  so  bestehen  mit  Vernachlässigung 
der  Sonnenbreiten  die  Rektionen: 

e/cosa'cosd"  =  pcosacosd  +  Äcos0 
l'sina'coecT  =  psiii  etcosd  +  .RsinOcose 
t/sind'  =^  (JsiniS  -j-  ÄsinOsine. 

Berücksichtigt  man  nur  die  ersten  Potenzen  der  Parallaxe,  so  erhält  man  (ähnlich 
wie  auf  pag.  111),  wenn  mit  p  die  jährliche  Parallaxe  des  Sternes  bezeichnet  wird, 
leicht : 

a'  —  a  =  —  jBÄ{sin«cosQ  —  cos  £  cos  a  sin  0}  secd 
3'  —  6  =  —  p  11  {cos  e  sin  a  sind  —  sin  e  cos  d)  sin  o  —  />.Hsindcosacos0. 
Setzt  man  daher: 

—  ^Ttjocosecosc  =  Asin  K        ^(sinasindeose  —  cosdsinf)  =  /sin/, 
—  lepsin«  =  ÜcobK  — pcosasind  =  IcoaL, 

wobei  die  Hilfsgrössen  k,  K,  l,  L  für  ein  und  denselben  Stern  durch  eine  lauge 
Reihe  von  Jahren  als  constant  betrachtet  werden  dürfen,  so  findet  sich,  wenn  über- 
dies R  der  Einheit  gleich  gesetzt  wird,    was  ohne  merklichen  Nachtheil  geschehen 

o'  —  c  =  Acos(Ä"+  0)secd 

ö'  —  d  =  lcoB{L +  <£>). 
Die  Grösse  k  ist  hier  so  angesetzt,    dass  die  Correction   in  Rectascension   in  Ein- 
heiten der  Zeitsekunde,  jene  in  Declination    in  Einheiten  der  Bogensekunde  er- 
halten wird.  a 

Nimmt  man  für  den  Stern  61  Cygni  die  jährliche  Parallaxe  mit  o"45  an,  so 
findet  sich  mit  Hilfe  der  obigen  Position  (e  =  23°  27') : 

log*     8459  ür=3i7°i 

log*    9575  £=238°  3, 

und  daraus  mit  0  =  2820  5  sofort: 

Ja  =  —  o*oig  ,         J$  =  —  o"35 , 
welche  Correctionen  noch  an  die  obige  Reduction  additiv  anzubringen  wären. 
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Fasst  man  aus  den  vorstehenden  Entwicklungen  jene  Formeln  heraus,  deren 
man  bedarf,  um  die  Beobachtung  eines  Kometen  oder  Planeten  auf  das  mittlere 
Aquinoctium  des  Jahresanfanges  zu  reduciren  und  benutzt  die  Hilfsmittel,  welche 
die  astronomischen  Ephemeriden  gegenwärtig  hierzu  gewähren,  so  wird  man  anzu- 
wenden haben: 

«o  —  a  —  {/■+  ?sin(G  +  a)  tgä  +  [Asm(H  +  «)  +  Ä0sin  {H0  +  a)]  secd) 
3a=3  —  {^cos  [G  +  a)  +  [hcos{H  +  a)  +  Ä0cos  (fl„  +  a)]sinS  +  [i+y  cosd} 
log  h0  H0  ia 

1800        9.534         35i°3         —  o"o22 

■850         9-534         350-5         —0-024 

1900        9-534         349-7         —  0-026. 

Die  in  den  geradlinigen  Klammem  eingeschlossenen  Factoren  von  secd,  sin  3  und 
cos  3,  welche  die  Correctionen  für  die  Fixstern- Aberration  ergeben,  sind  fortzulassen, 
falls  die  Beobachtung  bereits  durch  die  Verminderung  der  Beobachtungszeit  um  die 
Aberrationszeit  sowohl  für  die  Fixstern-  als  auch  Planeten-Aberration  corrigirt  er- 
scheint. Liegen  die  zu  vereinigenden  Beobachtungen  in  verschiedenen  Jahren,  so 
wird  man  zuerst  die  Reduction  nach  den  eben  angeführten  Vorschriften  auf  den 
betreffenden  Jahresanfang  ausfuhren  und  dann  mit  Hilfe  der  bei  der  Präcession  ge- 
gebenen Formeln  57)  (pag.  230)  die  Übertragung  auf  den  gewählten  mittleren  Äqua- 
tor bewirken. 

Die  Ephemeriden  der  Planeten  und  Kometen  geben  dem  allgemeinen  Ge- 
brauche entsprechend  stets  die  auf  das  wahre  Aquinoctium  bezogenen  Orte,  da  die 
Fixstern-  und  Planeten -Aberration  durch  Änderung  der  Beobachtungszeit  (vergl. 
pag.  123)  gleichzeitig  berücksichtigt  werden  kann;  bei  der  Berechnung  der  Ephe- 
meriden wird  man  gewöhnlich  die  auf  das  mittlere  Aquinoctium  deB  Jahresanfanges 
(wohl  auch  des  nächstliegenden  Jahrzehntanfanges)  bezogenen  rechtwinkligen  helio- 
centrischen  Coordinaten  des  Himmelskörpers  erhalten,  welche  mit  den  auf  das  näm- 
liche mittlere  Aquinoctium  bezogenen  rechtwinkligen  Sonnencoordinaten  vereinigt, 
die  rechtwinkligen  geocentrischen  Coordinaten  desselben  finden  lassen,  die  dann  in 
bekannter  Weise  in  polare  umgesetzt  werden;  um  diese  auf  das  wahre  Aquinoctium 
des  gegebenen  Datums  zu  beziehen,  wird  man  an  die  berechneten  Bectascensionen 
und  Declinationen  die  Correctionen  für  Präcession  und  Nutation  anbringen  müssen; 
dieselben  sind  nach  den  vorausgehenden  Formeln: 

^«=/-t-^sin(G  +  a)tgJ 

J3=gcoB{G  +  a). 

Hierbei  wird,  wenn  man  die  in  den  astronomischen  Ephemeriden  mitgetheilten  Hilfs- 
grossen  f,  g  und  G  benützen  will,  die  Voraussetzung  gemacht  werden  müssen,  dass 
das  mittlere  Aquinoctium  das  des  tropischen  Jahresanfanges  sei ;  das  Berliner  Jahr- 
buch bietet  in  seinen  neueren  Jahrgängen  dem  Rechner  die  analogen  Hilfsmittel, 
um   die   Übertragung  vom   mittleren   Aquinoctium   des   nächstliegenden   Jahrzehnt- 
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anfanges  ausfuhren  zu  können,  und  auch  Correctionstabellen ,  um  die  allenfalls 
hervortretenden  Glieder  zweiter  Ordnung  zu  berücksichtigen. 

Manche  der  astronomischen  Jahrbücher  geben  aber  [besonders  in  den  älteren 
Jahrgängen)  nicht  die  auf  das  mittlere  Äquinoctium  des  Jahresanfanges  bezogenen 
rechtwinkligen  Sonnencoordinaten ,  sondern  unmittelbar  die  wahren  an;  man  wird 
in  diesen  Fällen  die  gefundenen  mittleren  heliocentrischen  Coordinaten  des  Himmels- 
körpers in  wahre  zu  verwandeln  haben,  die  mit  den  wahren  Sonnencoordinaten  ver- 
einigt sofort  die  Ephemeridenorte  (wahres  Äquinoctium)  ergeben  werden.  Die  not- 
wendige Umsetzung  geschieht  am  einfachsten  nach  Hill 's  Methode  (Astr.  Nachr.  1593), 
wobei  die  oben  angeführten  Hilfsgrossen  f,  g  und  G  ebenfalls  ihre  Verwendung  finden. 

Sind  x ,  y  und  z  die  rechtwinkligen  heliocentrischen  Äquatorcoordinaten,  be- 
zogen auf  das  mittlere  Äquinoctium  des  Jahresanfanges,  a  und  d  die  heliozentrische 
Rectaacension  und  Declination,  r  die  Entfernung,  so  ist: 
x  =  rcosacosrf 
y  =  rsinacosrf 
z  —  rsind. 

Sind  x',  y'  und  z'  die  auf  das  jeweilige  wahre  Äquinoctium  belogenen  Coordinaten, 
so  ist,  da  die  aus  der  Transformation  entstehenden  Änderungen  als  differentieller 
Natur  aufgefasst  werden  dürfen: 

x"  —  x  =  ix,  5x  =  —  rsmacosdda  —  rcosasintfoW 

y'  —  y  =  öy,  6y  =  -f-  r  cos  a  cos  rf*J«  —  rsinasiadäd 

/  —  z  =  dz,  3z  =  +  rcosdSd. 

Setzt  man  nun  in  den  letzteren  Ausdrücken  für  da  und  Sd  die  Werthe: 
da=/+?sin(G  +  a)tgrf 
Sd  =  gcos{G  +  o)t 

welche  die  Reduction  auf  das  wahre  Äquinoctium  geben ,  so  wird  man  unter  der 
Erwägung,  dass  f  und  g  gewöhnlich  in  Bogensekunden  angesetzt  sind,  leicht  finden: 

x'  —  x  =  ( — fy  —  ycosG-zJarc  1" 

y1 —  y  =  {+/x  +  ysinGz}arci" 

z'  —  z  =  {gcouG-x  —  ysinG-yJarci". 

Diese  Correctionen  sind  in  Einheiten  des  Radius  additiv  an  die  mittleren  Coor- 
dinaten anzubringen,  um  die  wahren  zu  erhalten. 

Urs  sei   hat  den  in  2)   (pag.  248)  auftretenden   Reductionscoefncienten  noch 
eine  andere  Gestalt  gegeben,    welche  dann  besondere  Vortheile  bietet,    wenn  man 
Ephemeriden  für  Steme  herstellen  will.     Setzt  man  nämlich: 
■fm  +  cosedi,  =  Am  -\-  E  1 
%'n  +  sine  dl  =  An,  \ 

so  wird,  da  m  und  n  (vergl.  pag.  203  und  55)  pag.  196}  nahezu  im  Verhältnisse  von 
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cos«  zu  sin«  stehen,  E  eine  «ehr  kleine  Grösse  sein,  die  sich  aus  diesen  Gleichun- 
gen leicht  bestimmt,  nämlich: 

nE  =  (ncose  —  msme)d?.. 
Nun   ist  aber  nach   der  Gleichung  55)   (pag.  196),   wenn   man   die  Glieder   dritter 
Ordnung  weglässt: 

»cose  —  meine  =  Aj's'mer  -f-  A2' siner2  =  asint, 
daher  kann  mit  genügender  Genauigkeit  gesetzt  werden: 

E  =  -  sin  edl ,  6a) 

oder  numerisch  mit  Benützung  der  Werthe  pag.  202  und  203  : 

E=  {+  0-0027226  —  0-0000048 1  (ta —  1900)}  dl.  6b) 
Da  der  grösste  Goefncient  in  der  Nutation  in  Länge  dl  etwa  1 7"  beträgt,  so  wird  E 
wegen  des  kleinen  numerischen  Factors  in  6b}  im  Maximum  o"o5  erreichen,  und  es 
wird  umaomehr  genügen,  für  E  nur  die  von  den  Argumenten  I  und  II  abhängigen 
Glieder  zu  berücksichtigen,  als  das  grösste  der  folgenden  mit  dem  Argumente  III 
verbundenen  Glieder  höchstens  o"ooo6  betragen  wird,  also  unbedenklich  fortgelassen 
werden  kann.  Wie  man  sieht,  bleibt  E  stet»  sehr  klein  und  konnte  ohne  wesent- 
lichen Nachtheil  vernachlässigt  werden,  wie  dies  auch  ursprünglich  von  Bessel 
geschehen  ist. 

Für  A  findet  sich  aus  den  Gleichungen  5) ; 

A  =  t'+~  dl.         7) 

Die  vom  Argument  I  abhängigen  Glieder  in  dl  sind  mit  r'  vereinigt  in  die  Tafel  X 
aufgenommen ;  hierbei  erscheint  1'  vom  zugehörigen  tropischen  Jahresanfänge  gezählt. 
Man  wird  aber  auch  einen  anderen  Ausgangspunkt  wählen  können;  würde  zum 
Beispiel  der  tropische  Jahresanfang  irgend  eines  Jahres  angenommen,  so  hätte  man 
A  nur  um  die  entsprechende  Anzahl  von  Jahren  zu  vergrössern  oder  zu  verkleinern. 
Natürlich  darf  mit  Hilfe  der  obigen  Formel  keine  Reduction  auf  so  ferne  Epochen 
vorgenommen  werden,  dass  die  Glieder  zweiter  Ordnung  merkbar  werden. 

Bessel  setzt  ferner: 

B  =  —  de ;         8) 

man  kann  also,  wenn  man  die  Aberrationsformeln  (vergl.  14  pag.  116}  und  die 
Eigenbewegung  hinzufügt,  der  Reduction  vom  mittleren  Äquinoctium  des  Jahres- 
anfanges auf  den  scheinbaren  Ort  die  Form  ertheilen : 

Red.  a  =  aA  +  bB  +  cC  +  dD  +  E+ftT'\ 
Red.  S  =  a'A  +  b'B  +  c'C  +  JD  +  n'v' ,         |  9' 

wobei  gesetzt  worden  ist  (vergl.  2)  pag.  248}: 

a  =  m  +  «sinatgd        a'  =  neos« 

b  =  cosotgd  V  =  —  sina 

c  =  cosaseed  c'  =  cosdtge  —  sinasind 

rf=  sinaseed  (f  =  cos«  sin  S, 
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welche  Coefficienten  für  denselben  Fixstern  im  Verlaufe  eines  Jahres  als  «instant 
angenommen  werden  dürfen.  Dieser  Umstand  macht  die  Formeln  g)  besonders  be- 
quem zur  Herstellung  von  Sternephemeriden. 

Die  Grössen  A,  B,  C,  D  und  E  finden  sich  mit  der  nöthigen  Ausführlich- 
keit in  den  astronomischen  Ephemeriden ,  können  aber  auch  leicht  mit  Hilfe  der 
Tafeln  X  dieses  "Werkes  berechnet  werden :  die  letzteren  berücksichtigen  übrigens 
bei  C  und  D  das  kleine  von  der  Erdbahne xcentricität  abhängige  Glied,  während 
dasselbe  in  den  von  den  Ephemeriden  bis  jetzt  mitgetheilten  Hilfsgrössen  nicht 
enthalten  ist.  Die  Grössen  C  und  D  hängen  nur  vom  Argumente  I  ab,  A,  B  und 
E  auch  von  den  andern  Argumenten.  Über  die  Bildung  der  Argumente  ist  bereits 
oben  (pag.  240)  das  Nüthige  beigebracht  worden,  und  die  Benützung  der  Tafeln  ist 
eine  unmittelbar  ersichtliche.  Die  von  den  Argumenten  I  und  II  abhängigen  Glieder 
sind  die  wesentlichsten,  während  die  übrigen  Argumente  den  Grössen  A  und  B  nur 
kleine ,  meist  rasch  veränderliehe  Glieder  hinzufügen .  deren  Summe  bereits  oben 
(pag.  244)  als  A'  und  B'  berechnet  worden  ist;  es  wird  zweckmässig  sein,  diese 
Glieder  von  den  Haupt  gliedern  zu  trennen  und  die  letzteren  iu  grösseren  Inter- 
vallen zu  ermitteln.  Die  aus  den  kleinen  Gliedern  entstehenden  Correctionen, 
welche  den  aus  den  Argumenten  I  und  II  rcsultirenden  Reductionen  hinzuzufügen 
sind ,    können  leicht   nachträglich  an  die  Stemorte  angebracht  werden  und  werden 

sem:  Correct.  der  Reduct.  in  a  =  aA'-\-  bB'  \ 

\   na 
»   3  =a'A'+b'B'.\         ' 

Für  a  und  a  wird  (vergl.  10)  pag.  253)  die  jährliche  Präcession,  die  man  sich  meist 
ohne  Rechnung  mit  genügender  Annäherung   verschaffen  kann ,    einzuführen  sein ; 
bezeichnet  man  dieselbe  beziehungsweise  mit  Pu  und  Pg,  so  wird  man  noch  haben : 
Correct.  der  Reduct.  in  a  =  PaA'  +  tgdcosoÄ'l 
,,         ,,  ,,        ,,    d  =  PfiA'—nmaB'.      ) 

Die  Werthe  von  A,  B  und  E,  soweit  sie  von  den  Argumenten  I  und  II 
allein  abhängen,  sollen  für  die  Zeiten  der  oben  berechneten  Ephemeride  mittelst 
der  Tafeln  X  ermittelt  werden.  Man  hat  mit  Benützung  der  bereits  früher  gefun- 
denen Argument  werthe  I  und  II : 


,,!,;, 


188] 
mittl.  Bert.  .Zeit 
Tafel  Xc        z' 

+  O-OOO? 

+  0-0035 

Jan  1-5 

Ja»  3-5 

Jan  4.5 

Jan  s-5 

+  0.01055 
+  0.258*1 

+  6-197 

+  0-OI17 
+  0-01414 
+  0-25799 

+  o"49J 

9-4504 
08159 

+  0-0144 

+  0-02771 
+  0-15778 

Tafel  Xc       A, 
.,     Xa       .4, 

+  0-00971 

+  0-25884 

+  +  J  +  + 

+  0-01695 

+  0-15843 
+  o"sii 
+  6.190 

Tafel  Xc       8, 

,,      Xd        B-2 

logB 

+  o"Si6 
+  6-177 

+  o"483 
+  6110 

9-45 S6 
0-8256 

9.4190 
0-816* 

9-414S 
0.816} 

+  0*0001 
+  00014 

9-4399 
0-8161 

9.4452 
0-8161 

Tafel  Xc       Et 

..     Xa       Et 

E 

+  O'OOOI 

+  O-0O14 

+  0-0015 

+  00014 
+  0-0015 

+  0-0014 
+  0-0025 

+  o'oooi 

+  o'ooo. 

+  0-0024 
+  0-002S. 
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Wollte  man  die  kleinen  Glieder  mit  den  hier  gefundenen  Wertheu  sofort  vereinigen, 
so  wären  dafür  folgende,  aus  der  Addition  der  auf  pag.  244  ermittelten  Werthe  von 
A '  und  B'  eich  ergebende  Beträge  anzunehmen,  zu  denen  die  Logarithmen  der 
Grössen  C  und  D  (pag.  120)  hinzugefügt  sind: 


1883 

Jan  0-5 

Jan  1-5 

Jan  2-5 

Jan  3.5 

Jan  4-5 

Jan  5.5 

{A+A) 

9-4272 

9.4304 

94342 

9.4388 

9-4442 

9.4506 

[B  +  fl') 

0-8220 

0-8228 

08244 

0-8262 

0-8280 

0-8294 

logC 

o«53"7 

o„57i8 

o„6o84 

0*6419 

0.16728 

0,7017 

log-D 

13116 

13101 

1-3085 

1-3068 

1-3049 

1-3029. 

Als  Beispiel  für  die  Anwendung  der  zweiten  Form  der  Bessel'schen  Keduc- 
tionsgrossen  soll  die  auf  pag.  249  und  250  nach,  der  ersten  Form  berechnete  Eeduc- 
tion  von  61  Cygni  auf  den  scheinbaren  Ort  vorgenommen  werden.  Die  Formeln  10) 
geben  unter  Benützung  der  früher  für  diesen  Stern  angesetzten  Position,  wenn  für 
1883  die  Werthe  von  my  n  und  £  der  Tafel  XI  entlehnt  und  überdies  die  a,  b,  c 
und  d  Coefficienten ,  um  die  Reduction  in  Rectascension  sogleich  in  Zeitmass  zu 
erhalten,  durch  15  dividirt  werden: 

log—  =  0-3680  log  a'  =  1-1540 

log—  =  8-57°7  logÄ'  =  9-847i 

log—  =  87800  logC'=  9-8896 

log-  =  8„7752  logd*  =  9-6425. 

Für  Januar  2-75  werden  für  die  Constanten  A,  B  (mit  Weglassung  der  kleinen  Glie- 
der), E  und  C,  D  (vergl.  pag.  120)  anzunehmen  sein: 


log  .4  -=  9-4412 

log  C  =  o„6i7o 

log  B  =  0-8261 

logi)  =  1-3081 

E  =  +  0*0025 

f '  =   +  0-0069  i 

ür  die  Ermittlung  der  Reduction  hat 

man  : 

aA  =  +  0*644 

aA  =  +  3"94 

bB  =  +  0-249 

b'B  =  +47» 

cC  =  —  0-249 

c'C  =  —  3-2i 

dB  =  —  1.211 

tfl)  =  +  8-92 

E  =  +  0-003 

fi'%"  =  +  002 

ftr'  =  -\-  0-002 

Red.  in  a  =  —  0*562 

Red 

in  d  =  +  1V38, 

zu  welchen  Werthen  noch  der  oben  (pag.  2 1  o)  angegebene  Betrag  der  Parallaxe  hin- 
zukäme. Wie  man  sieht,  stimmt  dieses  Resultat  vollständig  mit  den  früher  nach  der 
ersten  Form  erhaltenen  Zahlen.  Wollte  man  die  kleinen,  rasch  veränderlichen  Glieder 
berechnen,  so  wird  für  den  oben  gewählten  Moment  nach  den  Formeln  1 1a]  (pag.  254) 
mit  Benützung  der  eben  angegebenen  Coefficienten  a,  b,  a,  b'  mit  Rücksicht  auf 
zweite  Differenzen:  A'  =  — 0-00381 

B'  =  —  o"o2o 
faaÄ  +  -fabB'  =  —  o'oio 
a'A'  -j-  b'B  =  —  o"o7  ; 


DigitizGd  by  Vj OOQ  IC 


856    . 

diese  Correctionen  sind,  um  die  kleinen  Nutationsglieder  zu  berücksichtigen,  an  die 
oben  (pag.  249,  250  und  255)  nach  verschiedenen  Methoden  identisch  gefundenen 
Reductionen  additiv  anzubringen.  Die  Eeduction  von  61  Cygni  auf  den  scheinbaren 
Ort  mit  Rücksichtnahme  auf  die  kleinen  Glieder,  die  Eigenbewegung  und  Parallaxe 
ist  daher: 

Ja  =  —  0*591  J3  =  4-  i3"°,6. 

Hätte  man  die  oben  ermittelten  Werthe  von  (A  +  A')  und  (B  +  ff)  in  Rechnung 
gezogen,  so  würde  sich  für  die  von  der  Präcession  und  Nutation  abhängigen  Glie- 
der in  Übereinstimmung  mit  den  früheren  Resultaten : 

■faa  [A  +  A')=  +  0*636  a'  (A  +  A')  =  +  3"88 

igb  [B  +  ff)  =  +  0*249  *'  [B  +  ff)  =  +  4"70, 

ergeben  haben. 

Für  die  Berechnung  der  Reduction  in  Rectascension  und  Declination  ver- 
dient noch  diejenige  Form  Beachtung,  auf  welche  Klinkerfues  (Astr.  Nachr. 
Bd.  62  pag.  355)  aufmerksam  gemacht  hat.  Setzt  man  in  die  Formeln  4a)  (pag.  248) 
die  Nordpoldistanz  re  ein,  so  lassen  sich  dieselben,  wenn  man  die  von  der  Eigen- 
bewegung  abhangigen  Glieder  fortlässt,  schreiben : 

Red.  ina  =  f  ■+-  {^sinGcotgre  +  Äsini7co9ec;r}cos«  + 

-j-  {?cos  Gcotgnr  +  ÄcosjScosecTrJsina 
Red.  ind  =  cosd{>  +  (jfcosGcosecTt  +  Acosf/cotgn;)cosa  — 
—  {ysin  Gcosecff  +  Asin  J/cotg,-r)  sin  er}. 
Nun  ist  aber  bekanntlich : 

cotgre  =  ^cotgirr  —  \\%\lt 

COSCCST  =  ^COtg^Jt  +    JtgJ/F. 

somit  auch: 

Red.  ina  =/+  |cotg*  ^{(psinG  +  Asin/?)cosa  -+-  (g-cosG  +  A  cos  Ü)  sin  a}  + 
+  ^tg^/r{( — ffsinG  -+-  A sin  H)  cos«  +  ( —  gzos  G  +  ÄcosÄ)sina} 

Red.  ind  =  cosdi*-r-^cotg^7r{(ycOBG  +  ÄcosH)  cosa-|-( — 17  sin  G— Asin_ff)sina}+ 
-{- Jtg-J?r{[jfcosG  —  Acosi£)cosa  +  ( — gsinG  +  A sin H]  sin«};. 

Setzt  man  also : 

Äsin  Ä=  \  \gs\n  G  +  Asin  II)  =  ±{B  +  C) 
£cosA"=£(jrcosG  +  A  cos  II)  =}{gcaaG  +  I)) 
/sin  L  =  £  (^cosG  —  A  cos  ff)  =  -J  (ycos  G  —  i>) 
JcosL  =  i(— ysinG-t-AsinÄ;=i(— £+C), 

so  wird  für  die  Berechnung  der  Reduction: 

Red.  incr=/-|-Acotg£/rsin(A"-T-«)  +  ltg\nvo6[L  +  et)  1 

Red.  inö^cosdfi-Mcotg^TcosfA'-l-a)  +  *tgiffsin(£  +  «)},  J     I2, 

so  dass  die'  Bestimmung  der  Klinkerfues'schen  Reductionsconstanten  mit  Hilfe 
der  Tafeln  X  ebenfalls  leicht  durchgeführt  werden  kann. 
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Mit  Benützung  der  bisher  erlangten   Resultate  (pag.  120,    249  und  254)  er- 


US) 

Jan  0-5 

Jun   ..5 

Jan  *-5 

Jan  j-s 

Jan  4-5 

i-B 

+  3"lJiS 

+  3"35iJ 

+  3"350S 

+  3"SS°o 

+  3" 34*o 

IC 

—  woio 

-  1.I65J 

—  1-0295 

—  1-1910 

—  »•1540 

igcoaO 

+  1-69*0 

+  1-7160 

+  2.7605 

+  1-794° 

+  18180 

iD 

+  io-*455 

+  10.*  110 

+  >°."745 

+  ici  140 

+  10-0905 

kttnK 

0-11761 

0-17202 

0.11090 

0-06371 

9.99760 

9.9961a 

9-99715 

999775 

9-99816 

9-99871 

kcosK 

iiulj 

1-11186 

1-11176 

1*11153 

i-mii 

E 

7°  16' 

6"  33' 

S°5°' 

5"  7' 

4°  15' 

logk 

i-iijj 

11147 

...40 

l«33 

WI15 

lüoL 

0.87815 

0.87415 

0.87005 

on86570 

0.86.09 

9„9"97" 

9n9<4°4 

9.90814 

9n90iQ4 

9-89572 

leotL 

o,70jso 

0.7174* 

0,73078 

°,,74367 

0.75603 

L 

»360  13' 

»35°  8' 

»34°  »' 

132°  571 

2J1°  52' 

logi 

0-9584 

0.960» 

0.9619 

0-9637 

0-9654 

/ 

+  l 2*409 

+  .i"S66 

+  u"7*4 

+  n"88o 

+  13"036 

' 

—  1.476 

—  1-619 

-  t.760 

-  "9Q1 

—  1-043. 

Das  Klinkeri'ues'eche  Verfahren  gibt  mit  Benützung  der  früher  angegebenen 
Position  (pag.  249)  und  der  Reduction  für  Eigenbewegung  (pag.  250),  kleine  Nuta- 
tionsglieder  (pag.  255]  und  Parallaxe  (pag.  250)  die  Reduction  des  Sternes  61  Cygni 
auf  den  scheinbaren  Ort  für  1883  Januar  2-75  mittlere  Berliner  Zeit  in  folgender 
Weise: 


i" 

25°  56' 

«in(Jf+a) 

9n7992 

.' 

—     i"79 

K 

5    39 

ÄCOtgJw 

1-4269 

Acotg^Trcos  (ff-f-  0) 

+  20.76 

L 

233   4' 

cos  [K  +  o| 

9-8903 

"gi' 

tsin(i  +  a] 

—    0-70 

l+a 

320   58 

COB  [L  +  «) 

9»9945 

2 

+  18-27 

,  +  a 

189      5 

'tgi* 

0-6492 

logi 

1-2618 

h 

1-1138 

sin  [L  -f-  a) 

9o"9ä3 

ms  5 

9-8957 

tut« 

9.6869 

/ 

+  I2"76 

Red.  I 

+  "4"37 

1 

0-9623 

&cotg|*rHin{ür+  a) 

—  16-83 

c'«' 

+     0-02 

"gi 

TCOS  (X  -4-  a) 

—    4-40 

kl.  Glieder 

—    0-07 

f' 

+    0-04 

Parall. 

—    0-35 

kl.  Glieder 

—    015 

Ked.  ö  = 

+  "3"97- 

Parall. 

—    0-28 

Red.  a    —    8"86  =  - 


■  °J59i 


Bisher  wurde  nur  der  Fall  in  Betracht  gezogen,  in  welchem  die  durch  vor- 
stehende Formeln  erhaltbaren  Reductionen  so  klein  sind,  dass  man  mit  Berück- 
sichtigung der  ersten  Potenzen  der  durch  dieselben  bewirkten  Änderungen  der 
polaren  Coordinateu  ausreicht ;    dies  wird  aber  nicht  mehr  stattfinden ,    wenn  der 
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zu  reducirende  Ort  dem  Pole  sehr  nahe  ist.  Man  hat  deshalb  die  Glieder  zweiter 
Ordnung  zu  ermitteln  getrachtet,  welche  jedoch  für  Sterne  in  der  unmittelbaren 
Nähe  des  Poles  ebenfalls  nicht  hinlänglich  .zuverlässig  werden  und  deren  Berück-  . 
sichtigung  sich  ausserordentlich  mühsam  erweist.  Dieser  Nachtheil  kann  ganz  um- 
gangen werden,  wenn  man  von  dem  Vorschlage  Gebrauch  macht,  den  Fabritius 
in  Nr.  2072  und  2073  der  »Astr.  Nachr.«  veröffentlicht  hat,  und  der,  soviel  mir  be^ 
kannt,  bis  jetzt  nicht  die  gebührende  Würdigung  erfahren  hat. 

Es  seien  Ja0  und  J&0  die  nach  den  Formeln  4a)  (pag.  248)  oder  9)  (nag.  253) 
berechneten  Werthe  der  Reduction,  so  sind  die  Änderungen  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  bis  auf  Grossen  zweiter  Ordnung,  die  aber  niemals  mit  Factoren  (tgd 
oder  sec  Ö)  multiplicirt  erscheinen ,  welche  das  Hervortreten  derselben  naohtheilig 
machen  würden,  folgende: 

Jx0  =  —  sina0cosd0^aa  —  cosa0Bind0i^iJ0    \ 
4yQ=       cos  o0cos  dö^/a0  —  sina0sind0^d0     i     13) 
JzB  =      cmd0J60;  ) 

von  diesen  Gleichungen  werden  übrigens  nur  die  beiden  ersten  gebraucht.  Hierbei 
stellen  aD,  c*0  die  für  den  tropischen  Jahresanfang  geltenden  mittleren  Coordinaten 
vor,  während  durch  a,  d  die  scheinbaren  bezeichnet  werden  sollen.    Es  ist  demnach : 

cosacosd  —  cosa0cosd0  +  Jx0   1 

sinacosd  =  sina0cosd0  +  dy0.  \ 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  — sma0,  die  zweite  mit  coser0 
und  addirt ,  und  wendet  dasselbe  Verfahren  unter  Benützung  der  Factoren  cos  aQ 
und  sin  «0  an,  so  gelangt  man  zu  den  folgenden  beiden  Gleichungen : 

cosdsinja —  a0)  =  —  sina0^o -{- cosa0^y0  1 

coadcos(a —  orj  =       cosd0-r-  c08ao^i:o  +  sina0^y0,  f 

deren  Division  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  13) : 

«g  («  -  «.)  =  r=|«E^-      ,6) 

ergibt.  Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  in  1 5)  mit  sin  J  (a  —  a0) ,  die  zweite 
mit  cos  \  [a  —  a0)  und  addirt,  so  erhält  man : 

«ad  =  cos  J„  +  "»i<-  +  -J-*H- *■*<«  +  *>■*. , 
oder  mit  Benützung  der  Relationen  13) : 

cosd  =  cosd0 —  sindo^d0  +  cos<J„tg4(a  —  a0)Ja0.         17} 

Es  ist  aber: 

cosd  —  cosd„  =  —  2sin^(J  +  d0)sin£(<J  —  d0). 

Beachtet  man ,  dass  d  —  d„  stets  .nur  eine  Grösse  von  der  Ordnung  der  durch  die 
Präcession,  Nutation  und  Aberration  bewirkten  absoluten  Veränderungen  der  Coor- 
dinaten ist,    so  kann  man  mit  voller  Berechtigung  den  Sinus  mit  dem  Bogen  ver- 
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tauschen  und,   da  hier  nur  dem  Pole  nahe  Sterne  in  Betracht  kommen,   mit  dem- 
selben Rechte  sinilD  statt  sin£(d  -(-■  o"„)  setzen;  man  erhält  dann  aus  17): 

3  —  <*„  =  Jda  —  cotgd0tg£(a  —  a^Ja0KKi".         18} 
Um  demnach  die  Reduction  für  einen  dem  Pole  nahe  stehenden  Stern  zu  ermitteln, 
rechnet  man  mit  Hilfe  der  gewöhnlichen  Formeln  4a)  {pag.  248)  und  10)  (pag.  253) 
die  Reductionen  4aa,  z/J„  und  hat  dann: 

6  —  d0  =  J8Q —  cotg  J0tgJ  jcr  —  a,,}  <4a0axc  i" .*)  I 
Wollte  man  nur  die  Glieder  zweiter  Ordnung  berücksichtigen,  so  könnte  man  statt 
19)   wohl  auch  schreiben: 

a  —  ctg  =  da0  +  tg3„^or0^d0arc  1"     I 
S  —  <J0  =  d&a  —  JcotgJo^a^arci",  ) 
welche  Formeln   selbst  für  X  Ureae   minoris  mehr  als  ausreichend  sind  und  deren 
Berechnung  für  bestimmte  Sterne   durch  entsprechend   construirte  Hilfstafeln  noch 
erleichtert  werden  kann;   für  Sterne,    die   dem  Pole  bis  auf  wenige  Bogenminuten 
nahe  stehen,  ist  jedoch  die  Anwendung  der  strengen  Ausdrücke  19)  zu  empfehlen. 

Denkt  man  sich  Jat,  in  Zeitsekunden,  J6a  in  Bogenaekunden  ausgedrückt, 
so  würde  die  Einsetzung  der  numerischen  Werthe  ergeben : 

a  —  o0  =  4aQ  -4-  4-6856tgd0^/a0i/30  )        , . 
d  ~S0  =  JSa  +  6^7367  cotgöo^a,,1.   ( 
in  welchen  Formeln  die  Coefficienten   logarithmisch  angesetzt  sind;    für  einen  be- 
stimmten Stern  werden  die  Factoren  von  Jaa  J6a  und  4a02  durch  das  ganze  Jahr 
constant  anzunehmen  sein. 

Vergleicht  man  diese  Formeln  mit  denjenigen,  welche  gewöhnlich  in  sehr 
weitläufiger  Weise  zur  Berücksichtigung  der  Glieder  höherer  Ordnung  herangezogen 
werden,  so  wird  man  sofort  den  bedeutenden  Vorzug  der  ersteren  gewahren;  dabei 
ist  aber  zu  beachten,  dass  die  gewöhnliche  Methode  einige  constante  Glieder  weg- 
läset, die  dann  gewissermaßen  dem  mittleren  Stemorte  anhaften  und,  falls  man 
identische  Resultate  erlangen  will,  vor  Anwendung  der  obigen  Formeln  zu  berück- 
sichtigen sein  werden.  Es  sollen  demnach  die  Formeln  20a)  zur  Bestimmung  der 
Glieder  zweiter  Ordnung  aufgelöst  werden ,  wobei  natürlich  jene  kleinen ,  unmerk- 
lichen Glieder  zweiter  Ordnung  nicht  auftreten  können,  welche  bei  der  Ableitung 
der  Nutationsformeln  für  den  Äquator  (vergl.  1)  pag.  245)  bereits  weggelassen  wurden 
und  aus  den  Gliedern : 

*£)*+(£)**+ »CSD* 
•<»*+(Ä>"+KS>"! 


*)  Dieses  zweite  Glied  hat  bei  Fabritius  (Astronomische  Nachrichten  No.  1073)  in  Folge 
3  Druckfehlers  dai  unrichtige  Voneichen. 
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Führt  man  in  Ja0  und  Jdot  welche  Grössen  in  den  Formeln  20a)  ipag.  25g) 
auftreten,  bloss  die  Hauptglieder  ein,  weil  die  kleinen  keine  sehr  merklichen  Cor- 
rectionen  ergeben  können  und  setzt  abkürzend: 


c  =  +  20  051  coao 
(T  =«■  —  i7"27sinecoso 
y'  =  4*    9"24sin« 
£*  =  —  2o"48costt9ind 
ij'  =  —  2o"48{sinecosd- 
i'  =  —    i"27  8inecoso 
x'  =  +    o"55sino, 


/"cos  e  si 


a  =  4-  46"o6  r'  +  2o"o5 1?  ein  et  tg  d 

ß  = —  i7"27{cose  +  sinesinatgd} 

y  =  —    g"24COsatgd 

£  =  —  2o"48einasec5 

1;  =  —  2o"48cos«cososecd 

1  = —    i"27{cose  +  sin  e  sin  a  tg  <?} 

x  =  —    ö"55cosotg(J 

so  wird: 

Ja0  =  a  +  £f  sin  Q  -J-  y  cos  £3  +  |  sin©  -J-  ij  cos©  +  *  sin  20  4-  x  cos  2  0 
JS0  =  a'  +  ß'smQ  ■+■  y'cosQ  +  f  sin©  +  jj'cos©  +  t'itin20  4-  x'cos20 

und  somit: 

JaaJd0  =  <tf+ißp+  *;/+  «T  +  iw'4-  i"'+  4"'  + 

4-  {aß1  +  ßa'}  sinn  +  {<*/  +■  ya'}  cosQ  + 

+  {<*#'+  I«'—  i»r—  *!«'+  W+  If'J  "•»©  4- 

+  {aij'  4-  i?o'+  i  «r+  *g*'+  i*>)'4-  i^cos©  + 

+  {1/V+  iy^}  «1123  +  {!?/—  i^}eos2Q  + 

+  ft/ty  +  tfljf  +  *  yl'  +  tf?}  ein  [0  +  Q)  +  {i  W'  +  ^y' - 

—  i/*f  —  4&H  cos  (©  4-  0)  + 

4-  {*yF+  il/-  W—  t#J«m(©— a)  4-  ttn'4- iw'4- 

+ w + ü/n  00.(0-  o)4- 

+  {J/*x'4-  \*F+  1K4-  ii/')sin  (2©  4-  0]  4-  {iyx'+  W  — 

—  i(3t'-^^'}cos(2©4-Q)  + 
4-  (iyt'4-  4»/—  i/3x'-  i^}  sin  (20  -  0)  4-  &Y*'+W  + 

4-  i/»*'4-  t^'}cos(20—  0)  4- 
4-{i«'4-|(x'}sin4©4-  (ixx'— |u'}cos4©, 
Ja*  =  aa  +  {ßß  4-  \yy  4-  iff  4-  in  4-  4"  4"  {xx  4- 
4-  2a£sinQ  4-  2  07  cos  Q  4-  {2«!  —  *f -4-  217}  ein©  + 
4-  {201;  4-  i£  4-  xij)  cos©  4- 
4-  {201  4-  ijD  sin 20  4-  {z«x  —  £|£  4-  ii?"j}cos20  +  ^ysin2Ö  4- 

+  {\yy~  i/»flö»2Q  + 
4-  {x£  4-  "?}  sin  30  4-  {xi?  —  *£}  cos  3©  4-  {i)ß  4-  f ?}  sin  (0  +  Q) 

4-(w  —  09«w(©4-a)4- 

4-  {£/  —  ij/*}  sin  (©  -  a)  4-  {??  4-  (*£)cos(©  —  0)  4- 

4-  {ß*  4-  yt}sin(2©  4-  Q)  4-  {yx  —  /Jt}cos(2©  4-  ß)  + 
+  {/*  —  ß*}  sin  (20  —  q)  4-  {ßi  4-  yv)  cos  (20  —  Q)  +  «  8Ü14©  4- 
4-  (i  xx  —  \  u)  cos  40 . 
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Stellt  man  in  diese  Ausdrücke  die  numerischen  Weithe  nach  21)  ein,  nimmt  im 
ersten  Ausdrucke  nur  die  mit  tg  6 ,  im  zweiten  nur  die  mit  tg  S1  multiplicirten 
Glieder  mit,  da  die  anderen,  so  lange  mau  mit  Gliedern  zweiter  Ordnung  ausreicht, 
nichts  merkliches  ergehen  können  und  erlaubt  Bich  in  Rücksicht  auf  den  Umstand, 
dass  man  die  folgenden  Formeln  nur  auf  dem  Pole  sehr  nahe  stehende  Sterne  an- 
wendet, eventuell  statt  sec  <J  den  Werth  tg  <J  einzusetzen,  so  erhält  man : 


ddaa  ■■ 


■■  4a0dd0axc\"  tgd,,= 

{+  o"oooq  74  simai'i+  o"oooo  34  sin 2er} tg d2  + 


+  (-< 
+  {-■ 
+  {-■ 
+  {-■ 
+  (-■ 
+  <-. 


0006  68  s 


120* 


0008  98  COS  2a T* 
0019  91  sin2or'  — 

8  26  cos  2ß  i7 
0000  49  sin2aT'-f- 

OOOO  53  COBZat' — 


+  0- 
—  o- 


}tgd*sinQ  + 

}tg(J2COSQ  + 

•000004  cos  20  }tgd2sin©  + 
}  tgd2cos©  + 

OOO9  33  COS  2a  }  tg  <J2sbl2©  + 

•0009  36  sin2«  }tgd'1cos20  + 
-0001  54cos2ß  tgd2sin2ß — 
0001  61  sin2a  tgd2C0S2Q  + 
0000  50  cos  2a     tgd*sin30 — 

0000  50  sin2a  tgd2co83©  + 
0007  72COB20:  tgd^infß  +  g) — 
■0007  62  Bin2flt  tgd'cOsfQ  +  Q)  + 

0001  4600320     tgd2sin(© — Q)  — 
79  sin2<r     tgdxcos{© —  Q)  + 

■  0000  20  cos  2a  tg<JJsin(20+Q) — 

0000  21  sin  2«  tgö*1cos(20  +  Q}  + 

0000  02  cos  2«  tgd,sin(2© — a)  — 

0000  04  sin 2«  tgd2cos(20 — a)  + 

0000  01  cos2a  tgd2sin4© — 

■0000  01  sin2«  tgdlcos4©, 


'Jda  =  —  3  cotg  60  ^/a02  arc  1 "  = 

{( — o"ooo487  +  o"ooo307  cos2a)T'2- 

+  {(+ O-O00334  —  OOOO334  COS  2o)  Z7 

+  {  +  0-000449  8m  ia  * 

•    +{(+0000996  —  0-000996COS20)T' 

+  {  +0-000913  sin  2a  *'- 

+  {(+  0-00002  5  —  0-000025  COS  2c)r' 

+  {  +0-000027  sin  20 1'+  0-000040 — o-ooo468cog2a}tgdcos20  — 

—  0-000077 sin2a  tg<5sin2Q  — 

{0'000023  +  O-OOOoSo  COS  20)  tg  Ö  COS  2ß  — 

—  0-000025  sin  2a  tgdsmj© — 

—  0-00002500820  tgdcos3©  — 
— 0-000386  sin  2a  tgdsin(0+Q)- 


—  o"ooo549  +  o"ooooi7coB2a}tg5  + 

}  tg  d  sin  Q  + 

}tgdcosQ  + 

+  o-  000002  sin'2  a}  tg  ö  sin  Q  + 

-  0-000025  }tgdcos©  + 

—  o  000466  sin  2  a}  tg  i5  sin  2©  + 


23  b; 
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-  {0-000040  +  0-00038 1  cos  2<r)  tgdcos  (0+  ß)  — 

—  0-000073  sin  2or  tgdsin(© — q)  — 
-{o'00038i  +  0-000040  cos  20}  tgdcos[© — Q)  — 

—  o-ooooiosin2a  tgdsim'zO-f'Q} — 

3  000010COS  2a)  tg»JcO8(20  +  Q) — 

D-oooooi  sin  2«  tgdsin(2© — ß) — 

>OO0OO2C0S2tt}tgdcO8(2© ß) 

—  0-OOOOOIC0820    tg(ScO840. 

Wenn  man  von  den  mit  t'  multiplicirten  und  von  periodischen  Argumenten  freien 
Gliedern  absieht,  so  hat  man  jene,  übrigens  hier  in  grösserer  Vollständigkeit  gegebenen 
Formeln,  w.elche  man  gewöhnlich  zur  Berechnung  der  aus  der  Nutation  und  Aber- 
ration entstehenden  Glieder  zweiter  Ordnung  anwendet;  die  mit  t1  multiplicirten 
Glieder  zweiter  Ordnung  bestimmen  den  Einfluss  der  Präcession  in  den  Fällen,  wo 
man  als  Ausgangspunkt  für  die  Jahresephemeride  eines  Sternes  seine  mittleren  Coor- 
dinaten  des  Jahresanfanges  wählt.  Vergleicht  man  das  Formelsystem  22)  (pag.  260) 
mit  den  Gleichungen  20a]  (pag.  25g],  so  ist  der  Vortheil  der  Einfachheit  seitens  der 
letzteren  evident  und  es  kann  wohl  kaum  zweifelhaft  sein,  welcher  Methode  man 
sich  hei  der  Anwendung  zu  bedienen  hat ;  nur  ist  zu  bedenken ,  dass  die  bisher 
gewöhnlich  in  Anwendung  gebrachten  Formeln  die  für  einen  gegebenen  Stern  con- 
stanten  Glieder  nicht  berücksichtigen,  also  dem  Sternorte  noch  anhaften;  man  hat 
daher  die  Katalogspositionen  der  Sterne  um  die  Beträge : 

—  o,oooco23sin2atgdI  in  Rectascension , 
{4-  o"ooo549  — o"ooooi7  cos2a}tgd   in  Declination , 
zu  corrigiren,  wobei  hier  die  erstere  Correction  schon  in  Zeitsekunden  angesetzt  ist. 

Als  Beispiel  für  die  Anwendung  der  von  Fabritius  in  Vorschlag  gebrachten 
Formeln  soll  mit  Hilfe  der  früher  (pag.  255)  gefundenen  Zahlen  für  den  polnahen 
Stern  k  Ursae  minorig  ein  Ephemeridenbruchstück  berechnet  werden. 

Die  mittlere  Position  für  1883-0  ist  nach  dem  Berliner  Jahrbuch: 
aa=  iq*  41*" 2*284,  <*„=  +88°  57'  2"52, 

die  jährlichen  Änderungen  sind  nach  derselben  Quelle : 
—  62*9955,  +8"552. 

Die  Position  ist  zuerst  wegen  des  kleinen  Aberrationsgliedes  (vergl.  59)  pag.  232) 
und  wegen  der  Constanten  Glieder  zweiter  Ordnung  (vergl.  24)  pag.  262)  zu  corri- 
giren ,  wobei  man  nach  den  betreffenden  Formeln : 

Correct.  wegen  Aberr.  +  1*199         — °"°9 

,,  ,,       Gl.  2.  Ordg.     -+-  0-005         +  °'°3 , 

findet.  Es  ist  demnach  die  für  den  tropischen  Jahresanfang  1883  hier  anzuwendende 
Position : 


••4) 


=  19    41 
=  295°  15' 


3  57' 2*46 


Hechnet  man  nun  nach  den  Formeln  57)  (pag.  230)  unter  Benützung  der  Tafeln  XI 
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n  =  1-302085 
cosa0=  9-630222 
loga'  =  0932307 

«'  =  +  8*557 


log^a«  i„7< 
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die  jährliche  Präcession ,  oder  die  mit  derselben  identischen  Grössen  a  und  a  der 
Formeln  10)    (pag.  253),  so  findet  sich: 

tV«  =  0-125993 
*S<*o  =  I-737I&7 
gmo0  =  9n956335 
lo?T1i",«^einaos=  i«8>9495 
-fcnt%d0$mu0  =  —  65*9926 
ffi  =  +    3-0712 
fsa  =  —  62*9214 

Die  Vergleichung  dieser  Zahlen  mit  jenen  des  Berliner  Jahrbuches  zeigt,  dass  man, 
um  den  Übergang  auf  die  hier  benutzten  Präcessionsconstanten  zu  machen,  demnach 
eine  jährliche  Eigenbewegung  beziehungsweise  von : 

—  0*0741       ,       —  o"oo5  , 

annehmen    muss.     Die  Berechnung   der   übrigen  Coefficienten  nach    10)   (pag.  253) 

log^  0  =  0*1913  löge'  =  9-9563 

1°gAc  =  °-I914  logc'  =  9.9601 

\o%-fed  =  onw>  logt?  =  9-6301. 

Die   Ermittlung   der    Reductionsbeträge   mit    Hilfe   der   auf  pag.    255    angesetzten 

Bessel'schen  Reductionscoefficienten  gestaltet  sich  nach  den  Formeln  9)  (pag.  253) 

und  20b)   (pag.  259)  wie  folgt: 


Jan  0.5 

Jan  ..j 

Jan  *-s 

Jan  3.5 

Jan  4-S 

«IA  +  A'i 

—  16*83 

—  '6*95 

-  17*28 

—  i7*So 

b\B  +  B'i 

+  10.JI 

+  io.n 

+  10.37 

+  10.41 

+  io.4S 

eC 

—    S-*9 

-    5.8o 

-    6.31 

—    6.81 

—    7-31 

dD 

—  67.47 

-67.23 

—  66.99 

-  66.73 

—  66.43 

£ 

0.00 

0.00 

0.00 

0.00 

0.00 

/"' 

0.00 

0.00 

0.00 

O.OQ 

0.00 

Jao 

—  79**8 

-  79*6  5 

—  80*03 

+»"7»r~ 

—  80*41 

—  80*74 

a'U+A') 

+  i"288 

+  *"3°S 

+  »"3SO 

+  »"379 

b'(S  +  S'\ 

+6.001 

+  6.011 

+  6.036 

+    6.060 

4-  6.086 

—  J.IOJ 

—  3.403 

— 1.70* 

—    3-999 

—  4*94 

<TD 

+  8-744 

+  8-7>4 

4-  8,681 

+     8.648 

•+-  8.610 

0.000 

0.000 

0.000 

O.OOO 

O.OOO 

Jd„ 

+  H-9JO 

+-  13.619 

+  13.341 

+  "3-°S9 

+  12.781 

log  Ja, 

'»899 

"»901 

'»903 

'■9oj 

l„9o7 

log  Jä„ 

1.144 

1.134 

1.125 

1.11« 

1.107 

J"aJ3a 

3»°43 

1*ojs 

3  „028 

3.oi  ■ 

3.ol4 

dJ«*) 

—  0*19 

—  0*19 

—  o*»8 

—  o'»8 

—  o'*7 

log  Ja* 

J-798 

3.802 

3.806 

3.810 

3-814 

dM„*) 

—  0*063 

—  1"  19*94 

-,»~io*7r 

-1-^69 

—  I**H*o6 

Red«u 

—  l"l9'S7 

Red^ 

+  ij"«7 

+  '3*5J 

+  I3"i8 

+  I2W99 

+  i*"7*. 

*|  Ea  werden  nümlich  nach  aob]  (pag.  259;  die  für  das  ganze  Jahr  constant  anzunehmenden 
Logarithmen  der  Coefficienten,  mit  denen  beziehungsweise  ./n„./(f„  und  da*  zu  multiplicireo  sind: 
[6.413—10)  und  i'4,,999  — 10). 
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Die  Ephemeride  der  scheinbaren  Orte  des  Sternes  ist  also  : 


ittl.  Berl.  Zeit 

app.  0 

app.  o" 

1883  Jan  0-5 

.9* 

39™  43  V 

+  88°  57'  i6"33 

,,    "-5 

4355 

16-03 

.,    2-5 

43.18 

15-74 

,,    35 
,1    4-5 

42-80 
42-43 

■5-45 
11-18 

Bei  der  Berechnung  von  Ephemeriden  für  längere  Zeiträume  wird  man  zuerst  die 
Grössen  Jaa  und  Jö0  nebst  den  daraus  entstehenden  Correctionen  d/taa  und  dJ5a 
in  grosseren  Intervallen  (8  oder  10  Tage)  bestimmen  und  dann  die  durch  Inter- 
polation erhaltenen  Tagesresultate  wegen  der  kleinen  Nutationsglieder  nach  tia) 
(pag.  254)  corrigiren.  Die  Iteduction  der  vorstehenden  Ephemeride  auf  die  Momente 
der  oberen  Culmination  eines  beliebig  zu  wählenden  Meridians  wird  keine  Schwierig- 
keiten bieten  und  von  Fall  zu  Fall  durch  Hilfstafeln  erleichtert  werden  können, 
auf  deren  Einrichtung  jedoch  hier  nicht  eingegangen  werden  soll. 


Anhang. 


Bei  der  Vorausberechnung  der  Ephemeriden  der  kleinen  Planeten  werden 
gewöhnlich  mehre  Angaben  gemacht,  welche  über  die  Zeit  der  Opposition  (helio- 
centrische  und  geocentrische  Länge  sind  für  diesen  Moment  einander  gleich),  über 
die  Helligkeit  und  Lichtstärke  des  Himmelskörpers  Aufschluss  geben  sollen  und 
einen  die  Beobachtung  vorbereitenden  Zweck  haben. 

Die  Zeit  der  Opposition  wird  aus  der  Bedingung  erhalten,  dass  die  helio- 
centrische Länge  des  Planeten  gleich  ist  der  heliocentrischen  Länge  der  Erde.  Ist 
u  das  Argument  der  Breite,  so  ist: 

tg(/ —  Q)  =  tgucost, 
woraus  die  heliocentrische  Länge  /  des  Planeten  leicht  gefunden  wird.  Da  dieser 
Oppositionsmoment  nur  auf  etwa  eine  Stunde  genau  angegeben  wird,  so  genügt  es, 
in  der  Nähe  der  Opposition  die  heliocentrische  Länge  des  Planeten  mit  derjenigen 
der  Erde  für  Zeiträume  von  20  zu  20  Tagen  zu  vergleichen  (die  Störungsrechnung 
wird  meistens  die  nöthigen  Grössen  enthalten) ,  und  ein  einfaches  Interpolations- 
verfahren mit  Rücksicht  auf  höhere  Differenzen  wird  das  Gewünschte  sofort  errei- 
chen lassen. 

Die  Helligkeit  wird  sich  leicht  finden  lassen,  wenn  man  von  der  Phase  ab- 
sieht und  annimmt,  dass  der  Planet  nur  vermöge  der  Erleuchtung  durch  die  Sonne 
sichtbar  wird ,  also  keine  ihm  eigentümliche  Lichtentwicklung  hat.  Ist  J0  die 
Lichtstärke  des  Planeten  zu  einer  gegebenen  Zeit,  in  der  die  Entfernung  von  der 
Sonne  r„  und  die  Entfernung  von  der  Erde  p0  war ,  so  wird  die  Lichtstärke  /  in 
dem  Momente,  da  die  Entfernung  von  der  Sonne  r,  von  der  Erde  p  ist,  den  ge- 
machten Voraussetzungen  nach  bestimmt  sein  durch : 


'  fV 
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Für  die  kleinen  Planeten  nimmt  man  als  Einheit  die  Lichtstärke  an ,  in  welcher 
der  Planet  erscheinen  würde,  wenn  er  in  der  Entfernung  a  (halbe  grosse  Achse)  von 
der  Sonne  und  in  der  Entfernung  a  —  i  von   der  Erde  sich  befände.    Es  ist  dann: 


Lichtstärke  =  J  = 


■a(° 


oder  log^=  2  log  a(a —  i)  —  2logrQ.         i) 

Um   nun  die   scheinbare  Helligkeit  des  Planeten   zu  finden,   druckt  man  diese  in 

derselben  Scala  ( G rossen klassen)  aus,    in   welche   man  die  Fixsterne   einreiht.    Die 

Erfahrung  lehrt ,    dass  das    Verhältnis   der    Lichtstärke    zweier  einander  folgender 

Sternklassen,    welches  durch  A  ausgedrückt  werden  soll,  ein  nahezu  constantee  ist; 

so  finden  ,>.,.,, 

.Sternhell:  log«  =  0-45 

Seidel  0-46 

Johnson  0-41 

Pogson  0-38 

Stampfer  0-40 

Kosen  0-39 

Zöllner  0-36 

Th.  W.  (Viertelj.  der  Astr.  G.  XV  pag.  206)     035. 

Diese  Werthe  geben  im  Mittel: 

logÄ  =  0-40, 

welche  Zahl  für  die  folgenden  Formeln  trotz  mehrfacher  Mängel,  die  ihr  anhaften, 

benützt   werden    soll ;    es   würde   sich  vielleicht   empfehlen ,    dieselbe   zur  präcisen 

Definition  der  relativen  Helligkeit  zweier  auf  einander  folgender  GrössenklaBsen  zu' 

benutzen. 

Ist  ma  die  Grösse  des   Planeten  unter  den  Verhältnissen ,   die  J  der  Einheit 

gleich  machen  (r  =  a,  (>  =  a  —  1),    welche  Grösse  man  die  mittlere  Oppositions- 

grösse  des  Planten  nennt,    weiter  M  jene  Grösse,   die  der  Planet  in  der  heliocent- 

rischen  Entfernung  r,    und  der  geoeen  tri  sehen  q  zeigt,   so  wird  sein: 

oder  logarithmisch :  .     - 

wofür  man  mit  Rücksicht  auf  den  obigen  Werth  von  k  auch  schreiben  kann : 

M  =  tn0 —  2-5  log/. 
Setzt  man  für  J  den  Werth  aus  1)  ein,  so  findet  sich: 

#=»»0+  510g»*?  —  5log(ö2—  «)■ 
Ist  M  für  ein  vorgelegtes  Datum  durch  die   Beobachtung  gegeben,   so  wird 
man  den  für  einen  bestimmten  Planeten  constanten  Werth : 

9  =  w»0  —  5  log  (os  —  o) ,  2) 

aus  den  Beobachtungen  bestimmen  können  und  finden : 

9  =M—5logrQ,  3) 


Oppol 
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Ist  ff  gegeben,  so  findet  sich  die  Grosse  des  Planeten  aus : 

M=ff  +  5logrp-         4) 
Nimmt  man   in  dieser  Gleichung  für  rp  jene  Werthe  an,   die  in  einem  gegebenen 
Falle  für  die  Oppoaitionszeit  gelten,  eo  erhält  man  die  OppositionsgrÖsse. 

Das  Berliner  Jahrbuch  für  1883  gibt  bei  der  Zusammenstellung  der  Bahn- 
elemente der  kleinen  Planeten  die  Grösse  m„  und  g  für  die  Planeten  (1)  —  @. 

Die  Grösse  des  Planeten  wird'  aber  in  Folge  der  Exstinction,  welche  das  Licht 
in  der  Erdatmosphäre  erleidet,  eine  Function  der  Zenithdistanz  sein;  Weiss  gibt 
in  den  »Astron.  Nachr.«  (Bd.  88  pag.  183)  auf  Grundlage  von  Seidel'e  Angaben, 
unter  der  Annahme  logA  =  04,  die  folgenden  Correctionen ,  welche  man  an  die 
beobachtete  Grösse  anbringen  muss,  um  die  mit  M  bezeichnete  wahre  zu  finden : 


Zenithdut.  Com 

Zenithdist.  Corr. 

Zeoithdist.  Corr. 

300  —  0 

01 

650   —  0-32 

80° 

—  0-06 

35—o 

02 

70     —  0-45 

81 

—  106 

40     —  0 

03 

75     —065 

82 

1-20 

45     —  ° 

05 

76     —  0-70 

83 

-I.36 

50     —  0 

00 

77     —  o-75 

.    84 

—  ■■53 

55—0 

14 

78     —  0-61 

85 

—  !■;■ 

60     —  0 

22 

'  70     —  o-88 

86 

—  1.80 

Es  kann  wohl  bezweifelt  werden,  ob  die  vorstehenden  Correctionen  in  allen  Fällen 
in  vollem  Masse  angebracht  werden  müssen,  denn  die  Beobachtungen  sind  in  der 
Kegel  Schätzungen,  die  auf  keinen  genauen  photometri sehen  Messungen  beruhen 
und  durch  die  Helligkeit  der  benachbarten  Fixsterne  von  bekannter  Grösse  in  etwas 
beeinflusat  sind,  doch  wird  man  im  Allgemeinen  bessere  Resultate  erhalten,  wenn 
diese  Correctionen  berücksichtigt  werden.  Auf  die  Exstinction  des  Lichtes  ist  bei 
den  oben  citirten  Angaben  des  Berliner  Jahrbuches  nicht  Rücksicht  genommen. 
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Zweiter  Theil. 
Bahnbestimmung. 

Allgemeines  and  Aufstellung  der  BedingnngBgleichungen  der  Bahuebone. 

In  dem  vorausgehenden  Theile  ist  gezeigt  worden,  dass  die  Kähnen  der 
Himmelskörper  des  Sonnensystems  als  Kegelschnittslinien  betrachtet  werden  dürfen, 
in  deren  einem  Brennpunkte  die  Sonne  sich  befindet.  Um  einen  Kegelschnitt  seinen 
Dimensionen  nach  völlig  zu  charakterisiren ,  genügt  im  Allgemeinen  die  Angabe 
zweier  Grössen,  nämlich  der  grossen  Halbachse  a  und  der  Excentricität  e;  ist  die 
Bahn  jedoch  parabolisch  {Kometenbahn},  in  welchem  Falle  «  =  co  und  e  =  i  wird, 
so  rnuss  zur  Dimensionsbestimmung  eine  andere  Angabe  gemacht  werden;  man  be- 
nützt hierzu  die  Entfernung  des  Himmelskörpers  von  der  Sonne  in  seiner  Sonnen- 
nähe, die  Periheldistanz  q.  Um  den  Ort  des  Himmelskörpers  in  seiner  Bahn  für 
eine  beliebige  Zeit  bestimmen  zu  können,  muss  ein  solcher  für  eine  bestimmte 
Zeit  (Epoche)  angegeben  sein ;  zu  diesem  Zwecke  wird  für  nahezu  kreisförmige  Bah- 
nen (Planetenbahnen)  gewöhnlich  die  mittlere  Anomalie  M  zur  Zeit  der  Epoche  an- 
gesetzt ;  bei  sehr  excentriBchen  Bahnen  aber  wählt  man  dafür  den  Zeitpunkt  der 
Sonnennähe ,  die  Perihelzeit  T.  Um  nun  die  Bahnlage  im  Räume  zu  fixiren ,  be- 
darf es  noch  der  Angabe  zweier  Bestimmungsstücke ,  des  aufsteigenden  Knotens  Q 
und  der  Neigung  t;  über  die  Bedeutung  und  Zählweise  dieser  Elemente  und  des 
gleich  zu  erwähnenden  sechsten  Elementes  ist  schon  früher  (pag.  7  und  8)  das 
Nothige  beigebracht  worden.  Die  Lage  des  Kegelschnittes  in  seiner  Bahnebene  wird 
bestimmt  sein,  wenn  der  heliocentrische  Bogen  ab  stand  iv  des  Perihels  vom  aufsteigen- 
den Knoten,  in  der  Bewegungsrichtung  des  Himmelskörpers  gezählt,  angegeben  ist. 
Die  Summe  der  Bogenlängen  des  aufsteigenden  Knotens  und  des  AbstandeB  des  Peri- 
hels vom  Knoten  wird  die  Länge  des  Perihels  n  genannt.  Zu  diesen  sechs  bisher 
angeführten  Elementen  wird  als  siebentes  noch  die  Masse  des  Himmelskörpers  treten ; 
dieselbe  ist  übrigens  von  der  Ordnung  der  bei  ersten  Bahnbestimmungen  zu  ver- 
nachlässigenden Störungen  und  soll,  da  überdies  die  Massen  aller  Himmelskörper 
des  Sonnensystems,    hei  denen  erste  Bahnbestimmungen  vorgenommen  werden,   so 

34» 
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klein  sind ,  dass  gegenwärtig  noch  keine  angebbaren  Werthe  für  dieselben  aufge- 
wiesen werden  können,  nicht  weiter  berücksichtigt  werden.  Ist  also  über  die  Bahn 
eines  Himmelskörpers  nichts  Näheres  bekannt,  so  sind  im  Allgemeinen  sechs  Ele- 
mente zu  ermitteln  ;  die  zu  einer  bestimmten  Zeit  gehörenden  heliocentrischen  Coor- 
dinaten  und  deren  Geschwindigkeiten  werden  Functionen  dieser  sechs  Unbekannten 
sein.  Bei  der  Bestimmung  von  Kometenbahnen,  deren  Excentricitat  man  stets  mit 
grosser  Annäherung  der  Einheit  gleich  annehmen  kann,  werden  nur  fünf  Un- 
bekannte auftreten.  Dieser  Umstand  erfordert  eine  veränderte  Behandlung  des 
Problems,  von  welcher  man  wegen  der  dadurch  zu  erlangenden  höheren  Genauig- 
keit, besonders  bei  ersten  Bahnbestimmungen  von  Kometen,  mit  Vortheil  Gebrauch 
machen  wird.  Die  Beobachtungen  selbst  bieten  kein  Hilfsmittel,  die  heliocentrischen 
Coordinaten  eines  Himmelskörpers  vollständig  zu  bestimmen ,  da  durch  dieselben 
der  geozentrische  Abstand  o  nicht  gegeben  wird.  Seien  |,  -iy,  'C  die  geocen  tri  sehen 
Coordinaten,  so  werden  dieselben  durch  die  polaren  in  folgender  Weise  dargestellt: 

£  ■»■  $  cos  X  cos  ß 

ij  =  p  sin  l  cos  ß 

£  =  p  sin  ß , 
i.  und  ß  werden  durch  die  Beobachtungen  gegeben ;  auf  Grund  der  Angane  der 
Beobachtuugszeit  können  aus  den  bekannten  Bahnelementen  der  Erde,  oder,  was 
einfacher  ist,  durch  Benützung  der  astronomischen  Ephemeriden  die  geocen trischen 
Coordinaten  der  Sonne  X,  Y,  Z  ermittelt  werden;  es  sind  demnach  die  heliocen- 
trischen Coordinaten  des  Himmelskörpers : 

x  =  £  —  X 

y  =  v-Y 

welche  drei  Gleichungen  aber  die  unbekannten  q  enthalten.  Da  x,  y  und  z  Func- 
tionen der  sechs  Bahnelemente  sind,  so  ergibt  eine  Beobachtung  zur  Bestimmung 
dieser  Elemente  drei  Gleichungen  mit  sieben  Unbekannten,  nämlich  den  sechs  Ele- 
menten und  der  geocen  trischen  Distanz;  eine  zweite  Beobachtung  wird  nur  eine  neue 
Unbekannte,  nämlich  die  zugehörige  geocen  tri  sehe  Distanz  einführen,  zugleich  aber 
die  Aufstellung  dreier  weiterer  Gleichungen  gestatten.  Eine  einfache  Überlegung 
zeigt  daher,  dass  drei  vollständige  Beobachtungen  neun  Gleichungen  mit  neun  Un- 
bekannten ergeben,  also,  abgesehen  von  gewissen  Specialfallen,  eine  Lösung  der 
Aufgabe  eben  ermöglichen;  da  aber  diese  Gleichungen  durchaus  nicht  linearer 
Natur  sind,  so  ist  es  immerhin  denkbar,  dass  mehrfache  Lösungen  möglich  seien, 
welcher  Fall  auch  thatgächlich  eintreten  kann.  Unter  Umstanden  mag  es  wünsehens- 
werth,  ja  selbst  geboten  sein,  von  unvollständigen  Beobachtungen  Gebrauch  zu 
machen;  eine  solche  soll  in  ihrer  grössten  Allgemeinheit  genommen  werden,  so 
dass  die  Coordinaten  X  und  ß  als  Functionen  einer  willkürlichen  Variabein  für  jede 
einzelne  Beobachtung  dargestellt  werden,  daher  man  in  einem  Falle,  in  welchem 
alle   Beobachtungen   als   unvollständig   vorausgesetzt  werden,   sechs   derartiger   Be- 
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obachtungen  bedarf,  um  eine  Bahnbestimmung  durchführen  zu  können;  jede  der- 
selben wird  nämlich  drei  Gleichungen  ergeben,  also  in  Summe  achtzehn  Gleichun- 
gen; in  der  That  sind  achtzehn  Unbekannte  in  dem  Problem  vorhanden;  nämlich 
die  sechs  Elemente,  die  sechs  geocentrischen  Distanzen  und  die  sechs  willkürlichen 
Variabein,  die  für  jede  einzelne  Beobachtung  i,  und  ß  bestimmen.  Im  Allgemeinen 
wird  eine  derartige  Bestimmung  der  Elemente  aus  unvollständigen  Beobachtungen 
nicht  empfehlen  swerth  sein,  in  manchen  Fällen  jedoch  die  Mitnahme  solcher  nöthig 
werden.  Man  kann  die  bisherigen  Betrachtungen  demnach  dahin  zusammenfassen, 
dass  man  sagt,  jede  vollständige  Beobachtung  liefert  zwei  Gleichungen,  jede  un- 
vollständige dagegen  nur  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  der  sechs  Elemente.  Es 
ist  aber  immerhin  möglich,  dass  in  gewissen  Fällen  die  so  erlangten  Gleichungen 
nicht  essentiell  verschiedene  Relationen  ergeben ,  wie  dies  zur  Bestimmung  der 
Unbekannten  erforderlich  ist;  auf  diese  Fälle  wird  später  Rücksicht  genommen 
werden,  vorerst  soll  nur  jener  in  Betracht  gezogen  werden,  in  welchem  drei  voll- 
ständige Beobachtungen  vorliegen. 

Um  zunächst  die  Bedingungen  festzustellen,  welche  erfüllt  sein  müssen,  da- 
mit die  drei  Orte  des  Himmelskörpers  im  Räume  in  einer  Ebene  liegen,  die  durch 
den  Sonnenmittclpunkt  geht ,  mögen  die  zu  den  drei  Orten  gehörenden  rechtwink- 
ligen heliocentrischen  Coordinaten  beziehungsweise  durch  x„  y„  z„  x„,  y„.  z„,  x,„,  y,„, 
z„, bezeichnet  werden;  dann  ergeben  die  Gleichungen  der  Ebene,  die  durch  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  (Sonnenmittelpunkt)  geht,  die  drei  Relationen: 

Aas,  +  By,  +  Cz,  =  o 
Ax„  +  By„  +  Cz„  =  o 
Ax,„+  By,„+  Cz,„  =  o, 

in  welchen  Gleichungen  A,  B,  C  Functionen  der  Elemente  Knoten  und  Neigung 
sein  werden.  Man  kann  diese  Grössen  ohne  Schwierigkeit  eliminiren.  Multiplicirt 
man  die  erste  Gleichung  mit  z„,  die  zweite  mit  z,  und  subtrahirt  diese  von  jener, 
so  wird  erhalten: 

A[x,z„ —  x„z.)  +  B[y,z„ —  y„z,}  =  o . 

Aus  der  Multiplication  der  ersten  Gleichung  mit  «,„,  der  dritten  mit  z,  und  Sub- 
traction  der  letzteren  von  der  ersten  ergibt  sich : 

A{x,zm — x,„z,)  -\-tB{y,zm — y„,z,)  =  o. 

Um  nun  B  zu  eliminiren,  multiplicirt  man  die  erste  der  eben  erhaltenen  Gleichun- 
gen mit  {y,z„, —  ym*,),  die  zweite  mit  [y„s, —  y,z„)  und  addirt,  dann  erhält  man: 

A  ix,  y,  z„  z,„  —  x„  y,  z,  z„,  —  x,  y,„  z,  z„  +  z„  y,„  z,  z,  +  x,  y„  z,  zm 
—  x,y,z„zm — x„,y„z,z,-{-  x„,y,z,z„}  =  o. 

Das  erste  Glied  hebt  sich  mit  dem  sechsten  auf,  die  übrigen  enthalten  als  ge- 
meinschaftlichen Factor  Ae,;  dieser  wird  im  Allgemeinen  von  Null  verschieden  sein, 
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weshalb  man  denselben  wegen  der  rechts  vom  Gleichheitszeichen  stehenden  Null 
weglassen  kann  und  als  Bedingungsgleichung  der  Bahnehene  erhält : 

—  x„y,z,„ —  r,  ymzu-\-  xwymz,~\-  xly„z,„-\-  x,„y,z„ —  x,„y„z,  =  o,       2} 

welche  Gleichung  in  drei  verschiedenen  Formen  geschrieben  werden  kann,  je  nach- 
dem man  (x, ,  —  x„ ,  -+-  x„,)  oder  ( —  yt ,  +  y„ ,  —  y„,)  oder  (z, ,  —  *„ ,  -f-  zm)  als 
partielle  gemeinschaftliche  Factoren  heraushebt.    Es  wird  so: 

y,[x„z„  —  x„,z„)  —  y„[x,z,„—  x,„z,}  ■+-  y,„[x,zH—  x„z,)  =  o     \      3) 
z,{x„y,„—  x,„y„)  —  z„[x,y,„—  x,„y.)  +  zM(x,y„—  x„yt)  =  o.   J 

Die  innerhalb  der  Klammern  stehenden  Coefficienten  haben  eine  ganz  bestimmte 
geometrische  Bedeutung ;  betrachtet  man  die  erste  der  Gleichungen ,  so  wird  man 
leicht  finden,  dass  die  Coefficienten  der  Reihe  nach  die  Coordinaten  der  Projectio- 
nen  des  zweiten  und  dritten,  ersten  und  dritten,  ersten  und  zweiten  Ortes  auf  die 
yz-Ebene  enthalten,  die  Ansicht  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  läset  in  den 
Coefficienten  derselben  die  Coordinaten  der  analogen  Projectionen  auf  die  zz-Ebene, 
beziehungsweise  die  zy-Ebene  erkennen, 

Zur  näheren   Betrachtung  soll  der  spezielle  Fall  {x,y,„ —  x„,y.)  vorgenommen 
werden.  P,  und  P,„(Fig.  IV)  seien  die  Projectionen  des  ersten  und  dritten  Ortes  auf 
die  .ry-Ebene,  x„  y,  und  x,„,  y,„die  zugehörigen  Coordinaten. 
,  Das  Dreieck  zwischen  _P,OP„,kann  in  drei  kleinere  Dreiecke 

/V\  zerlegt  werden  und  zwar  ist : 

yppj>?  &[P,OPm)  =  &[P,FPm)  +  A(P,FO)  +  &[PmFO). 

r       j*      'f'  ])a  aber  offenbar  die  Relationen: 

"        Kg.  iv.      '         AC.w-l-tfo.-.|,JK-«J 

&IP.FO)     =  !*,(*,- *.) 
MP.FO)    =i  tjg y,), 

bestehen,  durch  deren  Addition  sich: 

A(p,opw)  «i(^r-— j^rJ, 

findet,  so  stellt  der  eben  betrachtete  Factor  die  doppelte  Fläche  des  Dreieckes  P,OPm 

dar.   Bezeichnet  man  die  Neigung  der  Bahnebene  gegen  die  zy-Ebene  mit  t^,  gegen 

die  2z-Ebene  mit  iXI  und  gegen  die  yz-Ebene  mit  iy!l  und  führt  für  die  doppelten 

Dreiecksflächen ,  welche  zwischen  den  drei  in  Betracht  kommenden  Badienvectoren 

eingeschlossen  sind,  wie  oben  (13)  pag.  98)  die  Symbole  [r,r„],   [r,r„]  und  [r„r,„]  ein, 

so  ist  zunächst: 

&(P.OP,„)  =  \[r,r„]  emisg. 

Transformirt  man  in  ähnlicher  Weise  die  in  3)  in  den  Klammem  eingeschlossenen 
Factoren,  so  erschliesst  man  leicht  die  folgenden  Relationen : 
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[y,*„- 


-y«2«)  =  [r„rw]  co8^3  ;  (a:„z,„ — x 

~y«tZi)  =  \?t  r,„]  cos iyS  ;  (£,z„. —  x 

-y*z.)  =  [r,rff]oo«^(  ;  [x,tH  —  x 

[x„ym—  x,„y„)  =  {r„r,„]  cos 

{x,y,„—  x„,y,)  =  [r,rm]  cos 

•  (a;,y„  —  j„y,j  =  [r,r„]cos 

Wenn  man  nun  diese  Werthe  in  3)  substituirt,   so  findet  sich 


)  =  [r,  r,„]  cos 
)  =  \?i  *» }  cos 


-■„] 


ft  x,„  =  * 

y.»  =  y» 


welchen  Bedingungen  die  heliocentrischen  Coordinaten  der  drei  in  Betracht  gezo- 
genen Orte  genügen  müssen,  um  in  einer  Ebene  zu  liegen,  die  durch  den  Sonnen- 
mittelpunkt geht.  Diese  drei  Gleichungen  sind  ursprünglich  aus  der  verschiedenen 
Schreibweise  einer  und  derselben  Gleichung  2)  {pag.  270)  entstanden,  werden  aber 
drei  Bedingungen,  die  von  den  Coordinaten  erfüllt  sein  müssen,  darstellen,  sobald 
man  für  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  anderweitige  nicht  von  den  Coor- 
dinaten selbst  abhängige  Werthe  einfuhrt.  In  der  That  lassen  sich,  wie  dies  oben 
(pag.  98  bis  ioi]  gezeigt  wurde,  so  lange  der  in  Betracht  gezogene  heliocentrische 
Bogen  nicht  zu  gross  ist,  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  durch  rasch  conver- 
girende  Reihen  ersetzen,  deren  Anfangsglieder  von  den  bekannten  Zwischenzeiten 
und  den  Radienvectoren  abhängen ,  welche  selbst  einfache  Functionen  der  helio- 
centrischen Coordinaten  sind,  so  dass  deren  genäherte  Bestimmung  ohne  allzugrosse 
Schwierigkeit  vorgenommen  werden  kann.  Diese  Substitution  soll  aber  vorerst  nicht 
durchgeführt  und  von  der  bezüglichen  Bemerkung  in  der  folgenden  Untersuchung 
nur  insoweit  Gebrauch  gemacht  werden,  dass  man  die  Verhältnisse  der  Dreiecks- 
flächen  unter  den  gemachten  Einschränkungen  als  genähert  bekannt  voraussetzen  darf. 
Ersetzt  man  nun  in  4}  die  heliocentrischen  Coordinaten  des  Himmelskörpers 
durch  seine  geocentrischen  und  durch  die  geocentrischen  Sonnencoordinaten  nach  den 
Relationen  (vergl.  1)  pag.  20) : 

t  =  i-r\  5) 
«  =  5-z,l 

und  führt  die  polaren  Coordinaten  ein,  so  stellt  sich  die  Frage,  welche  Fundamcn- 
talebene  man  für  dieselben  wählen  soll.  Im  Allgemeinen  ist  diese  Bestimmung 
willkürlich,  der  Umstand  aber,  dass  die  Z-Coordinate  in  der  Ekliptik  stets  sehr 
klein  ist  oder  auch  durch  geeignete  Methoden  (vergl.  35}  pag.  39  und  2)  pag.  4t) 
streng  der  Null  gleich  gemacht  werden  kann,  lässt  das  System  der  Langen  und 
Breiten  als  besonders  zweckmässig  für  das  vorgelegte  Problem  erscheinen;  es  wird 
daher ,  wenn  mit  y  die  geocentrische  Entfernung  des  Himmelskörpers,  mit  X  und  ß 
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seine  Länge  nnd  Breite,  mit  R  die  geocent tische  Entfernung  der  Sonne  und  mit  L 
deren  Länge  bezeichnet  wird ,  während  ihre  Breite  den  eben  gemachten  Bemer- 
kungen zufolge  der  Null  gleich  angenommen  werden  kann,  für  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  zu  setzen  sein : 


£  =  qcob{1  —  IT]  cos/S 
ij  =  psin  [l  —  TT)  co&ß 
£  =  ?  sin  ,9 


X  =  Rem  (L  —  i 
Y=Rnn{L  —  TT]   )    61 


Hierbei  sind  überdies  die  Längen  von  einem  Punkte  aus  zu  zählen ,  dessen  Länge 
durch  IT  dargestellt  sei.  Die  angeführten  Grössen  werden  für  die  drei  in  Betracht 
kommenden  Orte  durch  Accente  unterschieden.  Führt  man  also  die  Relationen  5) 
und  6)  in  4)  (pag.  271)  ein,  so  erhält  man  ohne  Schwierigkeit  die  folgenden  drei 
für  die  weiteren  Untersuchungen  höchst  wichtigen  Gleichungen: 
lr„r„]  ( 


|^j  {e,coe(i,  -  JT)cos&-  Ä,cos(L,  -71)}  + 

—  U,„ cos  [Lm  —  IT)}  =  p„cos (X„  - 
|^d{^,sin(A, —  H)cos/a,  —  Asin  {£,—  /!)}  + 

—  Rm  sin  (X„,  —  IT}}  =  p,  sin  (i„  — 

r£r\  vMnß,  + 


'—  {q,„  cos  [l,„ TI}C08ß,„  — 

TT)  cos  ß,  —  ü.  cos  [  L„  —  JT) 
'^j  {?w9in  [K,  —  TT]  cos£„  —      / 
TT]  cosß,  —  ß„sin  [L„  —  JT) 

würden  die 


Hätte   man  die   Z-Coordinatc  in  6)  nicht  der  Null   gleich   gesetzt 

Sonnen  coordinaten  die  Form: 

X  =  RcosBcos[L  —  TI) 
Y  =  RvmBsm{L  —  JT) 
Z  =  R  sinB  , 


erhalten;  dann  hätte  man  statt  der  Gleichungen  7), 
wird,  zu  schreiben: 


1  überdies  TT  =  o  gesetzt 


_U 


t  {p,cosA,cosjy, — Ä,cos£,cos/?,)  +  '-— "j{ß„,cosi„*os^,„ — Ä,„cosX„,cos 7J„}  = 
=  q„  cos  A„  cos  ß„  —  R„  cos  L„  cos  B„ 

|  {^,sinl,cos^,— Ä,sinZ.,cosB,}  +  |^|{p„,sinA,„cosj9,^-Ä„6ini,„cosBm}  = 
=  g„  sin  X„  cos  /?„  —  J2„  sin  L„  cob  £„ 
{p,8in/S,—  Ä,einS,}  +  [ T'--"\  {^„Bmß^— R„,sm B,„}  =  p„sinj?„—  R„smB„. 


Die  Gleichungen  8)  bieten  bei  ersten  Bahnbestimmungen  gegenüber  den 
Gleichungen  7)  einen  unter  Umständen  nicht  zu  unterschätzenden  Vortheil;  ist 
nämlich  die  beobachtete  Breite  einer  oder  mehrer  der  zu  Grunde  gelegten  Be- 
obachtungen sehr  klein  oder  gar  der  Null  gleich,  ao  wird  die  Einführung  des  locus 
fictus  (vergl.  pag.  38)  unthunlich  und  die  Sonnenbreiten  können  nicht  in  voller 
Strenge  der  Null  gleich  gesetzt  werden ;  die  Gleichungen  8)  aber  werden  in  voller 
Strenge   in  Anwendung  gezogen  werden  können,  wenn  man  nur  für  L,  B  und  R 
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die  durch  den  Standpunkt  des  Beobachters  parallaktisch  veränderte  geocentrische 
Sonnenlange  L0,  Breite  B0  und  Entfernung  J?„  einführt.  Man  kann  daher  in  jenen 
Fällen,  bei  welchen  sich  die  Einführung  des  locus  nctus  als  unthunlich  erweist,  von 
den  Gleichungen  8)  Gebrauch  machen.  Da  solche  Fälle  nur  bei  Planetenbahnbestim- 
mungen häufiger  eintreten,  während  dieselben  kaum  jemals  bei  Kometenbahnbestim- 
mungen,  in  deren  ersten  Entwürfen  man  sogar  in  der  Regel  den  Einfluss  der  Parall- 
axe ganz  übergeht,  in  Betracht  kommen,  so  sollen  der  Bestimmung  parabolischer 
Elemente  die  Gleichungen  7)  zu  Grunde  gelegt,  während  die  Gleichungen  8)  der 
Ermittlung  der  Bahnelemente  ohne  Rücksicht  auf  eine  Annahme  über  die  Excent- 
ricität  als  Ausgangspunkt  dienen  werden ;  man  wird  aber  bestrebt  sein  müssen, 
den  auf  die  letzteren  Gleichungen  aufgebauten  Entwicklungen  eine  solche  Form  zu 
geben,  dass  in  den  Formeln  der  Einfluss  der  Sonnenbreite  abgetrennt  erscheint,  so 
dass  die  Berechnung  der  betreffenden  Glieder,  wenn  man  die  Sonnenbreite  durch 
Einführung  des  locus  nctus  der  Null  gleich  gemacht  hat,  einfach  übergangen  wer- 
den kann;  es  wird  sich  dadurch  auch  die  Möglichkeit  bieten,  von  diesen  Formeln 
nur  theüweise  Gebrauch  zu  machen,  indem  man  die  Anwendung  dieser  Corrections- 
glieder  nur  auf  jene  Beobachtungen  beschränkt ,  welche  die  Einführung  des  locus 
fictus  nicht  gestatten ;  dieses  combinirte  Verfahren  wird  sogar  als  jenes  bezeichnet 
werden  müssen,  welches  bei  der  thatsächlichen  Anwendung  die  grossten  Vortheile 
gewährt. 

Es  wird  hier  der  geeignete  Platz  sein ,  die  Formeln  anzuführen ,  deren  man 
sich  zu  bedienen  hat ,  um  die  parallaktisch  veränderten  Sonnencoordinaten  zu  be- 
stimmen ;  es  sind  dies  die  oben  (vergl.  27)  pag.  34)  gegebenen  Formeln,  wenn  man  in 
denselben  statt  6  und  tp' ',  die  bei  der  Berechnung  des  locus  fictus  (vergl.  32)  pag.  37) 
ermittelte  Länge  und  Breite  des  Zenithes  einführt  und  die  Rectascension  und 
Declination  durch  die  Länge  und  Breite  ersetzt.  Mit  Rücksicht  darauf,  dass  die 
parallaktisch  veränderten  Sonnenbreiten  im  Maximum  etwa  den  Betrag  von  zehn 
Kogensekunden  erreichen  können,  wird  man  deren  Producte  in  die  Parallaxe  ver- 
nachlässigen können  und  die  Formeln  27)   {pag.  34)  werden  die  Gestalt: 


L  =  L0+~^sm(L0—  l) 
B  =  Ba—  - 
log-B  =  log-Bo- 

log  Müd.  arc  1"=  4-3234  —  10,  J 

annehmen;  n  ist  hierbei  die  mittlere  Sonnenparallaxe  [8"848)  und  h  (vergl.  pag.  32) 
der  Abstand  des  Beobachtungsortes  vom  Erdmittelpunkt  in  Einheiten  des  Äquator- 
halbmessers  der  Erde. 
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I.  Abschnitt.   Bestimmung  parabolischer  Elomonto, 

1.  Aufstellung  einer  Relation  zwischen  den  geocentrischen  Distanzen  ans  der 
Bedingung  der  Ebene. 

Sobald  man  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  als  bekannt  voraussetzt, 
gestatten  die  drei  Gleichungen  7)  (pag.  272],  einige  Specialfälle  ausgenommen,  offen- 
bar die  Bestimmung  der  Unbekannten  p„  q„  und  q„,  ;  hierzu  sind  im  Allgemeinen  drei 
vollständige  Beobachtungen  nÖtbig,  welche  die  Ermittlung  der  sechs  unbekannten 
Bahnelemente  ermöglichen.  In  dem  besonderen  Falle  der  hier  vorgelegten  Aufgabe 
wird  aber,  da  nur  fünf  Elemente  zu  bestimmen  sind,  eine  Dedingungsgleichung 
überschüssig ,  weshalb  man ,  um  in  Folge  der  unvermeidlichen  Fehler ,  welche  aus 
den  Beobachtungen  und  wohl  auch  aus  der  Theorie  resultiren,  nicht  in  Wider- 
spruche zu  geratheu,  nur  fünf  Bestimm ungss tu cke  in  das  Problem  einfuhren  darf. 
Zur  Erzielung  möglichst  allgemeiner  Resultate  wird  man  eine  Beobachtung  a\8  un- 
vollständig einführen  und  zwar  eignet  sich  hierfür  zum  Zwecke  möglichst  sicherer 
Ermittlung  der  Elemente  am  besten  die  mittlere  Beobachtung.  Es  würde  wohl  auch 
die  Wahl  einer  der  äusseren  Beobachtungen  keinen  besonderen  Nachtheil  für  die 
folgenden  Methoden  haben ,  weil  aber  eine  solche  in  der  Anwendung  nur  äusserst 
selten  getroffen  wird,  so  soll  hier  keine  besondere  Rücksicht  darauf  genommen  werden. 
Wenn  man  sich  mit  einer  geringeren  Convcrgenz  als  der  durch  entsprechende  Trans- 
formationen zu  erreichenden  begnügt ,  so  kann  die  unvollständige  Beobachtung  als 
mit  dem  Index  der  zweiten  Beobachtung  versehen  gedacht  und  die  Rechnung  nach 
den  hier  zur  Entwicklung  gelangenden  Formeln  durchgeführt  werden,  wobei  man  nur 
wegen  des  Auftretens  negativer  Zwischenzeiten  die  consequente  Berücksichtigung  der 
Vorzeichen  zu  beachten  hat. 

Betrachtet  man  die  mittlere  Beobachtung  als  unvollständig,  so  wird  es  vor 
allem  wünschenswerth  sein,  Methoden  zu  entwickeln,  die  in  der  gross ten  Allgemein- 
heit dieser  Forderung  genügen.  Eine  vollständige  Beobachtung  gibt  die  Richtungs- 
linie  an,  in  welcher  sich  der  Himmelskörper  zur  Beobachtungszeit  befindet;  die 
Linie  im  Räume  ist  durch  zwei  unabhängige  Bedingungen  festgestellt,  eine  Ebene 
aber  nur  durch  eine  Gleichung;  es  soll  daher  die  mittlere  Beobachtung  dadurch  zu 
einer  unvollständigen  gemacht  werden,  dass  man  die  Bestimmung  trifft,  der  Komet 
stehe  zur  BeobachtungBzeit  bloss  in  einer  bestimmten  Ebene,  welche  durch  die  Be- 
obachtungsrichtung gelegt  ist.  Diese  Bedingung  kann,  da  sich  die  Richtungslinie 
auf  der  Himmelskugel  als  Punkt,  die  gewählte  Ebene  als  grösster  Kreis  projicirt, 
auch  geometrisch  dabin  definirt  werden,  dass  der  Komet  zur  Zeit  der  mittleren  Be- 
obachtung in  einem  bestimmten  durch  diese  gelegten  grössten  Kreise  steht.  Der 
aufsteigende  Knoten  dieses  grössten  Kreises  in  der  Ekliptik  sei  J7  und  die  Nei- 
gung J;  die  Bedingung,  dass  der  gross te  Kreis  durch  die  mittlere  Beobachtung 
geht,  ist  demnach  in  der  Relation : 
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enthalten.  In  dieser  Relation  ist  eine  Bedingung  völlig  ■willkürlich,  71  kann  ohne 
Beschränkung  gewählt  werden,  wenn  nur  dann  J  der  Gleichung  i)  entsprechend 
bestimmt  wird.  Vor  Beginn  der  Berechnung  einer  Kometenbahn  wird  man  bezüg- 
lich der  Annahmen,  welche  man  über  11  machen  will,  schlüssig  werden  müssen 
und  es  sollen  weiter  unten  die  Kriterien  angegeben  werden,  welche  bei  dieser  Ent- 
scheidung massgebend  Bind. 

Bezeichnet  man  mit  u  den  Abstand  eines  in  dem  gewählten  gross ten  Kreise 
liegenden  Punktes  vom  aufsteigenden  Knoten  dieses  Kreises  in  der  Ekliptik,  so 
wird  das  in  Betracht  kommende  rechtwinklige  sphärische  Dreieck  die  Relationen : 

COBM  =  COS  {l„  JT]  COSjtf„    \ 

sin  u  cos  /  =  sin  [k„  —  JT)  cos  ßm    1     2) 
sin  u  sin  J  =  sin  fi„,  J 

ergeben ,  wobei  den  gemachten  Voraussetzungen  nach  u  als  völlig  willkürlicher 
Bogen  in  das  Problem  einzuführen  ist.  Die  Substitution  dieser  Relationen  in  7) 
(pag.  272)  ergibt  sofort: 

f~r\  {?,cos[A,  —  Il)coB{i,  —  i?,cos(L,  —  JT)  +  ^s3  {ß„, cos  (it„,  —  ir)cos#„ 

—  Ä«cos  (Lm  —  TT)}  =  p„cos«  —  R„coa  [L„  —  JT) 
|^"j  {e,sin  [X,  —  TT)  cos,*,  —  i?,sin  [L,  —  JT)}  +  j^^sj  {?„,Bin  (iL  —  TT)  cos/f„,  —      3) 

—  RmBin{L„,  —  JT;}  =  p„sin«cos/—  M„e,m{L„  —  TT) 
j^Jsj  e.sin,*,  +  j^j  $,„ain{i„r  =  ^„sinwsin/. 

In  diesen  drei  Gleichungen  treten,  wenn  man  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen 
als  bekannt  voraussetzt,  vier  Unbekannte  p„  £„,  q„,  und  w  auf:  es  ergibt  sich  also, 
da  nur  zwei  Unbekannte  eliminirt  werden  können,  nur  eine  Relation  zwischen 
zwei  Unbekannten,  für  welche  hier  p,  und  q„,  gewählt  werden  sollen.  Die  Aufgabe, 
aus  den  Gleichungen  3)  q„  und  den  Bogen  u  zu  eliminiren,  kann  leicht  aus  den 
beiden  letzten  Gleichungen  allein  bewerkstelligt  werden,  wenn  man  die  zweite 
Gleichung  mit  sinJ,  die  dritte  mit  —  cos/  multiplicirt  und  die  Resultate  addirt; 
setzt  man  hierbei  abkürzend : 


0. 

=  fi,sin 

(£.- 

m 

ca. 

=  i/„sin 

{L.- 

ni 

a» 

=  Ä»»ii 

(£,,- 

-m 

f. 

=  sin^, 

mJ- 

-.4.(1.- 

JT;  cos  ß,siaj 

(f. 

=  8im(Aw —  II 

cos  [l,„  sin 

J  — 

sin#„coB./, 

so  wird  man  erhalten 

*f. 

[r,  '„„ 

+  t-tf. 

[r,rj 
[r,r,.\ 

=  sin.?! 

e,  —  0»  4- 

oder  auch 

p.,  = 

ninj 

m* 

\'.r. 

■j  Q,  +  0, 

}  + 

[r,r„tcf„,  ? 

O.,      5) 
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welche  Relation   als   eine   Fundamentalgleichung   für  die   weiteren  Untersuchungen 
bezeichnet  werden  darf. 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Symbole  $,  und  $,„  lässt  sich  sehr  leicht 
nachweisen;  dieselben  sind  die  Sinus  der  sphärischen  Perpendikel  beziehungsweise 
vom  ersten  und  dritten  Kometenorte  auf  den  durch  die  mittlere  Beobachtung  ge- 
legten grössten  Kreis.  Bezeichnet  man  nämlich  den  sphärischen  Abstand  des  ersten 
und  dritten  Ortes  von  77,  dem  aufsteigenden  Knoten  des  durch  die  mittlere  Be- 
obachtung gelegten  grössten  Kreises,  mit  u,  und  w,„  und  beziehungsweise  mit  i,  und  i,„ 
die  Neigungen  der  durch  H  und  diese  beiden  Orte  gelegten  grössten  Kreise  gegen 
die  Fundamentalebene,  so  folgt,  wenn  man  für  die  sphärischen  Perpendikel  die 
Buchstaben  P,  und  P„,  schreibt: 


sinP, 

=  sinu 

,  sin  (t,  —  /) 

oder 

sinPw 

=  sine 

,„  sin  (/-.;„ 

- 

sinP, 

=  sinu,  sin« 

cosJ 

—  sin«,  cosi 

sin/    | 

ainP« 

=  sinumcost 

„sinj 

—  sin  «,„  sin  t, 

cos/;  J 

nun 

ist  aber  offenbar: 

sin  u,  cos  t,  =  sin(A, 

—  JI)cos&, 

sinu,,,  cos»,,,  = 

=  sin  [}.„ 

sin  u,  sin  i,  =  einß,. 

sinu,,,  sin  t,„  = 

=  sin/?,„ 

welche  Werthe  in  die  Gleichungen  7)  (pag.  272)  substituirt,   mit  Rücksicht  auf  4) 

(pag.  275}  sofort:  ,  . 

sinP,  =  tf,  und  sinP,„  =  (f,„, 

ergeben,  womit  die  obige  Behauptung  als  erwiesen  betrachtet  werden  kann. 

Der  Gleichung  6)  (pag.  275)   kann   man  ohne  Verletzung  der  geometrischen 

Strenge   eine   andere  Gestalt  ertheilen,    welche  für  die  folgenden  Untersuchungen 

sich  als  zweckmässig  erweist.     Es  ist  allgemein : 

&m[A  —  B)Bm{C—  JT)  —  sin (A  —  C]  sin  {B  —  JT)  +sin  (B— C)sin  [A— IJ)  =0.  8J 

Führt  man  nun: 

■A  =  L,,„.     D  ^  Mllr,     t,   =  Jjr) 

in  die  Gleichung  8)  ein,  nachdem  diese  mit  R,  R„  R,„  multiplicirt  wurde,  so  nimmt 
dieselbe  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  4)   (pag.  275]  die  Gestalt: 

ß„R,„siTL  (£,„  —  Z„)0,  —  Ä,Ä,„sin  [L,„  —  £,)&,  -f  Ä,Ä„sin  [L„  —  L,)  GV.  =  o, 

an.  Da  man  die  Sonnenbreiten  der  Null  gleichsetzen  darf  [vergl.  35)  pag.  39  und  2) 
pag.  41],  so  stellen  die  Factoren  der  O- Symbole  die  doppelten  Dreiecksflächen 
zwischen  den  entsprechenden  Radienvectoren  der  Sonne  dar;  bezeichnet  man  die- 
selben ähnlich  wie  früher  (pag.  98)  symbolisch  und  setzt  daher: 

[fi,  iC]  =  X*  R»  sin  (£„,  —  £„) 
[R,  R,„]  —  R,R„,sia{LM  —  L,} 
[R,R„]  =R,R„Bin(L„  —L.), 
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bo  wird  sein :  i^ggj  ,,        (■«,  J,„] 


a-hrf^  +  Q.=  °- 


[b,ä„]  w>     [ä,jj„] 


Subtrahirt  man  diesen  Nullwerth  von  dem  in  6]   (pag.  275)  auftretenden  Klammer- 
auBdnick,  welche  Operation  den  Werth  des  letzteren  offenbat  nicht  ändert,  und  setzt 

abkürzend: 

_  «n J  |/[r„r,„l         [S„S,„]\  f[r,rm]         \HrIt,„\\  _     j   1 

m  ~  w. ."»fei  -  rs^nJ 0'  -  fei _  püü)  a  i 


#= 


.  frtfri  tfü 


10) 


so  kann  man  der  Fundamentalgleichung  6}   (pag.  275)  die  Form: 
ßm  —  m  +  Jtfp,,  11) 

ertheilen ,  und  stellt  damit  eine  einfache  Relation  zwischen  p,  und  p,,,  auf.  Die 
genaue  Berechnung  dieser  letzteren  stösst  aber  auf  die  Schwierigkeit,  dass  in  den 
Auedrücken  10)  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  [r„r,„]  :  [r,r„]  und  [r,rm]  :  [r,r„] 
auftreten,  welche  Grössen  vor  Ermittlung  der  Elemente  nur  näherungs weise  mit  Hilfe 
der  früher  entwickelten  Reihen  (vergl.  pag.  ggS.)  ersetzt  werden  können.  Es  stellt 
sich  daher  die  Frage,  mit  welcher  Genauigkeit  diese  Substitution  ausgeführt  werden 
müsse,  um  eine  genügende  Convergenz  zu  erhalten;  die  betreffende  Untersuchung 
wird  Gegenstand  des  folgenden  Kapitels  sein,  hier  soll  nur  die  Beschränkung  her- 
■  vorgehoben  werden,  welche  die  Benützung  der  angeführten  Reihen  sofort  der  ersten 
Kahnbestimmung  auferlegt,  dass  nämlich  der  heliocentrische  Bogen  zwischen  den 
in  Betracht  gezogenen  Beobachtungen  ein  massiger  sei,  weil  die  erwähnten  Reihen 
nur  in  diesem  Falle  ausreichende  Annäherungen  bieten. 


2.  Einführung  der  Nähemngsansdrücke  för  die  Verhältnisse  der 
Dreiecksfl&chen. 

Die  Gleichung  11)  (pag.  277)  des  vorangehenden  Kapitels  gibt  eine  Relation 
zwischen  p,  und  q,„ ,  wenn  m  und  M  bekannt  sind ;  um  nun  p,  und  p,„  selbst  be- 
stimmen zu  können ,  bedarf  man  einer  zweiten  derartigen  Relation ,  welche  durch 
die  Euler'sche  Gleichung  5)  (pag.  77),  wenn  auch  in  verwickelter  Form,  erhalten 
wird.  In  dieser  tritt  nämlich  eine  Relation  auf,  welche  in  der  Parabel  zwischen 
der  Summe  der  Radienvectoren  (r,  +  r,„) ,  der  Sehne  *  und  der  Zwischenzeit  [tM —  (,) 
besteht:  letztere  Grösse  ist  durch  die  Beobachtungszeiten  gegeben,  die  ersteren 
aber  sind  Functionen  von  0,  und  0,,,,  denn  es  ist  offenbar  nach  den  Gleichungen  5) 
und  6)    (pag.   271,  272): 

x*  =  p,  cos  (2.,  —  II)  cos/S,  —  ü,  cos  (L,  —  tl) 
y,  =  p,  sin(A,  —  JIjcosp,  —  R,  sin  [L,  —  II) 
z,   =  q,  sin/tf, 

*m  =  p.wC«8  [K,  —  II)  COBßm  —  -ß,„COS  [L,„  —  It\ 

y«.  =  e».sin  {X„,  —  II)  cos/3,„  —  B„,sin  (/,,„  —  71) 
<m  =  0,B8in^,„, 


1] 
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wodurch  die  heliocentriscben  Coordinaten  als  Functionen  von  o,  und  o,„  dargestellt 
erscheinen;  aus  diesen  folgt  sofort : 

rf  =r*  +y,'  +z,' 
r,„<  =  xj  +  „,.'  +  zj 
,'    =  [x,„  -  x,)'  +  [f.  —  y,)>  +  {?,  -  z 

welche  Glossen  zu  Folge  der  Euler'schen  Gleichung  der  Bedingung: 

6A(k  —  t,)  =  [r,  +  rm  +  t)*  —  [r,  +  r„  —  i)1,         3) 

zu  genügen  haben,  für  deren  letztes  Glied  das  negative  Zeichen  gewählt  wurde, 
da  das  positive  nur  bei  heliocentrischen  Bewegungen,  die  grösser  als  1800  sind, 
Geltung  hat,  daher  bei  ersten  Bahnbestimmungen  ausgeschlossen  bleibt. 

Die  eben  angeführten  Gleichungen  enthalten  in  Verbindung  mit  der  Glei- 
chung 11)  [pag.  277)  die  Lösung  des  Problems  und  zwar  ist  q,  eo  zu  bestimmen, 
dass  sein  und  der  aus  11}  (pag.  277)  resultirende  Werth  von  q„„  in  die  obigen  Glei- 
chungen 1),  2)  und  3}  eingesetzt,  dem  aus  den  Beobachtungszeiten  erhältlichen 
Werthe  [i,„  —  t,}  genügen.  Ohne  dass  erst  jene  Transformationen  vorgenommen 
werden,  welche  diese  Lösung  wesentlich  erleichtern,  dienen  die  angeführten  Glei- 
chungen sofort  zur  Beantwortung  der  am  Schlüsse  des  vorhergehenden  Kapitels 
angeregten  Frage  nach  der  Genauigkeit ,  mit  welcher  man  die  Verhältnisse  der 
Dreiecksflächen  [r„r,„]  :  [r,r„]  und  [r,r,„]  :  [r,r„]  in  den  Ausdrücken  für  m  und  M 
substituiren  muss,   um '  ausreichende  Näherungen  zu  erhalten. 

Jede  Änderung  von  q,  und  £,„  wird  eine  Änderung  in  dem  Werthe  bk[t„, —  t,), 
welcher  der  Kürze  halber  mit  T  bezeichnet  werden  soll,  bedingen ;  sind  diese  Ände- 
rungen so  klein,  dass  differentielle  Verhältnisse  genügen,  so  werden  die  bezüglichen 
Variationen  des  Werthes  von  T  ausgedrückt  sein  durch : 


(f)  *>■  °n,,  (£)  *■ 


In  jedem  speciellen  Falle  werden  diese  Differentialquotienten  ganz  bestimmte  Werthe 
annehmen.  Stellt  man  sich  vor,  dass  für  gewisse  Näh erungs werthe  von  m  und  M 
dem  obigen  Gleichungssystem  ein  bestimmter  Werth  von  q,  genügt,  so  wird  die 
Einführung  der  strengen  Werthe  von  m  und  M  sofort  eine  neue  Auflösung  fordern. 
Da  beide  Lösungen  aber  der  Bedingung  derselben  Zwischenzeit  unterworfen  sind, 
so  werden  offenbar  die  für  die  neue  Lösung  erforderlichen  Änderungen  von  q,  und  #,., 
bestimmt  sein  durch : 

(*)*  +  (©*■-*  ♦> 

wobei  wieder  die  Voraussetzung  gemacht  ist,  dass  man  mit  den  differentiellen  Ver- 
hältnissen eine  ausreichende  Genauigkeit  erhält.  Die  Differentiation  der  Glei- 
chung n)   (pag.  277)  gibt: 

dqm  =  dm  +  Q.dM  +  M<l(i, ; 
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snbstituirt  man  diesen  Werth  von  df>„,  in  4)  und  löst  nach  dy,  auf,  so  erhält  man 
ohne  Schwierigkeit:  '.,„. 

_    (g)(*. +  ,,.«) 
*"     ©  +  -(©" 

Die  in  diesem  Ausdrucke  auftretenden  Differentialquotienten  nehmen,  wie  erwähnt, 
in  einem  speciellen  Falle  ganz  bestimmte  Werthe  an,  welche  im  Allgemeinen  null- 
ter  Ordnung  sein  werden,  daher  diese  Gleichung  ein  sicheres  Urtheil  darüber  ge- 
stattet, welche  Fehler  in  p,  durch  fehlerhafte  Annahmen  in  m  und  M  bedingt 
werden;  soll  eine  genügende  Convergenz  erreicht  werden,  so  darf  der  in  q,  ent- 
stehende Fehler  nicht  grösser  als  erster  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Zwischenzeiten 
werden , 

Denkt  man  sich  die  Endpunkte  der  Sehne  s,  welche  dem  ersten  und  dritten 
Kometenorte  entsprechen,  mit  den  zugehörigen  Erdorten  durch  Linien  verbunden, 
die  durch  q,  und  q,„  dargestellt  sind,  so  wird  offenbar,  wenn  man  für  einen  Augen- 
blick die  Zwischenzeit  unendlich  klein  annimmt,  jede  Veränderung  in  der  Sehne, 
die  durch  eine  Variation  von  0,  bewirkt  wird,  ebenso  durch  eine  Änderung  von  q„, 
erzielt  werden  können,  nur  muss  die  Richtung  der  letzteren  Variation  jener  der  erste- 
ren  entgegengesetzt  sein.    Es  wird  demnach  für  unendlich  kleine  Zwischenzeiten: 

—  =  —  -   ,        6) 

sein ;  da  nun  unter  denselben  Annahmen  die  in  Gleichung  1 2]  (pag.  79]  eingeführte 
Grösse  u  der  Einheit  gleich  zu  setzen,  also: 

a  k(t,„—t,)  T 


ist  und  der  Difierentialquotient  von  s  nach  T  in  einem  vorgelegten  Falle  der  letzten 

Gleichung  gemäss  als  «instant  betrachtet  werden  kann,  so  wird  für  unendlich  kleine 

Zwischenzeiten:  ,_  ,_ 

■"  =  —  ?±-  7I 

Für  endliche  Zwischenzeiten  t  wird  sich  daher  offenbar  zwischen  diesen  beiden 
Differentialqnotienten  die  Form: 

% £{■+«  +  /»  +  ...),  8) 

herstellen  lassen,   in  welcher  a,  ß,  ■  ■  ■  in  einem  speciellen  Falle   ganz  bestimmte 
numerische  Werthe  annehmen,  die  im  Allgemeinen  nullter  Ordnung  sein  werden. 

Geht  man  auf  den  Ausdruck  von  M  (vergl.  Gleichung    10)   pag.   277)  über, 
nämlich:  .        ,    _ 

so   darf,    da    für   unendlich   kleine   Zwischenzeiten   die   scheinbare   Bewegung    des 

Kometen  linear  ist:  —  f 

Q-'  —  la 
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gesetzt  werden ;  nach  der  dritten  Gleichung  in  22)  (pag.  100)  ist  aber  für  unendlich 
kleine  Zwischenzeiten: 

es  ist  somit  das  Anfangsglied  der  Entwicklung  von  M  die  Einheit.  Für  endliche 
Zwischenzeiten  wird  daher  M  die  Form: 

M  =  1  +  ar  +  bt»  H ,      ■      9) 

annehmen,  wobei  wieder  a,  b,  ■  ■  ■  in  einem  speciellen  Falle  bestimmte  numerische 
Werthe  nullter  Ordnung  haben  werden.  Man  kann  hieraus  auch  schliefen ,  dass 
für  unendlich  kleine  Zwischenzeiten  m  der  Null  gleich  wird,  da  in  diesem  Falle 
g,  =  q„,  zu  setzen  ist,  dass  also  m,  wie  sich  dies  auch  später  erweisen  wird,  eine 
Grösse  von  der  Ordnung  der  Zwischenzeiten  sein  müsse.  Mit  Rücksicht  auf  8) 
und  9)   wird  sich  sonach  für  den  Factor  von  (dm  +  (>,dM)  in  5)  die  Gestalt: 


(£) 


(©  +  -(£)   l«-""+»-«"+' 


,0) 


rj 

ergeben.  Der  Factor,  mit  welchem  dm  und  dM  in  5]  (pag.  279)  multiplicirt  erscheinen, 
enthält  als  Anfangsglied  im  Nenner  die  Zwischenzeit ,  weshalb  man  in  der  Bestim- 
mung von  m  und  M  nur  Fehler  zweiter  Ordnung  begehen  darf,  um  q,  bis  auf  die 
erforderliche  Genauigkeitsgrenze,  nämlich  Grössen  erster  Ordnung,  zu  erhalten. 

Da  (f, :  (fr,„.  das  Verhältnis  der  Sinus  der  sphärischen  Perpendikel,  nothwendig 
nullter  Ordnung  ist,  so  genügt  es,  in  der  dritten  Gleichung  in  22]  (pag.  100)  das 
erste  Glied  %, :  i,„  für  das  Verhältnis  der  Dreiecksflächen  einzusetzen,  denn  das  nächste 
Glied  ist  schon  zweiter  Ordnung  und  verschwindet  überdies  bei  gleichen  Zwischen- 
zeiten. Minder  günstig  gestalten  sich  die  Umstände  für  tn.  Der  Ausdruck  für  das- 
selbe enthält  im  Nenner  das  Symbol  (f,„,  eine  Grosse,  die  nothwendig  von  der 
Ordnung  der  Zwischenzeiten  sein  muss;  da  im  Allgemeinen  die  Symbole  ©,,  0„ , 
O,,,  und  sin  J  als  Grossen  nullter  Ordnung  angesehen  werden  müssen ,  so  hat  man 
für  die  in  m  auftretenden  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  mindestens  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  mitzunehmen,  wenn  t>,  bis  auf  Grössen  erster  Ordnung  richtig 
erhalten  werden  soll.  Bei  diesen  Betrachtungen  ist  die  Grösse  (f„,  als  Grosse 
erster  Ordnung  aufgefasst  worden,  wie  dieB  auch  in  der  That  richtig  ist;  der  Um- 
stand aber,  dass  viele  Kometen  in  Folge  bedeutender  Annäherung  an  die  Erde  eine 
sehr  grosse  geocentrische  Bewegung  zeigen,  bedingt,  dass  dem  Sinus  des  Perpen- 
dikels (f,,,  verhältnismässig  beträchtliche  Werthe  zukommen  können ;  es  werden 
demnach  in  vielen  Fällen  jene  Methoden,  die  in  m  nicht  die  theoretisch  genügende 
Annäherung  einführen,  das  Ziel,  wenn  auch  mit  geringer  Convergenz,  erreichen 
lassen.  Man  hat  in  diesen  Fällen  meist  m  =  o  gesetzt,  welche  Annahme,  wie  dies 
die  unten  folgende  Formel  11b)  zeigt,  in  jenen  Fällen,  in  welchen  die  Entfernung  r 
des  Kometen  von  der  Sonne  nahe  gleich  ist  jener  der  Erde  von  der  Sonne  R,  that- 
sächlich  nicht  allzu   fehlerhaft  sein  wird.     Da   man   aber  nicht  mit  Sicherheit  auf 
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solche  besondere  Umstände  bauen  kann,  so  werden  stets  die  theoretisch  bestimmten 
Genauigkeitsgrenzen  festzuhalten  sein. 

Nachdem  nunmehr  die  für  die  Substitution  der  Dreiecksflächen  nothigen  An- 
näherungen festgestellt  sind,  sollen  dieselben  in  den  Ausdrücken  für  tn  und  M  (Glei- 
chung 10)  pag.  277)  innerhalb  der  als  nothwendig  erkannten  Genauigkeitsgrenzen 
eingeführt  werden.  Man  hat  hierbei  nach  der  dritten  und  fünften  Gleichung  22} 
(pag.  100)  in  dem  Ausdrucke  für  m  zu  setzen  : 

fv£l  =  tÄ  '  ~~  *"&+"£)*  1 
KTJ  =  t,\l~  *  ir.+  rJFV 
während  es  genügt,  in  jenem  für  M 


anzunehmen ,  so  dass  sofort  geschrieben  werden  kann  ■ 

Weiter  sollen,  um  möglichst  bequeme  Ausdrücke  zu  erlangen,  für  die  zu  den  Erd- 
orten gehörenden,  in  tn  auftretenden  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  ebenfalls  die 
aus  der  dritten  und  fünften  Gleichung  22)  (pag.  100)  resultirenden  Näherungen  be- 
nützt werden.  Weil  diese  Beiben,  wie  die  Entwicklung  zeigt,  ganz  allgemein  gelten, 
so  hat  man  demnach  mit  Rücksicht  auf  die  Identität  der  Zwischenzeiten : 


[JUy  _  i  f.        .    *,'  -  O  l 

*  i 


anzunehmen  und  erhält  so  für  tn  leicht  den  Näherungsausdruck: 

welcher  innerhalb  der  gesteckten  Genauigkeitsgrenzen  einer  wesentlichen  Reduction 
fähig  ist.  Für  die  Symbole  0  wird  man  nämlich  jedenfalls  eine  nach  Potenzen  der 
Zeit  fortschreitende  Entwicklung  anwenden  dürfen,  so  dass  allgemein  etwa: 

O,  =  ©„—  cit„+  ßrj*—  ■  ■  ■ 

0*=  0„+ar,  -Mr,s+  ■  ■  ■, 

geschrieben  werden  darf.  Führt  man  diese  Relationen  in  den  eben  für  tn  gewonne- 
nen Ausdruck  ein,  so  erhalt  man,  da: 

ist, 

Das  zweite  Glied  im  letzten  Factor  ist  dritter  Ordnung,   kann  daher  vernachlässigt 

Oppolier.   B.tanbe  Hin  mannen.   I.   3.  AoB.ge.  36 


ib,  Google 


werden  und  die  eben  aufgestellte  Gleichung  wird   in   genügender  Annäherung  die 

erhalten,  aus  welcher  erhellt,  dass  in  der  That,  wie  dies  schon  oben  (pag.  280)  er- 
wähnt wurde ,  m  wegen  deB  Factors  r,  %„ :  (f„,  eine  Grösse  von  der  Ordnung  der 
Zwischenzeit  ist.  Das  in  m  vernachlässigte  Glied  dritter  Ordnung  ist  nicht  voll- 
ständig, weil  schon  bei  den  obigen  Substitutionen  für  die  Verhältnisse  der  Drei- 
ecksflächen die  Glieder  dritter  Ordnung  übergangen  wurden;  dieselben  würden 
jedoch  ebenfalls  den  Factor  t,  —  r,„  enthalten  und  bei  Gleichheit  der  Zwischen- 
zeiten verschwinden ;  der  letzteren  Bedingung  wird  man  sich  auch  aus  dem  Grunde 
möglichst  zu  nähern  trachten,  um  das  Verhältnis  der  Sinus  der  Perpendikel  mög- 
lichst sicher  bestimmen  zu  können.  Es  wird  daher  stets  empfehlenswert!)  sein,  bei 
der  Auswahl  der  Beobachtungen  dieser  Bedingung  der  Gleichheit  der  Zwischen- 
zeiten nach  Thunlichkeit  zu  genügen ,  um  eine  möglichst  rasche  Convergenz  zu 
erhalten ;  diese  wird  übrigens  den  gemachten  Auseinandersetzungen  zufolge ,  ob- 
wohl in  vermindertem  Masse,  auch  dann  bestehen,  wenn  die  Zwischenzeiten  nicht 
jener  Bedingung  nahe  kommen,  doch  wird  man  sich  stets  gegenwärtig  halten  müssen, 
dass  nur  dann  brauchbare  Annäherungen  erhalten  werden,  wenn  die  Producte  aus 
den  Quadraten  der  Zwischenzeiten  in  die  negativen  dritten  Potenzen  der  Radien- 
vectoren  massige  Werthe  ergeben,  weshalb  man  sich  bei  Kometen,  die  zur  Zeit  der 
Beobachtung  der  Sonne  sehr  nahe  stehen ,  auf  sehr  kleine  Zwischenzeiten  zu  be- 
schränken haben  wird. 

3.  Wahl  des  grössten  Kreises. 

Bisher  ist  über  den  Winkel  FI,   welcher  in  der  Relation : 

(Biehe  1)  pag.  274)  auftritt,  keine  nähere  Bestimmung  getroffen  worden;  derselbe  ist 
völlig  willkürlich,  man  wird  aber  durch  entsprechende  Wahl  desselben  die  Relation 
zwischen  p,  und  £,„  (vergl.  11)  pag.  277)  wesentlich  vereinfachen  können.  Die  Aus- 
drücke für  itf  und  m  (vergl.  1 1a)  (pag.  281}  und  1  ib)  pag.  282)  lehren,  dass  die  erstere 
Grösse  in  einem  gegebenen  Falle  conatant  ist,  wogegen  man  zur  Ermittlung  der 
letzteren  der  Kenntnis  des  Werthe«  (r,  -\-  r„,)  bedarf,  der  erst  im  Verlaufe  der  Rech- 
nung bei  der  Auflösung  der  Gleichungen  auftritt;  es  wird  sonach  m  eine  Function 
von  q,  sein  und  bei  der  Durchführung  der  Versuche  als  Variable  auftreten.  Man 
kann  sich  von  diesem  Nachtheile  durch  eine  entsprechende  Wahl  von  il  befreien. 
Das  Symbol  (vergl.  4)  pag.  275)  : 

0„=  Ä„siu(L„—  JI), 
welches  als  Factor  in  dem  Ausdrucke  für  m  (vergl  11b)  pag.  282)  auftritt,  kann  der 
Null  gleich  gemacht  werden,  wenn  man : 

II  =  L„  ,  2) 
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setzt;  hiedurch  wird  m  ebenfalls  gleich  Null  und  die  Relation  u)  (pag.  277)  nimmt 
die  einfache  Gestalt:  -. 

«—££;*■•  » 

an ,    wobei  aber,    der  nunmehr  getroffenen  Wahl  von  JT  entsprechend,  zur  Berech- 
nung der  Symbole  (f,  und  ,-y*«,  (vergl.  4)  (pag.  275)  die  Ausdrücke: 


tg/  = 


tff. 


-AI  | 

(f,  =  sin  ß,  cos  J  —  sin  IX,  —  L„)  cos  /J,  sin  /     i  4) 

(f',„=  siii(/,„, —  Z„! cos/?,,, sin/ — sin/S„,cos/,  J 
in  Anwendung  gezogen  werden  müssen.  Es  ist  somit  jene  einfache  Rektion  zwischen 
den  geocentri sehen  Distanzen  erlangt,  auf  welche  Ol  her  s  seine  berühmte  Methode 
zur  Bestimmung  einer  Kometenbahn  aufgebaut  bat.  Die  Wahl  der  Lage  des  grössten 
Kreises  ist  so  getroffen ,  dass  derselbe  durch  den  mittleren  Kometen-  und  Sonnen- 
Ort  hindurchgelegt  erscheint,  womit  sich,  wie  man  sieht,  eine  wesentliche  Abkürzung 
und  Vereinfachung  der  Rechnung  verbindet.  Man  wird  auf  diese  bestimmte  Wahl 
des  grössten  Kreises  nur  in  jenen ,  allerdings  seltenen  Ausnahmefällen  verzichten 
müssen,  in  welchen  dieselbe  die  Olbers'sche  Methode  der  Kahnbestimmung  un- 
brauchbar macheu  würde. 

Eine  nähere  Betrachtung  der  Gleichung  5)  (pag.  275)  wird  die  hier  obwalten- 
den Verhältnisse  überblicken  lassen.  Da  die  Coefficienten  von  q,  und  t>„,  der  Natur 
des  l*roblems  nach  niemals  endliche  Werthe  überschreiten  können,  so  wird  die  Be- 
stimmung der  zwischen  diesen  beiden  Grössen  bestehenden  Relation  um  so  sicherer 
ausgeführt  werden  können,  je  grösser  deren  Coefficienten  werden.  Diese  Bedingung 
wird  einer  analytischen  Betrachtung  zugänglich ,  wenn  man  voraussetzt ,  dass  die 
Relation  zwischen  q,  und  q„,  am  sichersten  ermittelt  werden  kann,  sobald  die  Summe 
der  Quadrate  der  bezüglichen  Coefficienten,  nämlich: 


m^r+m^       *> 


ein  Maximum  wird;  zu.  dessen  Bestimmung  muss  der  Differential  quo  tient  des  eben 
aufgestellten  Ausdruckes  gleich  Null  gesetzt  werden,  wobei  jedoch  zu  beachten  ist, 
dass  diese  Gleichung  auch  auf  das  Minimum  führt.  Vor  Durchführung  dieser 
Differentiation  wird  man  die  oben  (vergl.  4)  pag.  275)  aufgestellten  Ausdrücke  für 
(f",  und  (f.,,  einer  zweckmässigen  Transformation  zu  unterziehen  haben.  Bezeichnet 
man  mit  W  den  Winkel,  welchen  der  zu  wählende  grösste  Kreis  am  mittleren  Orte 
mit  dem  Breitenkreis  einschliesst,  so  bestehen  offenbar  die  folgenden  Relationen: 
sin /cos  (^„ — JT)  =  cosTF  \ 

sin/sin(A„  —  JT)  =  sinWsin/f„     >  6) 

cos/    =  sinlf cos/3,,,  J 
Setzt  man  nun  in  den  für  die  Sinus  der  Perpendikel   geltenden  Gleichungen  in  4) 
(pag.  275) :  x,   —  Jl  =  {l,   —  l„)  +  (k„  —  JI) 

x„,  —  n  =  (im  — 1„)  + 11,  -  ü), 
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und  überdies: 

sin  ß ,  cos  ß„  —  cos  [X„  —  X, )  cos  ß,  sin  ß„  =  sin  <d„,  cos  vs,      | 
sin  \X„ —  X,)  cos ß, --■  sin  /!,„  sin  w,       I 
sin  ß,„ctt9ß„  —  cos  [X,„  —  l„)cwßm9.m.ß„  =  sin^/,  cosw„,     j  . 
sin  (A,„ —  A„)  cos#„  =a  sinz/,  smw,„,   J 
80  wird : 

<f.   =  unJ„mn{w,   +W)    1 
cf  „  =  sin  ^/,  sin  (w,„  —  TP") ,  j       J 

in  welchen  Ausdrücken  W  als  willkürliche  )Variable  auftritt.  Differentiirt  man  die 
Gleichung  5)  (pag.  283)  unter  Berücksichtigung  der  eben  erhaltenen  Formen  und 
setzt  den  DifFerentialquotienten  gleich  Null ,  so  wird : 

(Ivv)  TSJ, )' ™ •  K  +  «n  -  »■>  > (»--  "1  ■  9) 
Da  der  qnadra tische  Factor  wegen  des  in  dieser  Gleichung  enthaltenen  Verhältnisses 
der  Dreiecksflächen  vor  der  Durchführung  der  Bahnbestimmung  nicht  genau  er- 
mittelt werden  kann,  so  hat  man  seinen  Näherungswerth  und  zwar  nach  der  dritten 
1  Gleichung  22)  (pag.  100)  einzuführen;  wenn  man  die  Glieder  zweiter  Ordnung 
weglässt,  wird  für  die  Bestimmung  des  Winkels   W  erhalten: 

tg2  w  =?""" -**""*. 

°  p'COBlIO,  +  C0BIU7,,,        I 

Die  Zweideutigkeit,  die  in  der  Bestimmung  durch  die  Tangente  liegt,  erklärt  sich 
aus  dem  oben  (pag.  283)  erwähnten  Umstände,  dase  die  Gleichung  10)  die  Bedin- 
gung sowohl  für  das  Maximum,  als  für  das  Minimum  angibt;  der  eine  Werth  ge- 
hört also  zu  erstcrem ,  der  andere  zu  letzterem,  weshalb  die  Entscheidung,  welcher 
Quadrant  zu  wählen  ist,  in  einem  speciellen  Falle  keiner  Schwierigkeit  unterliegt: 
man  wird  jenen  Werth  von  W  zu  wählen  haben ,  der  in  8)  für  (f,  und  (f  „  ohne 
■  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen  die  grösseren  Werthe  finden  tässt.  Ist  der  Winkel  J 
ermittelt,    so  wird   mit  Hilfe  der  Gleichungen  6)  (pag.  283),  denen  man  zu  diesem 

Zwecke  die  Form: 

tg/cosfJl»—  ZT)  =  cotgWsecft,   1 

tgSun(JU  —  JZ)— tg&,  / 

ertheilen  kann,  jene  Lage  des  grössten  Kreises,  welche  die  Bestimmung  möglichst 
günstig  gestaltet,  gefunden  sein ;  J  kann  stets  im  ersten  Quadranten  angenommen 
werden. 

Diese  für  die  Bahnbestimmung  günstigste  Wahl  des  grössten  Kreises  würde 
wegen  der  nothwendigen  Durchrechnung  der  Formeln  7)  und  10]  unbequem  sein, 
allein  bei  der  Durchführung  derartiger  Rechnungen  kann  man  sich  mit  ganz  rohen 
Annäherungen  begnügen,  da  seihst  ziemlich  fehlerhafte  Annahmen  in  diesem  Falle 
für  das  Resultat  ohne  wesentlichen  Nachtheil  sind.  Berücksichtigt  man  in  den 
Gleichungen  7)  nur  die  ersten  Potenzen  der  kleinen  Bogen,    welche  Beschränkung 
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allerdings  für  polnahe  Kometen  vielleicht  nicht  völlig   gerechtfertigt  ist,   so  erhält 

maD:  ß,—  ß„  =  Jmcoew,     ,  ß„—  ß„=J,coBto„ 

{X„—  k,)cosß,  =  Jms\-av>,     ,    (l,„—  l„)cmß„<=J,Bai.w,„, 

aus  welchen  Gleichungen  gefolgert  werden  kann,  dase  v>,  und  w„,  unter  den  gemach- 
ten Voraussetzungen  sich  nahe  zu  1800  ergänzen.    Setzt  man  daher: 

«j,   =  go°  —  y 
«j„,  =  go°  +  y, 

und  überdies   in    10),  da  die  Fortbewegung  des  Kometen  nahezu  proportional   der 
Zeit  igt,  g  =  i ,  so  wird : 

tg2W=tgzy, 
also: 

W  =  y  für  das  Maximum, 

W  =  y  —  go°  für  das  Minimum. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  des  Winkels  y  wird   man  daher   mit  genügender 
Annäherung  setzen  dürfen: 

cotg  W  =  —   '"  ~   '  cmß„ ; 

die  Gleichungen  n]  erhalten  dann  die  Gestalt: 
tg  J»in  {l„  — II)  =%ß„ 
tgJcoS(l„  —  J7}  = 


Diese  Sektionen,  in  welchen  man  übrigens  J  stets  innerhalb  der  Grenzen  o°  und  90" 
annehmen  darf,  bezeichnen  also  nähernngswcise  jene  Lage  des  grössten  Kreises. 
welche  als  die  für  die  Bahnbestimmung  günstigste  erklärt  werden  kann ;  der  ersteren 
derselben  muss  völlig  streng  genügt  werden,  weil  dieselbe  die  Bedingung  ausdrückt, 
dass  der  gewählte  Kreis  durch  die  mittlere  Beobachtung  hindurch  gelegt  erscheine, 
der  letzteren  aber  braucht  nur  ganz  beiläufig  entsprochen  zu  werden. 

Sollte  die  Bewegung  des  Kometen  durch  die  Annäherung  an  den  Pol  sich 
sehr  unregelmässig  gestalten,  so  dass  man  der  zweiten  Gleichung  in  1 2a)  nicht  die 
nöthige  Genauigkeit  zuschreiben  darf,  80  wird  dennoch  die  Rückkehr  auf  die  stren- 
geren Formeln  meist  umgangen  werden  können,  wenn  man  für  l,„ —  l,  und  ß,„ —  ß, 
die  für  die  Zeit  der  mittleren  Beobachtung  geltenden  Änderungen  der  Coordinaten 
einführt,  welche  Zahlen  man  wohl  durch  anderweitig  vorhandene  Beobachtungen  sich 
verschaffen  kann.  Gewöhnlich  wird  man  zwar  in  diesem  Falle  nur  die  Änderungen 
der  äqnatorealen  Coordinaten  kennen ;  es  ist  aber  nach  bekannten  Differential- 
Formeln  : 

cos^sinij  =  cos  a  sine  j 

cos  ß  cos  17  =  cos  e  cos  d  +  sin  t  sin  ö  ein  a 
dfi  =  cos  jj  dd  —  sin  ij  cos  d  da 
cmßdl  =  sinijrfd  +  cosijcosdrfa, 


.2b' 
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womit  aus  den  'Änderungen  der  äquatorealen  Coordinaten  da,  dd,  jene  der  eklipti- 
kalen  leicht  bestimmt  werden  können;  dann  wird  sein: 

tg/Bin(i„-JI)-tgÄ,     I 

Sind  II  und  J  den  obigen  Gleichungen  entsprechend  bestimmt  worden,  so 
werden  M  und  m  den  Ausdrucken  ua)  (pag.  281)  und  11b)  (pag.  282)  gemäss  zu 
berechnen  sein,  wobei  zu  beachten  ist,  dass  in  diesem  Falle  M  innerhalb  der  als 
zulässig  betrachteten  Annäherungen  constant  wird,  während  m  noch  als  eine  Func- 
tion der  Radienvectorensumme  somit  der  zu  suchenden  Grössen  (j,  und  p,„  erscheint. 
Ohne  hier  auf  die  Methode  einzugehen,  deren  man  sich  mit  Vortheil  zur  Auflösung 
dieser  Gleichungen  bedient,  sieht  man  sofort  ein,  dass  die  durch  Olbers  getroffene 
Wahl  des  grössten  Kreises,  welche  nach  Gleichung  3)  (pag.  283)  ein  einfaches,  als 
constant  zu  betrachtendes  Verhältnis  zwischen  p,  und  9,,,  einführt,  die  Rechnung 
wesentlich  einfacher  gestalten  wird,  als  dies  die  Einführung  der  für  die  Genauigkeit 
der  Bestimmung  günstigsten  Lage  des  grössten  Kreises  in  das  Problem  vermöchte; 
man  wird  daher  nicht  ohne  zwingende  Gründe  den  durch  die  erstere  Methode  ge- 
botenen Rechnungsvortheil  von  der  Hand  weisen.  Es  empfiehlt  sich  darum,  hier 
jene  Kriterien  anzuzeigen,  welche  man  sofort  in  den  ersten  Stadien  der  Rechnung 
für  die  Entscheidung  erhalten  kann,  ob  die  von  Olbers  getroffene  oder  die  so- 
eben für  den  Ausnahmsfall  in  Vorschlag  gebrachte  Wahl  des  grössten  Kreises  den 
Vorzug  verdiene. 

Ua  m  Belbst  (vergl.  pag.  282)  von  der  Ordnung  der  Zwischenzeit  ist,  so  wird 
im  Allgemeinen  M  allein  für  die  Sicherheit  der  Bestimmung  massgebend  sein. 
Differcntiirt  man  den  für  M  geltenden  Ausdruck  [vergl.  ua)  (pag.  281)],  so  findet 
sich: 

»w  er«,2 

für  die  Sinus  der  Perpendikel  wird  sich  offenbar  eine  Entwicklung  nach  steigenden 
Potenzen  der  Zeit  angeben  lassen ,  deren  Anfangsglied  Null  Bein  wird ,  wenn  man 
die  Zeit  von  der  mittlem  ^Beobachtung"/ aus  zählt.  Bleibt  man  bei  den  Gliedern 
erster  Ordnung  stehen,  so  wird  sein : 

<f,=  «„+•-.,     tf,.=  ««,  +  ■■••, 

in  welchen  Ausdrücken  der  Cocfncient  a  von  der  Grösse  und  Richtung  der  Be- 
wegung abhängt.  Derselbe  wird  aber  in  einem  speciellcn  Falle,  wenn  über  die  Lage 
des  grössten  Kreises  eine  bestimmte  Wahl  getroffen  ist,  einen  ganz  bestimmten 
Werth  annehmen ;  mit  Benützung  der  angeführten  Relation  wird  für  dM  gefunden  : 

Da  d^,  und  dff„,  die  durch  die  Beobachtungen  bedingten  Fehler  in  den  Sinus  der 
Perpendikel   darstellen   und  r,  und  %„,  in  einem   vorgelegten  Falle  bestimmte   con- 
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stante  Grössen  sind,  so  lehrt  die  letzte  Gleichung,  dass  im  Allgemeinen  der  Fehler 
in  den  Sinus  der  Perpendikel  umgekehrt  proportional  der  Grösse  a  sein  wird ;  a  ist 
sonach  proportional  der  Genauigkeit  des  Resultates.  Der  Factor  a  selbst  wird  von 
der  scheinbaren  geocen  tri  sehen  Bewegung  des  Kometen  und  von  der  Wahl  der 
Lage  des  grössten  Kreises,  der  durch  die  mittlere  Beobachtung  gelegt  ist,  abhängig 
sein.  Die  Bewegungsgrö'sse  des  Kometen  ist  aber  in  einem  speciellen  Falle  eine 
ganz  bestimmte;  man  wird  daher  den  Schluss  ziehen  dürfen,  dass  vorerst  die  Sicher- 
heit der  Bahnbestimmung  mit  der  geocentrischen  Bewegung  b  des  Kometen  wächst 
und  stets  sehr  gering  bleibt,  wenn  die  zur  Verfugung  stehenden  geocentrischen 
Bogen  sehr  klein  sind.  Es  wird  a  im  Maximum  gleich  b  werden  können,  welchem 
Maximum  man  sich  durch  entsprechende  Wahl  der  Lage  des  grössten  Kreises  an- 
zunähern vermag.  Bezeichnet  man  mit  W,  den  Winkel,  den  der  grösste  Kreis  mit 
dem  Breitenkreis  am  mittleren  Kometenort  einschliesst ,  und  bestimmt  denselben 
so,  dass  er  senkrecht  auf  der  scheinbaren  Bewegung  steht,  so  wird  derselbe  durch 
die  Relation : 

tgW,*=  —  fj^WHßm  14) 

nahezu  dargestellt  sein;  hierbei  kann  W,  stets  kleiner  als  i8o°  angenommen  werden, 
und  der  Ausdruck  für  die  Perpendikel  wird  in  der  Beschränkung  auf  die  Glieder 
erster  Ordnung  die  Gestalt: 

erhalten.  Ist  W0  der  Winkel,  welcher  der  Olbers'schen  Wahl  des  grössten  Kreises 
entspricht,  so  findet  sich  derselbe  nach : 

tg  W„  =  tg  [l„  —  L„)  cosec/if,,,  16) 

weil  W0  in  dem  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke  zwischen  dem  mittleren  Kome- 
ten und  mittleren  Sonnenort  und  dem  Fusspunkte  des  von  dem  ersteren  auf  die 
Ekliptik  gefällten  sphärischen  Perpendikels  der  Seite  \}.„  —  L„)  gegenüber  liegt. 
Der  Ausdruck  für  die  Sinus  der  Perpendikel  wird  demnach  sein :  , 

(f ,  =  b  cos  ( W,  —  Wa)  r,„     ,      (f  ,„  =  b  cos  ( W,  —  JFJ  r„  1 7) 

Vergleicht  man  also  die  Ausdrücke  15)  und  17)  mit  einander,  in  Verbindung  mit 
den  an  die  Gleichung  13)  geknüpften  Bedingungen,  so  wird  die  Genauigkeit  G  der 
Olbers'schen  Methode  ausgedruckt  sein  durch: 

G  =  cos(W,—  Wa),  18) 

wenn  man  die  grösste  erreichbare  Genauigkeit  durch  die  Einheit  bezeichnet.  Die 
Formeln  14),  16)  und  18J  (pag.  287)  liefern  also  in  einfacher  Weise  die  für  die 
Wahl  der  Methode  geltenden  Kriterien,  welche  sofort  bei  Beginn  der  Rechnung 
in  Anwendung  gezogen  werden  können.  Da  wohl  eine  feste  Grenze  für  die  Schei- 
dung der  beiden  Methoden  nicht  aufgestellt  werden  kann,  so  muss  diese  dem  Er- 
messen des  Rechners  überlassen  bleiben ;    im  Allgemeinen  dürfte  es  sich  aber  em- 
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pfehlen,  auf  Olbers'  Methode  zu  verzichten,  wenn  die  Genauigkeit  derselben  auf 
die  Hälfte  herabsinkt,  also  der  absolute  Werth  von  cos  ( W,  —  Wj  kleiner  als  eiue 
balbe  Einheit  wird;  indessen  wird  man  diese  Grenzbestimmung  oft  überschreiten 
dürfen,  besonders  wenn  die  geozentrische  Bewegung  des  Kometen  gross  ist. 

Bei  diesen  Betrachtungen  ist  noch  eine  Bemerkung,  die  sich  an  die  Glei- 
chung 13)  (pag.  286)  knüpft,  ganz  wesentlich.  In  dieser  erscheinen  die  Beobach- 
tungsfehler in  den  Grössen  d^f,  und  d^„,  und  nehmen  je  nach  der  Wahl  des  grössten 
Kreises  verschiedene  Werthe  an ;  wenn  man  sich  auf  die  differentiellen  Verhältnisse 
beschränkt,  so  ist  (vergl.  4)  pag.  275): 

d(f,=       {cos/cos£,  +imi(*<—  IJ)&mß,  $mJ}dß,  —  cos  {X,  — IT)  cos  ß,  sinJdl, 
d(f„i=  —  {cosJcos ß,„-\-  sin  {X,„—  J7)  sin ß„,  sin /}  dß„,  +  cos  [X,„—  II)  cos ß,„sm  JdX,„, 

in  welchen- Gleichungen  dß,,  dl,,  dß„,  und  dX„,  gleichsam  die  relativen  Beobach- 
tungsfehler in  Bezug  auf  den  mittleren  Beobachtungsort  darstellen ;  wären  dieselben 
bekannt,  so  könnte  man  im  Allgemeinen  die  Grössen  /und  JI  so  bestimmen,  dass 
in  13)  (pag.  286)  der  Klammerausdruck  der  Null  gleich  wird,  und  den  Einfluss 
der  Beobachtungsfehler  auf  die  Bestimmung  von  M  eliminiren.  Bei  der  Unkenntnis 
dieser  Fehler  ist  jedoch  eine  derartige  Bestimmung  unthuulich ,  dagegen  kann  sich 
der  Fall  ereignen,  dass  zufällig  für  die  Olbers'sche  Wahl  des  grösst«n  Kreises, 
die  nicht  der  günstigsten  entspricht ,  eine  derartige  Elimination  eintritt  und  dass 
demnach  ein  besseres  Resultat  durch  die  kürzere  und  bequemere  Methode  erhalten 
wird,  als  durch  die  weit  umständlichere ;  aber  auf  solche  Zufälligkeiten  darf  man 
im  Allgemeinen  nicht  rechnen  und  der  Vorzug  der  grösseren  Genauigkeit  wird  im 
Durchschnitte  der  hier  in  Vorschlag  gebrachten  Methode  gewahrt  werden.  Der 
eben  erwähnte  Fall  erinnert  an  die  in  der  Praxis  nicht  selten  auftretende  Thatsache, 
dass  eine  Beobachtung  mit  sehr  geringem  Gewichte  dem  wahren  Werthe  näher 
kommt,  als  eine  solche  mit  sehr  hohem  Gewichte,  weshalb  aber  doch  niemand  der 
ersteren  auB  dem  Umstände  zufälliger  Übereinstimmung  mit  dem  wahren  Werthe 
ein  vergrössertes  Gewicht  wird  zuschreiben  wollen. 

Schliesslich  soll  noch  auf  eine  Wahl  des  grössten  Kreises  aufmerksam  gemacht 
werden,  die  vielleicht  von  Bedeutung  sein  kann,  wenn  nur  drei  Beobachtungen  eines 
Kometen  gelungen  sind,  von  denen  die  eine  unvollständig  ist.  Wäre  die  unvollständige 
Beobachtung  eine  äussere,  so  wird  man  die  oben  für  M  und  m  (na)  pag.  281)  und 
nb)  pag.  282)  aufgestellten  Formeln  ohne  Bedenken,  obzwar  mit  verminderter  An- 
näherung in  Anwendung  ziehen  dürfen,  wenn  man  sich  die  der  unvollständigen  Be- 
obachtung zugehörenden  Coordinaten  und  ihre  Zeitangabc  mit  dem  Doppelaccente  ver- 
sehen denkt  und  in  consequenter  Weise  die  Vorzeichen  für  die  Bildung  der  Zwischen- 
zeiten ,  die  eventuell  negativ  werden ,  berücksichtigt.  Der  Natur  der  Sache  nach 
wird  hei  der  unvollständigen  Beobachtung  entweder  die  Rectascension  oder  die 
Declination  fehlen,  im  ersteren  Falle  ist  es  aber  nöthig,  eine  ganz  rohe  Angabe 
über  die  Rectascension  zu  besitzen,  welche  Forderung  übrigens  tliatsächlich  keinen 
Schwierigkeiten  unterliegen  wird.     Fehlt  die  Declinationsangabe,  so  wird  die  Lage 
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des  grössten  Kreises  sofort  bestimmt  sein,  wenn  man  den  aufsteigenden  Knoten 
desselben  in  Bezug  auf  den  Äquator  IIa  =  a„  und  die  Neigung  gegen  diesen  Ja  =  900 
setzt.  Fehlt  aber  die  genaue  Angabe  der  Rectascension,  so  wird  man  Ja=  ä„  und 
IItt  —  a„- —  qo°  anzunehmen  haben,  wobei  nur  ein  ganz  roher  Näherungswerth  von  a„ 
bekannt  zu  sein  braucht.  Ist  einmal  die  Bestimmung  der  Lage  des  grössten  Kreises 
in  Bezug  auf  den  Äquator  festgestellt,  so  wird  man  die  Übertragung  auf  die  Ekliptik 
leicht  mit  Hilfe  der  folgenden  Formeln  (vergl.  Gleichung  5)  pag.  11),  in  denen  e  die 
Schiefe  der  Ekliptik  vorstellt: 

sin-l(JI  +  o)sin£7  =  sin$(Ja  +  e)tm\Ha 

cos£(JI  -4-  o)am\J  =  ain\(Ja —  £)cos-JJ7a 

sin-J;7T  —  0)cos-|V  =  cos^(Jw+  e)wa\JIa 

cos ^[JI  —  o)cob\J  =  coa±(Jtt —  6)cob{JIu,  I 
bewerkstelligen  können. 

Die  Resultate  der  in  diesem  Kapitel  durchgeführten  Entwicklungen  kann  man 
dazu  verwerthen,  sich  sofort  bei  Beginn  der  Rechnung  nach  den  Formeln  14),  16) 
und  t8)  (pag.  287)  ein  Mass  für  die  Genauigkeit  der  Olbers'schen  Methode  zu 
verschaffen;  es  wird  sich  empfehlen,  dieselbe  zu  verlassen,  wenn  G  kleiner  als  eine 
halbe  Einheit  wird.  Hat  man  sich  für  Olb er s*  Wahl  des  grössten  Kreises  entschie- 
den, so  berechnet  man  nach  4)  (pag.  275)  und  3)  (pag.  283)  den  Werth  von: 

jr  —  iip-, 

*,»  CT  ». 
und  hat  als  Relation  zwischen  »>„,  und  q,  die  Gleichung :  4 

9„=  Me,. 

Ist  aber  die  Olbers'sche  Methode  nicht  anwendbar,  so  berechnet  man  nach  12) 
(pag.  285)  die  anzunehmenden  Wcrthe  von  J  und  77,  und  mit  Hilfe  der  Gleichun- 
gen 4)  (pag.  275)  die  Werthe  der  Symbole  <■>„,  ff,  und  f„;  dann  ist  nach  11a) 
und  11b)  (pag.  281,  282}:  __ 

F  =  4  t,  Tni\nJ^- 
r r__  " 

—        IB.  +  BJP 

Die  eben  angeführten  Formelsysteme  werden  zur  Anwendung  gelangen ,  wenn  über 
die  Bahnelemente  des  Kometen  nichts  näheres  bekannt  ist:  sind  aber  Näherungen 
vorhanden,  so  wird  man  aus  denselben  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  ableiten 
und  sich  der  strengen  Formeln  10}  (pag.  277)  zur  Bestimmung  von  m  und  M  be- 
dienen. Wendet  man  die  Olbers'sche  Methode  an,  so  wird  man  (vergl.  4)  und  6) 
P*)?-  275): 

=  irm«n%,  -^jR    in,j       j ,H)+RrnSin(L,„~L„))  -r-. 
If.nn(r„ — ■>,)  v  '  l  'I  »inl 

p,„—  f>„)    ain  ß,  cotg  J—  «in  %  —  4.1  Co«  ß, 
<"« —  "1)    "  »in!*,,,— f;,}<"nß,.,— 8inj*,„cotg  J  '■ 


"'  I  ain  !*„,—  L„)  c«  ß,„—  sin  ß,„  eotgJ 

Jf«>*g^  '  "       ' 

Oppolier,  Bf 
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haben  und,  da  in  diesen  Fällen  eine  Näherung  für'  q,  ,  welche  mit  lo.)  bezeichnet 
werden  soll ,  bekannt  sein  wird  und  m  erster  Ordnung  ist ,  ohne  die  Convergenl 
in  Frage  zu  stellen,  setzen  dürfen: 

(*)  =  H  +  j 

t.  =  <*)»., 

mit  welchem  verbesserten  Werthe  von  (M)  die  Rechnung  zu  wiederholen  sein  wird. 
Ist  man  aber  durch  die  Umstände  genöthigt,  sich  der  für  den  Ausnahmsfall  gelten- 
den Methode  zu  bedienen,  so  wird  man  mit  Benützung  der  vorhandenen  Näherun- 
gen setzen: 


f.) 
cotgJ—  Binli,  —  IT)  eotß, 


n  [l,„  —  II)  eoaß,,,  —  nnß,„co\gJ 


M    =  *•■»'»"("»>  — «»1 .    »inftcotg/—  Binli,  —  J7)co»ft  J,     23) 

'*  f    lljl'v       .  f.1  min  !i  T7\  AU«        mir»  t       «AImT 

«.  =  (*)«„ 

und  auch  in  diesem  Falle  die  so  bequeme  Olbers'sche,  zwischen  den  beiden 
geozentrischen  Distanzen  bestehende  Relation  erreichen.  Die  Berechnung  der  For- 
meln 21)  und  23)  gestaltet  sich  bei  der  tatsächlichen  Anwendung  sehr  einfach,  da 

die  Ausdrücke :  .  _        .     . 

Bin/9,cotg(/  —  Bin(Ä,  —  ü)  coap,     =  Z 

sin(iw  —  JIjcos/J,,,  —  änßmeotgJ^  JV, 
meist  aus  vorhergehenden  Rechnungen  bekannt  sind. 


4.  Losung  des  Problems  durch  Einführung  der  Enler'schen  Gleichung. 

Im  zweiten  Kapitel  ist  durch  die  Gleichungen  1),  2)  und  3)  (pag-  277  ff.)  die 
Lösung  des  Problems  in  seinen  Grundzügen  aufgestellt.  Es  handelt  sich  nunmehr 
darum,  die  daselbst  aufgeführten  Ausdrücke  für  die  Rechnung  möglichst  bequem 
zurecht  zu  legen;  diese  muss  aber  in  etwas  abgeänderter  Form  vorgenommen  werden, 
je  nachdem  man  sich  der  Olbers'schen  Methode  bedient  oder  die  Wahl  des  grössten 
Kreises  möglichst  günstig  trifft ;  es  sollen  demnach  die  Rechnungsvorschriften  nach 
den  Methoden  gesondert  vorgenommen  werden. 

a.  Der  grSute  Kreis  geht  durch  den  mittleren  Kometen-  und  Sonnen-Ort. 
(Olbers'  Methode.] 
Für  die  Olbers'sche  Methode  (vergl.  Gleichung  3)  und  4)  pag.  283)  besteht 
zwischen  den  geocentrischen  Distanzen  die  Relation: 

Qm  =  Mo„  1) 

wobei  M  als  constanter  Factor  betrachtet  werden   kann.     Um   nun  r,  und  r,„   aus 
den  Gleichungen  1]  und  2)  (pag.  277,   278}  zu  bestimmen,   quadrirt  man  zuerst  die 
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ersten  drei  Gleichungen  in  i)  und  bildet  deren  Summe,  dann  operirt  man  ähnlich 
mit  den  drei  letzten  Gleichungen  und  erhält  so  ohne  Schwierigkeit: 
r,s  =  0,»  —  2  $,  R,  cos  ß,  co«  (jl,  —  L, )  -+-  R?     1 
rj  =  q,^  —  zQl„RMoosß,„cos[X„l  —  L,„)  +  RJ.  /        *' 
Setzt  man: 

cos</>,  =  cos /7,  cos  (A, —  L,)  coaip„,  =  cos  |8,„  cos  (A,„  —  L,„)  | 

cos  P,  sin  tp,  =  cos  ß,  sin  (A,  —  L,)      co«  PF„  sin  tpm  =  cos  jS,„  sin  (X,„  —  £,„)  >     3) 
sin P, sin  1//,  =  sin//,  sin  P,w  sin  i/v  =  sin/S„„  I 

so  wird  man  stets  in  der  Lage  sein,  cmip,,  sinii»,,  cos  i/iw  und  sin  1/»,,,  mit  Sicherheit 
zu  bestimmen  ;  man  kann  übrigens  an  die  Bogen  ip,  und  \p„,  die  Bedingung  knüpfen, 
dass  dieselben  kleiner  als  1800  angenommen  werden  sollen,  wodurch  die  Sinus  dieser 
Bogen  immer  positiv  werden.  Der  Bogen  P,  und  P„  bedarf  man  in  der  weiteren 
Entwicklung  nicht;  es  wird  daher  in  jenen  Fällen,  in  welchen  sin^>  mit  aus- 
reichender Genauigkeit  aus  tue  ip  bestimmt  werden  kann,  die  Ermittlung  der  ersten 
beiden  Gleichungen  in  3)  allein  nothwendig  sein,  zur  Controle  mag  jedoch  auch 
dann  das  vollständige  Gleichungssystem  dienen.  Die  Berechtigung  des  oben  hin- 
geschriebenen Gleichungssy stems  erhellt  sofort,  wenn  man  die  drei  Gleichungen 
quadrirt  und  addirt.     Jenen  in  2}  kann  man  nunmehr  die  Form  ertheilen: 


r,  =  V[q,  —  R,  cos  V,)1  +  R?  sin  ip?  r,„  =  V{p„,  —  .R,„  cos  (//,„)*  +  2Z,„S  sin  uv„,i, 

oder  auch  mit  ßüeksicht  auf  1) : 

r„,  =  V{Mq,  —  -B«  cos  !//„,)'  +  jy™^». 
Setzt  man  also :  _ 

*„/)  _e>-—  -».«»»,  .    fl         g'  ~  \      Jf      /  . 

*«*'=*  J^iln»,     '  tgg"  =  — p7'i»v-\     '  4) 

so  wird:  V      M      ' 

r,  =  R,  sin  ip,  eec  Ö„                      rm  =  R„,  sin  i/>„,  sec  9,„ ,  | 

oder:  l     5) 

r'  =  (p<  —  R,coBip,)co8&:8„        rm  =  M[q, ^r r-)coseclgw.l 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  4)  und  5)  wird  man  ohne  Schwierigkeit  zu  jedem  be- 
liebigen Werthe  von  g,  die  zugehörigen  Werthe  von  r,  und  r,„  ermitteln  können. 
Um  nach  2)  (pag.  278)  auch  die  Sehne  «  zu  berechnen,  wird  man  zunächst  die 
heliocentrischen  Coordinaten  des  Kometen  durch  die  geocentrischen  Coordinaten 
desselben  und  der  Sonne  (vergl.  pag.  271)  ersetzen  und  erhalten: 
*i=  (*„  —  *,)»  +  (y„,  —  y,)i  4-  [s„  —  *,)» 

'  =  {(£.  -  £}  -  (X„  -  X,)}i  +  {(.j„,  -  r-,}  -  (Ym  -  J3Ji  +  (£„,  -  t)«. 
Führt  man  die  Hilfsgröasen : 

tfcosf  cos.fi"  =  £„  —  £,         ycosG  =  Xm  —  X, 
rfcos£sinH  =  ij,„  —  *?,  ysin  G=y;„~y,,   }        6) 

rfsin£  =  £„,  —  £, , 
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ein,  so  nimmt  der  Ausdruck  für  die  Sehne  die  Gestalt  an . 

s2  =  cP  +  g*  —  z dg cob t cos [O  -r-  H). 
Setzt  man  ähnlich  wie  früher: 

cosijp  =  costcos(G  —  H)    \ 
Bii\(pcosQ  =  cos  £  sin  (G —  £T)    \     7) 
eintjcsmü  =  sin£,  ] 

wobei  der  Bogen  Q  in  der  Folge  nicht  gebraucht  wird,  so  ist : 

s1  =  [d  —  geuatp)2  +  y^siuqp1.  8) 

Auf  den  ersten  Blick  scheint  die  Berechnung  der  in  den  ersten  drei  Gleichungen 
von  6)  enthaltenen  Hilfsgrossen  nicht  möglich,  weil  die  geocentrischen  Coordinaten 
des  Kometen  die  Unbekannten  y,  und  p,„  enthalten;  man  überzeugt  sich  aber  leicht, 
das.«  hierdurch  nur  die  Hüfsgrösse  d  becinflusst  wird,  denn  führt  man  in  die  an- 
gezeigten Gleichungen  die  polaren  Coordinaten  und  die  Relation  ■)  (pag.  290)  eis, 
so  resultirt  zunächst : 

d  cos  C  cos  H  =  Jfp.cos  X„,  cos  ß„,  —  £,  cos  iL,  cos  ß, 
dcoatainH  =  M^,»'m.X,„coaß„,  —  Q,sm?.,msß, 
i/sint  =  MQ,mnß„,  —  f>,einfi,. 
Setzt  man : 

d  =  q,h, 

und  zählt,  um  die  Rechnung  der  Hilfsgrössen  möglichst  zu  erleichtern,  alle  Längen 
von  einem  Punkte,  dessen  Länge  =  X,„  ist,  so  wird : 

ÄCOB^COSfÄ — A,„l   =  McOBß,„  —  COS  (An,  —  X.)  COS/tf,  \ 

k  cos  £  sin  (Zf  —  A„,j  =  sin  [X„,  —  l,)  cos  ß,  i     9) 

A  sint  =  Mamß,„  —  sin//,,  J 

in  welchen  Relationen  man  h  und  cos£  stets  positiv  annehmen  darf.  Der  Aus- 
druck 8)  verwandelt  sich  also  in: 

«2  =  (/,p(  —  geostp)2  +  s^siui/)1.  10) 

Die  Berechnung  von  g  und_G  in  6)  mit  Hilfe  der  polaren  Coordinaten  X  =  RcoeL, 
Y  =  IlulnL,  wird  sich  einfacher  gestalten,  wenn  man  die  Längen  von  einem  Punkte 
zählt,  dessen  Länge  =  L,  ist ;  dann  hat  man : 

S-cos  (G  —  L.)  =  -R„,cos  [L,„  —  L.)  —  R,  \ 
gmn.  [G  —  £,)  =  Ä„sin  [L„  -  L,),  j     "' 

in  welchen  Gleichungen  g  stets  positiv  zu  wählen  sein  wird. 

Es  sind  somit  r, ,  r,„  und  s  in  einfacher  Weise  als  Functionen  von  q,  dar- 
gestellt. Die  Substitution  dieser  Werthe  in  den  rechten  Theil  der  Euler'schen 
Gleichung:  ,  3, 

bk(t„,  -  t,)  =  (r,  +  rm  +  j)  h  -  (r,  +  r,„  —  t)  <*, 

wird  erkennen  lassen,  ob  für  q,  der  wahre  Werth  angenommen  wurde  oder  nicht: 
durch  entsprechende  Variation  der  Annahmen  wird  man ,   falls   der  wahre  Werth 
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noch  nicht  erlangt  ist ,  denselben  mittelst  Versuchen  zu  erhalten  trachten  und  sich 
hierbei  der  zweckmassigen  Umformung  bedienen,  welche  Encke  mit  der  Euler- 
sehen  Gleichung  (vergl.  12)  pag.  79]  vorgenommen  hat.  Die  Benutzung  dieser  Trans- 
formation wird  die  Rechnung  wesentlich  bequemer  gestalten.  Macht  man  nämlich 
eine  Annahme  über  (r,  +  r,„),   so  ist  nach  (pag.  80): 

**«M-t)       _      lüg2Ä  =  8.536  6ii4,  12) 

fr,  +  r,J 
und  die  Sehne  &  bestimmt  durch : 


wobei  (t  aus   der  Tafel  VII   mit   Hilfe   des  Argumentes  ij  entlehnt   werden   kann. 
Aus  der  Gleichung  10)  resultirt  dann  der  zugehörige  Werth  von  q,  nach: 


e-  = 


i  , 


[V*-j*im9i;         14) 


von  den  beiden  für  p,  geltenden  Werthen  wird  nur  der  dem  positiven  Vorzeichen 
der  Wurzel  entsprechende  anzunehmen  sein.  In  der  überwiegenden  Anzahl  der 
Fälle  wird  nur  dieses  Zeichen  auf  positive  Werthe  von  p,  hinführen;  ist  aber  cos<£> 
positiv  und  s  :  g  kleiner  als  die  Einheit,  was  bei  Kometen  nur  eintreten  kann, 
wenn  die  Entfernung  von  der  Sonne  grösser  als  2  ist ,  (vergl,  die  Gleichungen  von 
pag.  50),  so  sind  zwei  positive  Lösungen  vorhanden.  Daraus  hat  man  schliessen 
wollen ,  dass  in  diesen  Fällen  eine  doppelte  Lösung  des  Problems  möglich  sei ;  es 
wird  aber  später  das  Irrthümliche  dieser  Aunahme  aufgezeigt  werden,  indem  der 
Beweis  hergestellt  wird,  dass,  falls  mehr  als  eine  Lösung  möglich  ist,  bei  welcher  q, 
positiv  bleibt,  nothwendig  drei  derartige  Lösungen  vorhanden  sein  müssen;  es  wird 
daselbst  auch  erwiesen  werden,  dass  in  den  praktisch  nahezu  bedeutungslosen  Fällen, 
in  welchen  die  Gleichung  14)  eine  doppelte  positive  Lösung  zulässt,  stets  dos  positive 
Zeichen  der  Wurzel  gewählt  werden  muss.  Unter  dieser  Voraussetzung,  deren  Be- 
weis für  später  vorbehalten  bleibt,  kann  p,  und  »  leicht  mit  Hilfe  der  Formeln: 

cosff-*-^ 

P»  =  j[  sin  (p  tg  ff  +  -9,  cos  1 

berechnet  werden,  in  welch'  letzterem  Ausdrucke,  der  gemachten  Behauptung  ge- 
mäss, tgff  stets  das  Zeichen  von  cos  ff  erhält.  Aus  q,  können  mit  Hilfe  der  For- 
meln 4)  und  5)  (pag.  291)  ohne  Schwierigkeit  die  Werthe  von  r,  und  r„,  gefunden 
werden ,  deren  Summe  dann  mit  der  anfänglichen  Annahme  über  r,  +  r„  überein- 
stimmen muss,  wofern  diese  dem  wahren  Werth  entsprach.  Ist  die  Übereinstimmung 
nicht  erreicht,  so  wird  eine  zweckmässig  geleitete  Variation  der  Annahmen  in  Ver- 
bindung mit  einem  entsprechenden  Interptflations  verfahren  leicht  das  Ziel  erreichen 
lassen.  Der  Auseinandersetzung  dieses  Verfahrens  soll  noch  die  übersichtliche 
Zusammenstellung  der  zusammengehörigen  Formeln  vorangehen,  in  welchen  jene 
Coefßcienten ,   die  für  einen   speciellen  Fall  constant  sind,    durch  besondere  Buch- 
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staben  bezeichnet  werden;  die  Vergleichung  der  Formeln  4),  5)  (pag.  291),  12),   13) 

und  15)   (pag.  293)  mit  den  folgenden: 

t  =  zk{tm—'  t,}  log2&  =  8-536  611 — 10       I 

,,          o  si                                                  ,         o  «in  od 
r  =  ■•     n.(f>  A  =  z * 

B,  =  B,.mV,  B.=  ^!p*  "6) 

/_««*-.$«■.,      ,._&-&_£„,,,] 

wird  die  Entstehung  dieser  erkennen  lassen ;  dann  ist  für  jede  Annahme  über  [r,  -\-  r,„) 
zu  rechnen: 

n  =         '  -j,  n  als  Argument  für  fi  (Tafel  VII) 

(r,  +  r,J 

c«*  =  ^;+^  j-  =  rtg* 

tg#  erhält  stets  das  Zeichen  von  cos*  l1> 

*•— ^  •»«-- S*- 

f,  =  ü.secd,  r,„  =  Jt,uamip„*ecd„. 

Es  soll  nun  gezeigt  werden ,  in  welcher  Weise  man  die  versuchsweise  Auf- 
lösung des  Gleichungssystems  17)  durchzuführen  hat,  um  das  vorgesteckte  Ziel  rasch 
zu  erreichen.  Der  Umstand,  dass  die  Kometen  meist  in  der  Erdnähe  aufgefunden 
werden,  lasst  für  (r,  +  >»,) : 

xt  =  log(r,  +  r,„)  =  0-301030,  18) 

als  NaMierungswerth  der  Unbekannten  x  erscheinen.  Nach  Durchrechnung  des  For- 
melsystems 17)  wird  man,  da  im  Allgemeinen  der  wahre  Werth  von  x  vor  dem 
Beginn  der  Versuche  nicht  bekannt  ist,  einen  Werth  für  log  (r,  -f-  r„,)  finden,  der 
mit  yx  bezeichnet  werden  soll.  Der  wahre  Werth  von  x  wird  meist  zwischen  den 
Grenzen  0-0  und  0-6  eingeschlossen  sein,  weshalb  die  Anwendung  von  Differential- 
ausdrücken zur  Bestimmung  der  Verbesserung  der  gemachten  Annahmen  über  x 
nach  Durchführung  des  ersten  Versuches  ein  der  Wahrheit  so  nahe  kommendes 
Resultat  für  den  zweiten  Versuch  erreichen  lassen  wird,  dass  die  auf  Grundlage 
dieses  letzteren  berechneten  Differentialausdrücke  die  Versuche  zum  Abschlüsse 
bringen.  Nimmt  man  also  an,  dass  man  mit  dem  linearen  Verhältnis  ausreicht, 
so  wird,  wenn  mit  dzx  die  erforderliche  Änderung  von  x\  bezeichnet  wird,  um  den 
Endwerth  yx  +  dyx ,  mit  dem  Ausgangswerthe  in  Übereinstimmung  zu  bringen : 

xx  +  dxx=  y,   ■+-  dyx ,  | 
ku  setzen  sein,  oder:  >  19) 

y,  —  *,  =  dxx—  dyx ,  | 

wobei  dyx  die  durch  dxt  im  Endwerthe  bedingte  Änderung  vorstellt.  Bezeichnet 
man  den  zu  xx  gehörenden  Werth  von  {r,  +  r,„)  als  Anfangswerth  mit  (r,  +  r,„)ol 
jenen  von  yx  als  Endwerth  mit  (r,  +  r„Je,  so  ist: 

dt,  =  Mod.  J "•'+,'•-'•  d{,.  +  r„).  =  „^  ix, 

ü,,  =  Mod.  ih+ak         dl,,  +  rJ.  =  «*.  «■„,. 
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Die  Differentiation  der  Euler'schen  Gleichung  (vergl.  5)  pag.  77)  nach  (r,  +  r,j 
und  3  ergibt  mit  alleiniger  Berücksichtigung  des  oberen  Zeichens : 

o  =  (r,  +  rm  +  #)'*  d(r,  +  r„  +  «}  —  (r,  4-  r,„  -  »)l/*  <*(r,  -1-  rv-  *), 
(fr,  +  r„,  +  »  +  W,  +  r,„  —  a)  de  =  —  (Vr,  +  rw  +  1  —  Vr,  +  r,„  —  «}  rf(r,  %  r„), 
und  nach  Einführung  des  Hilfswinkels  y  (vergl.  pag.  77),  durch: 

siny  =  —3^-  —  Vt  21) 

wird:  ^ 

<*»  =  ~  tgiyrf (r,  +  r„,)a  =  —  tgjy  ^  (fr,.  22) 

Bei  ersten  Bahnbestimmungen  wird  y  in  der  Regel  ein  kleiner  Rogen  sein,  zur 
Berechnung  von  tgjy  also  die  Form: 

tgjy  =  — ■■■■<   i  , 

mit  Vortheil  angewendet  werden  können,  für  welchen  Ausdruck,  wenn  ij  klein  ist, 
auch  {tjU  mit  genügender  Annäherung  geschrieben  werden  darf. 

Die  Differentiation  von  10)  (pag.  292)  ergibt  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen 
15)  (pag-  293):  ,di  =  [kQ,  —  ffCMff)hde,  =  Ä«sin*rfp„ 

sonach  mit  Benützung  von  22): 

*--{&•■&*•  >d 

Aus  der  Differentiation  der  Gleichungen  2)  (pag.  291)  resultirt  nach  Einführung  der 
Winkel  if/,  und  t//„,  und  der  in  4)  (pag.  291)  aufgestellten  Hilfswinkel: 
r,dr,  =  (p, —  R,coBtp,}dQ,  =  R,Bnip,tg6,df>, 

r„,dr,„  =  M{Mq,  —  R,„cmijjM)d^,  =  MR,„nmi!',„t%d,„dt>,. 

welche  Ausdrücke,    mit    den   ersten   Relationen   in    5]    (pag.   291)    verbunden,    die 

Gestalt;  ... 

or,   =  smfl.rfp,         j 

drH,  =  Msm$mdt},,\     *4' 
.  annehmen.     Es  ist  daher: 

d{r,  +  r„)e=  (sin6\  +  Mmxxd,„)dQ,  =  —  (sinfl,  +  JtfsinO«,)  ~M^- ^j-tfr, , 

oder  wegen:  ,o*,     , 

Ä('.  +  '-).  =  M5i:*" 

auch : 

*,,  -  -  («in»,  +  JTri.«.)  £j£  ■  -i£-<fc,  ,  25) 

wobei  offenbar: 

lo«io*r=  «i— rn 

zu  setzen  sein  wird.  Führt  man  nun  die  Relation  25)  in  19)  ein,  so  wird  die  an 
x,  anzubringende  Verbesserung  (fr,  ohne  Schwierigkeit  gefunden  werden;  ist  der  so 
verbesserte  Werth  von  x,  mit  x%  bezeichnet,  so  hat  man  zu  dessen  Bestimmung  die 
Gleich.»^:  „1  =  ,  +  (8in9,  +  Jf8in9_1aiX.;o,]| 
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Mit  dem  Werthe  von  x2  wird  die  Berechnung  de»  Gleichungssystems  1 7}  zu  wieder- 
holen sein ;  die  Durchführung  ergibt  y2  *k  Endwerth  von  log  (r,  -+-  rm) ,  die  An- 
wendung von  26)  als  neue  Näherung: 

welche  meist  schon  als  Endwerth  betrachtet  werden  darf.  Sind  die  Versuche  be- 
endet, so  rechnet  man  mit  den  Zahlen  des  letzten  Versuches: 

e,  =rtg#+|coso;     I 

V„=M9l.  | 

Bei  der  Ermittlung  von  ersten  parabolischen  Elementen  wird  gewöhnlich  die 
Planeten -Aherration  nicht  in  Rechnung  gezogen;  man  kann  jedoch  dieselbe  der 
Hauptsache  nach  sofort  hei  den  eben  beschriebenen  Versuchen  berücksichtigen. 
Zunächst  wird  man  beachten,  dass  die  Planeten  aherration  die  richtige  Bestimmung 
vom  M  nicht  wesentlich  in  Frage  stellt ,  jedenfalls  wird  der  aus  der  Vernachlässi- 
gung derselben  entstehende  Fehler  gegen  den  Kinfluss  der  vernachlässigten  Glieder 
höherer  Ordnung  nahezu  verschwindend  klein  sein.  Sind  nämlich  t„  t„  und  t,„  die 
den  drei  Beobachtungen  entsprechenden  Zeitangaben,  so  hätte  man  dieselben  bei 
Anwendung  der  für  diese  Zwecke  vorteilhaften  dritten  Methode  der  Berücksich- 
tigung der  Planeten  aherration  (pag.  123)  um  die  Beträge: 

—  498*65  ff,    =   —Uff, 

—  498-65  ff„  =  —  aff„ 

—  498-65  $,„=  —  off,,, 

zu  verbessern ;  lässt  man  für  ff  eine  Entwicklung  nach  Potenzen  der  Zeit  gelten, 
so  wird  sein: 

f.  =  ».-*(t,-  <.)  +  !§? «.-«.)' 

f.- «.  +  -£(«.-« +  i^fc-  «'+■■■■ 

und  man  hat,  sich  auf  die  Glieder  erster  Ordnung  beschränkend,  für  das  in  M  auf- 
tretende Verhältnis  der  Zwischenzeiten : 

£  _  *„,-<„- a(g,„-g„)  _  it'"~f"){'~"  dt"]  __  t,„-J„ 
,,„         %r-*— ta--»J  ,„_,,,{,_„<<>}         <--'.' 

welcher  Ausdruck  lehrt,  dass  in  der  That  der  Kinfluss  der  Planetenaherration  auf 
die  Bestimmung  von  M  verschwindet,  sobald  man  sich  auf  die  Glieder  ersteT  Ord- 
nung beschränkt. 

Die  Zwischenzeit  [t,„ —  t,)  tritt  aber  in  den  Ausdrücken  für  t  und  A  (verjrl. 
16)  pag.  294)  auf  und  in  diesen  werden  die  Glieder  ersteT  Ordnung  hervortreten: 
man  hätte  zu  setzen: 
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der  briggische  Logarithmus  von  (t,„ —  t.)  ist  demnach  um  den  Betrag: 

■ Mod-  st-ts  «■■ 

zu  vermindern.    Drückt  man,  wie  dies  gewöhnlich  geschieht,  ((,„ —  (,)  in  Einheiten 

des  mittleren  Sonnentages  aus,  so  wird  der  constante  Logarithmus  von  a  Mod.  den 

Werth: 

7.39007  —  10, 

annehmen.  Wird  daher  der  in  einem  speziellen  Falle  constante  Factor  durch: 

,  =  («Mod.)^    I     8) 
log  a  Mod.  =  7-39907  —  10,     | 

bezeichnet,  so  hat  man  in  dem  Formelsysteme  17)  (pag.  294)  statt  log  %  und  log  A 
anzuwenden : 

log  1  —  xq,,       und:       log  .4  +  *?»!  29] 

zur  Berechnung  dieser  Beträge  kann  man  sich  des  Werthes:  9,=  J"  tg  #  -j- v  cos  9D 
(vergl.  27)  pag.  206)  bedienen,   wenn  man  den  Logarithmus  um  den  Betrag: 

"■«*-- ÄS  TT*».  3°) 

corrigirt,  wobei  dxx  die  an  den  Werth  von  xl  angebrachte  Verbesserung  darstellt. 
Man  wird  die  Berechnung  dieser  Correction  zweckmassig  an  die  Bestimmung  des 
Factors  n  (vergl.  26)  pag.  295)  anschliessen  und,  weil  sie  wegen  des  kleinen  Factors  x 
nie  sehr  bedeutend  ist,  meist  schon  nach  dem  ersten  Versuche  so  genau  finden, 
dass  eine  weitere  Verbesserung  überflüssig  wird. 

Ist  der  heliocentrische  Bogen,  den  der  Komet  zwischen  der  ersten  und  drit- 
ten Beobachtung  beschrieben  hat,  sehr  gross,  so  kann  der  Werth  von  ij  die  Grenzen 
der  /(-Tafel  VII  überschreiten;  dann  wird  der  pag.  293  beschriebene  Rechnung»- 
mechanismus  nicht  anwendbar.  Bei  ersten  Bahnbestimmungen  wird  übrigens  von 
der  gleich  zu  erwähnenden  Abänderung  niemals  Gebrauch  gemacht  werden,  da  bei 
sehr  grossen  heliozentrischen  Bogen  für  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  durch 
die  Zwischenzeiten  keine  hinreichende  Annäherung  erreicht  werden  kann,  also  für 
den  in  Betracht  gezogenen  Fall  vorausgesetzt  werden  muss,  dass  bereits  Näherun- 
gen für  die  Elemente  bekannt  seien.  In  diesem  Falle  wird  es  auch  nicht  nöthig 
sein,  von  der  Encke'schen  Transformation  der  Euler'schen  Gleichung  Gebrauch 
zu  machen;  man  wird  im  Falle  bekannter  Elemente  mit  einem  Näherungswerthe 
der  geozentrischen  Distanz  q,  nach  den  Formeln: 

* ""  =  u'r,X7*~        '•  -  ■B-™  *-■«  *- 

p, jOOtlfl 

tg  &  =   — — s    =  gauMpeecd, 
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die  Radienvectoren  und  die  Sehne  berechnen  und  durch  Einsetzen   in  die  Euler- 
sehe  GJeichung  (vergl.  Gleichung  5)  pag.  77)  erkennen,  ob  der  Bedingung. 
6k{t,„—  fj  =  [r,  +  fw+  »)V*  =F  (r,  +  r,„—  *)3/i , 

genügt  wird ;  in  dieser  Formel  hat  das  obere  Zeichen  Giltigkeit ,  wenn  die  helio- 
centrische  Bewegung  kleiner,  das  untere,  wenn  sie  grösser  ist  als  180".  Der  Unter- 
schied d  im  Logarithmus  von  bk[t„. —  t,)  im  Sinne:  wahrer  Werth  —  berechneter 
Werth,  wird  leicht  auf  differentiellem  Wege  die  für  <>,  nöthige  Correction  finden  lassen. 
Es  ist  mit  Benützung  der  oben  entwickelten  differentiellen  Verhältnisse  (vergl.  auch 
Band  II,  pag.  491) : 

-^  =  fr,  +  r,„+  s)  Vi  (sin  ö,  +  M  sin  9m+  Äsin#)  zp 

q=  (n4-  r,„—  s)Vi(sinÖ,+  MainO,,,—  Asin#), 

in  welcher  Formel  wieder  das  obere  Zeichen  für  heliocentrische  Bewegungen  gilt, 
die  kleiner,  das  untere  für  solche,  die  grösser  als  1800  sind;  die  Correction  von  ß, 
ist  dann  bestimmt  durch: 

Man  wird  übrigens  selten  Veranlassung  haben ,  das  eben  auseinandergesetzte  Ver- 
fahren zut  Auflösung  der  Euler'schen  Gleichung  zu  verwenden,  da  die  in  dem 
vorliegenden  Werke  enthaltene  /(-Tafel  bis  zum  Argumente  ij  =  o-8  vorschreitet. 
Sind  die  früher  beschriebenen  Versuche  beendet  und  £,,  £,„  (vergl.  27)  pag.  296) 
ermittelt ,  so  werden  in  den  folgenden  Rechnungen  t,  und  t„,  beziehungsweise  um 
die  Beträge: 

—  (7-76128—10)  {>,  und  —  (7-76128— 10)  q,„,  31) 

welche  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  angesetzt  und  in  welchen  die  Coef- 
ficienten  logarithmisch  zu  verstehen  sind,  zu  verbessern  sein,  falls  nicht  die  Aber- 
ration schon  anderweitig  berücksichtigt  worden  ist.  Aus  p,  und  p,„  leitet  man  mit 
Hilfe  der  Formel  4)  (pag.  21)  die  Badienvectoren  r,,  r,„,  die  hcliocentrischen  Län- 
gen /,,  l,„  und  die  heliocen  tri  sehen  Bretten  b„  b,„  ab,  für  deren  Richtigkeit  als  Prüfung 
gilt,  dass  die  gefundenen  Werthe  von  r,,  r„,  mit  den  im  letzten  Versuche  ermittelten 
Werthen  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  stimmen  müssen.  Aus  diesen 
Grössen  findet  man  nach  1)  (pag.  102)  den  Knoten  Q  und  die  Neigung  i,  nach  3) 
(pag.  102)  die  Argumente  der  Breite  u,  und  «,„,  wobei  man  die  Prüfungsgleichung  7) 
(pag.  103)  verwenden  wird.  Hierauf  bestimmt  man  nach  42)  (pag.  109)  t>,  und  q, 
nach  41)  (pag.  109)  die  Perihelzeit,  für  welche  sich  zwei  Werthe  ergeben,  die  inner- 
halb der  Unsicherheit  der  Rechnung  übereinstimmen  müssen ;  hat  man  bei  den  Ver- 
suchen auf  die  Planetenaberration  Rücksicht  genommen ,  so  sind  für  t,  und  tm  die 
nach  31)   (pag.  298)  bestimmten  Werthe  in  Rechnung  zu  ziehen. 

Zur  Prüfung  der  Beobachtungen  und  der  erlangten  Elemente  wird  man  die 
Darstellung  der  mittleren  Beobachtung  unter  Benützung  der  Relationen  7)  (pag.  22) 
berechnen  und  daraus  X,.°  und  ß"  ableiten ;  hierbei  wird,  falls  die  Planetenaberration 
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bei  den  Versuchen  berücksichtigt  wurde ,  zur  Ermittlung  der  wahren  Anomalie  v0 
statt  der  Zeit  t„  der  Werth  : 

^—(7-76128-10)^, 

anzuwenden  und  für  den  unbekannten  Werth  von  g„  mit  einer  bei  ersten  Bahn- 
bestimmungen hinreichenden  Näherung : 

«"=»'{'+<*-')cäf}'  32) 

zu  setzen  sein.  Mit  den  so  erhaltenen  Werthen  von  Ä„°und  ß„°  berechnet  man  (vgl.  1) 
nag.  282)  den  Ausdruck:  .    .  „ 

"B  tgA,°        ' 

stimmt  dieser  Werth  von  cotg  J°  mit  dem  Werthe  von : 

*  tgft,       » 

überein,  so  war  die  Ersetzung  der  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  durch  die  Zwischen- 
zeiten hinreichend  genau,  im  gegentheiligen  Falle  wird  daraus  geschlossen  werden 
dürfen,  dass  diese  Näherung  einer  wesentlichen  Verbesserung  fähig  sei.  Ist  man 
aber  zu  der  Annahme  berechtigt,  dass  die  für  die  Bestimmung  von  M  eingeführten 
Werthe  zu  wenig  genau  sind,  so  wird  man  keineswegs  die  Rechnung  bis  zur  Dar- 
stellung der  mittleren  Beobachtung  fuhren ,  sondern  gleich  nach  Beendigung  der 
Versuche  aus  den  Radienvectoren  r, ,  r,„  und  der  Sehne  *,  welche  leicht  aus : 


Vr.+r,„ 
zu  erhalten  ist,  die  Differenz  der  wahren  Anomalien  nach: 
2  =  i(r,-|-  rm+s), 


sin  i(«,„— «,)  =  y[— 


tgiK-W,)=|/^-g'f-' 
ableiten,  hierauf  nach  den  Formeln  (vergl.  pag.  109): 


33) 


34) 


d?»»l«. 


_  cotgi(»,„-  w, )        cogecj;»,,,—  «,) 


f  ,      yr'  Vr'"  35) 

-7=COSic,  =  -r=  , 

die  wahre  Anomalie  o,  ermitteln  und  die  Perihelzeit  aus  dieser,  sowie  zur  Controle 
aus  v,„=  t>,  -+-  («,„ —  «,)  nach: 

T  =  t.  —  M,ql*  =  t,„—  JCyVz ,  36) 

aufsuchen ;  aus  T  in  Verbindung  mit  q  lässt  sich  sofort  für  die  Zeit  der  mittleren 
Beobachtung  r„  und  v„  bestimmen.  Man  erreicht  somit  alle  Angaben,  nämlich  r„  r„, 
r,„,  v,,  »„,  c„„  deren  man  bedarf,  um  nach  den  strengen  Ausdrücken  (vergl.  23), 
pag.  290)  die  Werthe  für  m  und  M  zu  berechnen,  und  mit  Hilfe  dieser  den  ge- 
naueren Werth  für  M,  nämlich  (M),    welcher  der  zweiten  Annäherung  zu  Grunde 
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gelägt  werden  kann.  Die  Benützung  der  angegebenen  Formeln  zur  Erreichung  der 
weiteren  Annäherungen  erscheint  kürzer  als  die  sonst  in  Vorschlag  gebrachte  Me- 
thode: die  für  die  Verbesserung  von  M  nöthigen  Zahlen  durch  Auflösung  zweier 
cubischer  Gleichungen  zu  erhalten. 

Sollte  die  nicht  genügende  Genauigkeit  in  der  Annahme  über  M  erst  bei  der 
Darstellung  des  mittleren  Ortes  erkannt  worden  sein,  so  wird  man  schon  im  Besitze 
der  für  die  Berechnung  des  Werthes  von  (M)  nöthigen  Angaben  (r,,  r„,  r,„,  v,,  v„,  u„) 
sein;  man  kann  aber  auch  M  willkürlich  variiren,  wobei  eine  von  Carlini  gemachte 
Bemerkung  bisweilen  von  Nutzen  ist.  Man  wird  nämlich,  ohne  den  genaueren  Werth 
der  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  selbst  zu  berechnen,  für  die  Bestimmung  von  M 
einen  Werth  von  cotg  /'  anwenden ,  welcher  um  eben  so  viel ,  aber  im  entgegen- 
gesetzten Sinne ,  von  dem  aus  den  Beobachtungen  abgeleiteten  Werthe  cotg  /  ab- 
weicht, als  sich  cotg  J°  von  cotg  /  unterscheidet,  also  : 

cotg  /'  =  cotg  J+  (cotg / — cotg  J°)  =  2  cotg/ — cotg/°.     37) 

Der  Carlini'sche  Kunstgriff  erklärt  sich  aus  der  Betrachtung,  dass  der  Unter- 
schied (cotg/  —  cotg,/0),  welcher  in  Folge  der  für  die  Verhältnisse  der  Dreiecks- 
flächen eingeführten  Annäherungen  auftritt,  alle  Elemente,  die  sich  wenig  von  den 
erhaltenen  unterscheiden,  in  demselben  Masse  ändern  wird;  setzt  man  daher  cotg/' 
in  die   Rechnung   ein,   so  wird   der   durch   die  Elemente  erhaltene  Endwerth   sehr 

nahe: 

cotg  T  +  {cotg/0  —  cotg/)  =  cotg/, 

sein,  und  der  mittlere  aus  den  Elementen  gerechnete  Kometenort  der  gestellten 
Forderung,  dass  derselbe  in  dem  gewählten  grössten  Kreise  liege,  genügen. 

Hat  man  den  Werth  von  M  nach  einer  der  angeführten  Methoden  variirt, 
so  wird  die  Bestimmung  der  Elemente  und  die  aus  denselben  resultirende  Dar- 
stellung des  mittleren  Ortes  nochmals  vorgenommen  und  so  in  empirischer  Weise 
der  Differentialquotient  zwischen  einer  Änderung  von  M  und  den  geocentrischen 
Coordinaten  X„  und  ß„  erhalten.  Bezeichne't  man  den  Werth  von  M,  welcher  der 
ersten  Annahme  zu  Grunde  gelegt  war,  mit  M0  und  die  Fehler,  welche  das  hieraus 
abgeleitete  Elementensystem  in  der  mittleren  Beobachtung  zurückliess ,  im  Sinne : 
Beobachtung-Rechnung,  mit  dl„  und  dß„,  den  zweiten  Werth  von  M  mit  My  und 
die  analogen  Fehler  mit  JX„  und  dß,„  so  bestehen  für  die  Bestimmung  des  wahren 
Werthes  von  M  =  Ma  +  (Hft  —  M^jx,  alle  Änderungen  als  linear  vorausgesetzt,  die 
Bedingungsgleichungen : 

dK=[dK-M„)x 

dß„=  [dß„-~Jß„)x,  3  ' 

wobei  x  offenbar  in  Einheiten  der  Differenz  M,  —  Ma  angesetzt  erscheint.  Beiden 
Bedingungsgleichungen  wird  man  im  Allgemeinen  nicht  gleichzeitig  geniigen  können, 
da  für  die  Bestimmung  einer  Unbekannten  zwei  Gleichungen  vorliegen,  deren 
Grundlagen  den  Beobachtungen   entnommen  werden   müssen.     Weil  die  Fehler  in 
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Länge  durch  die  Multiplication  mit  cos/S,,  auf  den  grössten  Kreis  reducirt  werden, 
so  gibt  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zur  Bestimmung  des  wahrscheinlichsten 
Werthea  von  x  und  M  die  Relationen : 

dX„  [dl„  —  JX„)  cotft,«  +  dß„  (jft,  —  Jß„)   | 

Wn  -  ^j'CO.A,«  +  &?„-  JßH)*         l      39) 
M=  Jf„+  m—  JfJ«;  I 

der  so  erhaltene  Werth  von  jtf  wird  in  der  mittleren  Beobachtung  die  Fehler : 
dl,,  —  [dl,,  —  Jl„)  x  in  Länge     1 
dß„  —  [dß„  —  Jß„)x  in  Breite,  (    4°' 

übrig  lassen,  so  lange  die  auftretenden  Änderungen  als  difTerentieller  Natur  be- 
zeichnet werden  dürfen.  Um  nun  die  dem  neuen  Wertlie  von  M  entsprechenden 
Elemente  zu  erhalten,  kann  man  entweder,  was  das  empfehlenswertheste  ist,  aus 
demselben  nach  den  angeführten  Methoden  die  Elemente  ableiten,  oder  man  inter- 
polirt  das  neue  System  nach  den  vorhandenen  Werthen  mittelst  der  Formel : 

E=E0+[E,~E0)x,  4i) 

wobei  E0  und  Et  die  zu  M0  und  M,  gehörenden  Elementensysteme  vorstellen.  Das 
letztere ,  an  sich  kürzere  Verfahren  wird  aber,  wenn  die  Zwischenzeiten,  wie  dies 
hier  vorausgesetzt  ist,  klein  sind,  nicht  mit  Sicherheit  zum  Ziele  führen,  da  kleine 
Änderungen  von  3f  [vergl.  die  Ausdrücke  5)  pag.  279)  und  10)  pag.  280]  grosse 
Änderungen  in  den  Elementen  bedingen,  also  für  die  letzteren  das  lineare  Verhältnis 
nicht  mit  ausreichender  Genauigkeit  vorausgesetzt  werden  kann. 

Ist  die  in  M  erforderliche  Änderung  gering,  so  wird  die  Neurechnung  der 
Hilfsgrässen  und  die  Auflösung  der  Euler'schen  Gleichung  umgangen  werden 
können,  indem  man  die  durch  die  Variation  von  M  in  der  geocenträchen  Distanz 
q,  bedingte  Änderung  auf  differentiellem  Wege  ermittelt  und  mit  dem  so  erhaltenen 
Werthe  von  p,  die  Berechnung  der  Elemente  und  die  Darstellung  des  mittleren 
Ortes  durchführt.  Das  differentielle  Verhältnis  aber  zur  Bestimmung  der  Verbesse- 
rung der  Elemente  zu  verwerthen,  wird  sich  im  Allgemeinen  nicht  empfehlen,  denn 
die  Änderungen  von  q,  werden  nach  den  oben  gemachten  Auseinandersetzungen 
verhältnismassig  gross,  weil  der  Differentialquotient  dq,  .-  dM  die  Zwischenzeit  als 
Factor  im  Nenner  enthält.  Es  können  daher  die  in  den  differentiellen  Verhältnissen 
vernachlässigten  Glieder  zweiter  Ordnung  in  dq,  und  in  den  auf  differentiellem  Wege 
ermittelten  Elementen  leicht  hervortreten,  die  dadurch  in  q,  begangenen  Fehler 
aber  werden  bei  kleinen  Zwischenzeiten  die  Darstellung  der  Orte,  auf  die  es 
schliesslich  ankommt,  nicht  so  nachtheilig  beeinflussen,  da  dieselben  durch  die 
Protection  auf  die  Himmelskugel  in  p,  und  p,„  völlig ,  in  p„  nahezu  verschwinden  ; 
dies  würde  nicht  mehr  der  Fall  sein,  wenn  man  in  linearer  Weise  die  durch  dq, 
bedingten  Incremente  der  Elemente  bestimmen  wollte.     In  der  Euler'schen  Glei- 

chunS :  »u  »/. 

6*  {t,„  —  t,)  =  [r,  -I-  rm  +  s]  H  —  (r,  -f-  r,„  —  «)  '*, 
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rind  r,  r,„  und  a  jene  Werthe,  welche  derselben  für  die  ursprüngliche  Annahme 
von  M  genügen ;  die  durch  das  Increment  von  M  bedingten  Änderungen  in  diesen 
drei  Orten  seien  dargestellt  durch  dr„  dr,„  und  da;  da  dieselben  ebenfalls  der  Euler- 
schen  Gleichung  genügen  müssen,  so  wird  man,  wenn  die  Änderungen  als  diffe- 
rentieller  Natur  gelten,  setzen  dürfen : 

o  =  (r,  +  r,„  +  s)'hd(r,  ■+-  r„  +  i)  -  (r,  +  r„  —  #)V,rf(r,  +  r„  -  *).         42) 

Die  Differentiation  der  folgenden  Ausdrücke  (vergl.  pag.  201)  und  10)  pag.  292): 

r,*  =  fo,  —  Ä,cosV-)a  +  Ä-sinV',1 
n„a  =  (Jhfj,  —  l^cosVw}1  +  ^„sin^,,,1 
sa  =  (Ap,  —  j  cos  tp\ 2  +  £asin  c>!, 

ergibt  mit  Rücksicht  auf  die  früher  (vergl.  4)  und  5)  pag.  291)  benützten  Hilfswinkel  &,. 
ft„und#:  <fr,  =  gInfl,^,  \ 

dr„,  =  Mtnn.dmdq,  ■+-  o,sin0,„tfjf  \    43) 

*  =  *™**.  +  i  {,,H  g  -  M  ^}  «f.  ) 

Nun  ist  aber  nach  7)  (pag.  292}: 

cos  q>  =  cos  £  cos  (G  —  H)  =  cos  £  cos  {H  —  G) , 

und  weiter  nach  der  ersten  Gleichung  in  9)  (pag.  292),  wenn  man  die  Längen  nicht 
wie  dort  vom  Punkte  X,„  sondern  von  G  sählt : 

Acosfcos  [H—  (?)  =  Jfcos/?„,coB(Aw  —  G)  —  coe&cos  (A,  —  G) ; 
daher  wird: 

-^H^  =  coe^,„cos(A,w—  G).  44) 

Quadrirt  und  addirt  man  die  Gleichungen  9)   (pag.  292),  so  ergibt  sich : 

ä*  =  1  +  M*  —  2  M  [cosy3,cos^,„cos(A,„  —  AJ  +  sin  £  sin /?„,], 
daher : 

4^  =  Jtf —  [cos/3,cofl^„co8(A„,  —  l,]  +  nnß,nnßm]. 

Die  Berechnung  dieses  Ausdruckes  kann  aber  bequemer  gestaltet  werden.  Multi- 
plicirt  man  nämlich  die  erste  Gleichung  in  9)  (pag.  292)  mit  cos  ß„,  die  dritte  mit 
sinj?,„  und  addirt  diese  Producte,  so  werden  die  rechter  Hand  vom  Gleichheitszeichen 
stehenden  Ausdrucke  identisch  mit  den  oben  entwickelten ,   man  kann  also  setzen : 

^  **!>  =  ÄcosCeos(fl"—  l,„)co6ß„  +  Änin£sinß„, 

und  es  ist  sonach : 

P=  e'  {gcmß,„<MB[G  —  lm)  —  Q,  [A  cos  £  cos  (.ff  —  l,„)coaßM  +  Äsin£sin#„'|}  I 

*  C  45) 

ds  =  hein»df,  —  PdM.  I 
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Substituirt  man  diese  und  die  aus  den  beiden  eisten  Gleichungen  in  43}  enthal- 
tenen Wertbe  von  dr„  dr,„  und  de  in  42),  so  findet  sich: 

\[r,  +  r,„  +  t)tfl  {ein  6,  +  3fsinÖ,„  +  Äsin*}  —  (r,  +  rm  —  *)Va{sin<?,  +  J/sinft,,— 
—  Asin*}]^,  =  [(r,  +  r„,  +  s)Vi{P  —  f,sin0,„)  +  (r,  +  r„,  -  a)'/a{P  -f-  Q,s\u6,„)]dM. 

Dividirt  man  beiderseits'  mit  (r,  +  *•„,)  '*  und  benutzt  den  mehrfach  (vergl.  6)  pag.  77 
und  pag.  295)  gebrauchten  Hilfswinkel  y,  dei  im  vorliegenden'  Falle  stets  im  ersten 
Quadranten  anzunehmen  ist,  so  erhält  man  schliesslich  nach: 

P=^fawBßmcoB{G~l,„)  —  e,LAcoB£cos(fl  —  JL)  cos  ßm  +  hnn^nn  /*,„]}  | 
siny  =  »j/i  \  46) 


P —  Q,ünd,„tg\y 
~  htm»+  (sin*,  +  Mna6m)tgiy 


dM, 


den  verlangten  Differentialquotienten.  Wollte  man  statt  dM  sofort  d  log  M  in  die 
Kechnung  einführen,  so  hätte  man  zu  setzen: 

««-ira:  ■"■»*•  «) 

Man  erhält  durch  diese  Formeln,  wenn  die  Änderungen  von  d\o%M  massige  sind, 
in  hinreichender  Annäherung  jene  Correction,  welche  man  an  den  dem  ursprüng- 
lichen Werthe  von  M  entsprechenden  Werth  von  q,  anzubringen  hat,  um  dem  ver- 
besserten von  M  zu  genügen.     Sodann  rechnet  man  Q„,+  do„,  nach: 

9m  +  de,„  =i{M  +  dM)  (n,  +  df>,) ; 
aus  den  beiden  W ertuen  p,  +  dp,  und  p,„  +  df>„,  werden   die  Elemente  abgeleitet. 

Hat  man  nach  einer  der  vorstehend  entwickelten  Verfahrungsweisen  sich 
dem  wahren  Werthe  von  M  hinreichend  genähert  und  die  Elemente  bestimmt,  so 
wird  eine  ungenügende  Darstellung  des  mittleren  Ortes,  wofem  zu  deren  Erklärung 
keine  Beobachtung»-  oder  Rechen-Fehler  herangezogen  werden  können,  den  Schluss 
erlauben,  dass  die  parabolische  Hypothese  in  dem  vorliegenden  Falle  nicht  ausreicht, 
und  man  wird  dann  die  Elemente  ohne  bestimmte  Voraussetzung  über  die  Excent- 
ricität  nach  der  Methode  des  zweiten  Abschnittes  aufzusuchen  haben. 

Die  für  die  Berechnung  erster  Bahnelemente  nach  Olb er  s'  Methode  nöthigen 
Formeln  haben  tun  Schlüsse  dieses  Bandes  Aufnahme  gefunden. 

ß.   Der  grösste  Kreis  hat  die  für  die  Genauigkeit  der  Bahnbestimmung  günstigste 
Lage. 

Hat  das  oben  (vergl.  18)  pag.  287)  angeführte  Kriterium  gezeigt,  dass  man 
Olbers'  Wahl  des  grössten  Kreises  nicht  folgen  dürfe,  so  wird  man  die  Bestim- 
mung der  geocentri sehen  Distanzen  in  anderer,  wesentlich  schwierigerer  Weise  vor- 
nehmen müssen.  Es  soll  nun  näher  auf  die  Transformationen  eingegangen  werden, 
welche  die  Kechnung  nach  dieser  Methode  erleichtern. 
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Die  Bestimmung  von  r,  und  r,„  kann  nach  den  Gleichungen  2)  und  3} 
pag.  291)  erfolgen  und  man  erhält  hierfür  aus  q,  und  p,„  ähnliche  Formeln  wie  in 
4)  und  5)   (pag.  291)  und  zwar: 


nt 


tgfc-«S 


r,  =  Ä,sin»^,secö,  r,„  =  JBmsin^waec(?m  /     ') 

=  {<},  —  _R,cost/i,)cosee0,  ™  (p„,  —  Ä,„cos */»„,)  cosecÖ«,.  I 

Die  Bestimmung  von  g  und  <?  kann  nach  den  Formeln  1 1 )  (pag.  292)  vorgenommen 
werden,  diejenige  der  Hilfsgrössen  k,  t  und  H  aber  bedarf  einer  wesentlichen 
Modiiication.     Man  wird  setzen: 

im  —  §,  =  g,„C0BÄ,„COS(J,„  Q.COBl.CQBJi,  =  ß,  h  COS  f  COS  i/  +  ffi  COS  l,„COSß,„    \ 

Im —  ty  —  ?»- sin  Ä,„ cos jSM —  g,sin  Ä,CO6  0,  =  p.Äcostsinff  +  msin^cos/*,,,  J,     2} 

t,„  —  £,  =  p,„sin/?„,  —  ß.smjtf,  =  p,Asin £  +  m  sin#„,  J 

in  welchen  Ausdrücken  die  Grösse  m  auftritt,  welche,  weil  im  Verlauf  der  Versuche 

variabel,  nicht  mit  den  constanten  Gliedern  vereinigt  werden  kann.  Mit  Rücksicht 

auf  2)  lässt  sich  die  Relation  für  die  Sehne  s  darstellen  durch: 

s*  =  p,*Äs  +  jra  —  2  ff  k^,  cos  C  cos  (G  —  H)  +  2mAp,{co8/S,F,cos^cos(ff — A,„)  + 

+  sin#„sin£}  —  2«i^cos/Smcos(G  —  X,„)  +  »*a. 
Schreibt  man  abkürzend: 

cosy  =  cos  £  cos  (G  —  H) 

v  =  cos//,,, cos  Ccw{H —  X,„)  -f-  sin#„sin£ 

§  =  2<f(vCQB<p  —  COS#«COS(G  —  l„r)} 

ft  =  -fcosp  ^  =  ^sinip 


3) 


4) 


welche  Grössen    in  einem    gegebenen  Falle  Constanten  sind,    so  wird    man  statt  3) 
schreiben  dürfen: 

s*  =  A*{?,  -y,  —  ftw}»-r-i4»{i  +  m®fi  +  »¥)}-     5) 
Wird  weiter: 

x  =  m(D(i  +mff),  6) 

gesetzt,   wobei  2  von  Versuch  zu  Versuch  variabel  ist,    und  beachtet,    dass  1  -}- 2 
wohl  stets  positiv  ist,  so  wird: 

cos#  =  yl/i~Tx 

q,  =  ■*-  sin  *  +  y,  +  yi« 
angenommen  werden  dürfen ;  sin#  muss  stets  den  positiven  Werth  erhalten.    Sollte 
1  +  x  negativ  werden,  was  wohl  kaum  vorkommen  dürfte,  so  hat  man  zu  schreiben: 

tg»'  =  7V-(i+;d 
»'  =  dbi +  *  +  »"••  I 


7»i 


7b) 
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Setzt  man    zu   diesen   Transfurmationsresul taten  auch   jene   Relationen    (vergl.   20) 
pag.  289)  hinzu,    deren  man  zur  Berechnung  der  Grösse  m  bedarf,    so  ergibt  sich 


Versuches    notwendigen  Formeln   folgende   Zu- 


17  als  Arg.  für  fi  nach  Tafel  VII. 


für  die    zur  Durchführung  < 
sammenstellung : 

_  J  *■*«,„  — «,) 

n  =  — — — j 

Vr,+rm 
x  =  tn(D{i  -4-m«F} 

H,  =  j  sin*  +  ^  +  fom 

f.  __g,  —  fl,cos^,  

* "'  -       fi>M',  "s "'"  —  ~T&  ,  ,„ 
r,  =  Äshn//,sec0,  r,„  =  H„fsuLip„lse.cß,„. 

Beim  ersten  Versuche  wird  man,  wenn  sonst  keine  Näherungen  bekannt  sind : 

xy  =  log  (r,  +  r,„}a  =  log  (Ä,  +  B,„) , 
setzen ,    wodurch  m  =  o  wird  und   die  Berechnung  des  Formelsystetns   8)  sich  in 
etwas   vereinfacht.     Die  Durchführung   der  Rechnung  nach  den  Formeln   8}  führt 
zu  Werthen  von  r,  und  r„„  deren  Summenlogarithmus : 

y,=log(r,  +r„)„ 
im  Allgemeinen  mit  dem  Anfangswerthe  xt  nicht  identisch  gefunden  wird;  die 
auftretende  Differenz  wird  man  dazu  verwenden  können,  durch  differentielle  Opera- 
tionen die  Verbesserung  der  ersten  Annahme  über  .r.  zu  erlangen.  Die  Differen- 
tiationsresultate gestalten  sich  in  diesem  Falle  etwas  complicirter ,  als  für  die 
Olbers'sche  Methode,  doch  werden  die  Endformeln  immerhin  so  einfach,  dass 
deren  Anwendung  gegenüber  einer  willkürlichen  Variation  und  nachherigen  Inter- 
polation empfohlen  werden  kann.  Man  hat  zunächst  als  Ausgangspunkt  der  Unter- 
suchung, wie  oben  (vergl.  pag.  294) : 

x,  +  dxi  =  y,     +  dy, 

y,  —  x,     =  dx,  —dy,. 
Die  nothwendigen  Differentiationen  gehen  der  Reihe  nach : 
dir,  +  r, 


9} 


<£r,=Mod. 
dy.  =  Mod. 


d(r, +  rj. 


d{r,  +  r,„)a  = 
d{r,  +  r,„)e  = 
=  W 


*-  — tg^  h^^i 

<fy,  =  +  ~  cos  9d&  +  - 

rf#  =  +  cotg*f-i^ 

dq,  =  (cos  9  cotg  *  -+-  sin  9)  -, 
di  dm  l*co8#cotg* 


dx. 


<X,  +  r,„)*,  Mod.  u 


•)  Wenn  1  +  x  negativ 


werden  sollte, 
1.  Anflug«. 


ds  +  y^dm 

dt 

_  .  ee.  .»eotg  » 

»     ■(■+.« 

1  +  2mVl  +  r 


*  =  »(■  + 


zm*P)dm 
+  :«yj(Ä»  +  Yi  dm 


1  die  Formeln  7b)  iu  benütien. 
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Setzt  man  daher : 

Q  _  ■  [wir \1—  p  +  ?"y'  +  ,11,  ,oi 

"      *  L™»      (n  +  o'.l  ■«■in»    T  JJ'  ' 

eo  wird: 

*-— °ltt  *■' 

und  andrerseits  mit  Rücksicht  auf:  rfr,=  sinÖ,</f,,  oV„,=  siii#,„(/p,„,  rfg„,=  rfm  +  Jlfrfß,: 

■»(f.  +  rj.  =  £±  dy,  =  (»in»,  +  JfsmSyrf»,  -  sin»,,  „,  j.^  ^7  *■• 

Führt  man  in  diese  Gleichung  den  zuletzt  erhaltenen  Werth  von  dg,  ein  und  macht 
von  der  zweiten  Gleichung  in  9)  Gebrauch,  so  ist  der  verbesserte  Werth  x2  zu  be- 
rechnen nach : 

P=  {(sinÖ,  +  -Meine,,,)  Q  +  sin0„,  [r|>-jr}   | 

»,  =  i+P-iSr  log  io,,  =  *,  -  jr,     >    ■■) 

*_,  +  t=a.  I 

In  den  Formeln  1  o)  und  1 1 }  stellt  der  Factor : 

%F         10*1    , 

fr, +  *■„,)«,,  Hod.^1' 

die  Änderung  von  m  mit  verkehrtem  Zeichen  vor ;  da  nun  der  Endwerth  (r,  +  •*«)« 
dem  wahren  Werth  in  der  Regel  wesentlich  näher  sein  wird  als  der  Anfangs  werth, 
so  wird  man  die  zweiten  Differenz  wer  the  der  Hauptsache  nach  berücksichtigen, 
wenn  man  schreibt: 

%F_         »o*3*.«»**       -fei    _  3F  lobH     10*„k, 

(r,  +  ►«)£  '    (r,  +  rm)\    '   Mod!  —  (r,  +  r„)"*.  [r,  +  rj».  "  io4*,  '    Mod.  ' 

Man  wird  daher  in  den  meisten  Fällen  put  thun,  in  10)  und  11)   statt  ;  — , .-  zu 

setzen:  5j-  10ly, 

(r,  +  r,„)ä,,{r,-l-r,w;»;  '  ioT*, ' 
wobei : 

log  (io^i-ioi*)=i  (»,-*,), 

anzunehmen  ist. 

Die  Durchführung  des  Versuches  mit  x-t  in  Verbindung  mit  der  neuen  .Be- 
rechnung von  10}  und  11)  wird  meist  schon  den  wahren  Werth  von  x  in  hinrei- 
chender Annäherung  finden  lassen. 

Will  man  bei  der  ersten  ßahnbestimmung  den  EinAuss  der  Plane tenaberration 
berücksichtigen,  so  wird  man  diese  durch  das  folgende  Verfahren  mit  genügender 
Genauigkeit  in  Rechnung  ziehen  können.  Wie  oben  gezeigt  wurde  (vergl.  ]>ag.  296), 
wird  der  Einäuss  auf  M  ein  sehr  geringer  sein,  ebenso  auf  m,  welche  Grosse  selbst 
von  der  Ordnung  der  Zwischenzeit  ist,  weshalb  die  Berücksichtigung  dieser  Ände- 
rungen bei  ersten  Hahnbestimmungen  nicht  nöthig  erscheint.  Einen  wesentlichen 
EinflusB  nimmt  die  Planetenaberration  auf  die  Grösse  r  =  2k(t„,  —  t.) ;  es  ist  im 
Falle  der  Berücksichtigung  derselben  statt  (,„  und  t,  zu  setzen : 
t„  —  ag„,  t,  —  ag„ 
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Um  die  Werthe  von  q,  und  p„,  mit  hinreichender  Annäherung  aus  den  voraus- 
gehenden Versuchen  bestimmen  zu  können,  beachte  man,  daes  den  obigen  Differen- 
tialformeln zu  Folge  und  nach  den  Bemerkungen,  welche  zu  den  Relationen  n)  ge- 
macht wurden: 


d{l„  -(,)=  —  a  {(»„  +  dt„)  —  (,,  +  df,)}, 

ist,  wenn  ?,„  nnd  ß,  die  Werthe  der  geocentrischen  Distanzen  des  vorangehenden  Ver- 
suches bezeichnen;  will  man  sofort  die  Correction  von  log r  bestimmen,  so  ist  dafür : 

log  x  =  7-3901—10. 

Sind  die  oben  beschriebenen  Versuche  beendet,  so  werden  aus  q,  und  q„,  nach 
der  bei  der  Olbers'schen  Methode  auseinandergesetzten  Weise  (vergl.  pag.  298)  die 
Elemente,  die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  und  die  eventuellen  Verbesserungen 
der  Grosse  M  abgeleitet. 

Hei  der  Darstellung  der  mittleren  Beobachtung  durch  die  Elemente  wird  man 
für  die  Correction  der  Beobachtungszeit  derselben,  falls  die  Plane tenaherration  noch 
keine  Berücksichtigung  gefunden  hat,  mit  hinreichender  Genauigkeit  setzen  dürfen : 
[vergl.  pag.  299) 

^=— {*•+«--<•' fc^H  14) 

log  3  =  7-7613—10,  I 

wodurch  die  Correction   in  Einheiten  des   mittleren  Sonnentages  erhalten  wird. 

Hat  man  aber  die  Berechtigung,  die  Näherungsannahmen  über  m  und  M  für 
nicht  hinlänglich  genau  zu  erachten,  so  wird  man  sich  nach  dem  oben  (pag.  299)  an- 
gegebenen Verfahren  mit  r„  r„  und  s  die  nöthigen  Grössen  verschaffen,  um  wesent- 
lich bessere  Werthe  für  m  und  M  zu  erhalten,  welche  dann  mit  Benützung  des  jetxt 
genähert  bekannten  £,  nach  der  Formel  23)  (pag.  290)  die  Bestimmung  von  [M]  und 
für  die  zweite  Näherung  die  Anwendung  des  bequemen  Form  eis  y  stein  es  der  Olbers- 
schen  Methode  gestatten. 

Die  Zusammenstellung  der  zur  Rechnung  nöthigen  Formeln,  soweit  dieselben 
für  die  ersten  Annahmen  über  M  nach  der  ersten  Methode ,  oder  über  m  und  M 
nach  der  zweiten  Verwendung  finden,  ist  am  Schlüsse  des  vorliegenden  Bandes  im  t 
Anhang  aufgenommen ;  über  die  eventuellen  Verbesserung  dieser  ersten  Annahmen 
enthalten  die  Rechnungsbeispiele  des  sechsten  Kapitels  (pag.  310  ff.)  die  nöthigen 
Hinweise  und  Auseinandersetzungen. 
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5.  Über  die  mehrfachen  Lösungen  des  Problems. 

Die  Entwicklung  der  in  dem  vorhergehenden  Kapitel  benutzten  Gleichungen 
würde  auf  Gleichungen  sehr  hohen  Grades  führen ;  diese  Bemerkung  weist  sofort 
darauf  hin,  dass  mehrfache  Lösungen  des  Problems  vorhanden  sind.  Um  die  dies- 
bezügliche Untersuchung  möglichst  zu  erleichtern,  sollen  in  den  betreffenden  Glei- 
chungen jene  Vereinfachungen  eingeführt  werden,  die  zulässig  sind,  solange  das 
Product :  Quadrat  der  mit  der  Constante  des  Sonnensystems  multiplicirten  Zwischen- 
zeit in  die  negative  dritte  Potenz  des  Radiusvectors,  eine  massige  Grösse  bleibt.  Für 
den  aus  der  Euler'schen  Gleichung  resultirenden  Werth  der  Sehne  soll: 

V*r„      ' 
gesetzt  werden ;    es  ist  sonach  2t„  mit  r,  -f  ■  r,„ ,  und  fi  mit  der  Einheit  identificirt. 
Bezeichnet  man  mit  ■</;,,  den  scheinbaren  Abstand  des  Kometen  von  der  Sonne  zur 
Zeit  der  zweiten  Beobachtung,  so  kann  die  Lösung  des  Problems  als  in  den  Glei- 


chungen :  .  = 


(o„—  Ä.cosi//,,)1-)-  Ä,,,Jsini/ 
s=  (Äß, —  gf  cos #>) a -|- J»1  sin g/' 


enthalten  gedacht  werden.  Erwägt  man,  dass  g  die  Sehne  zwischen  dem  ersten 
und  dritten  Sonnenorte  darstellt,  so  kann  für  dieselbe  nach  dem  Ausdrucke  auf 
pag.  50  auch:  

ff    =   *(<„,-  *)]/£-!, 

gesetzt  werden ;   nun  ist  aber  bis  auf  Grössen  zweiter  Ordnung  der  Excentricität : 


somit  auch : 

oder : 


welcher  Ausdruck  nach  p„  entwickelt,  auf  eine  Gleichung  sechsten  Grades  führt. 
Dieser  kann  aber  noch  eine  etwas  einfachere  Gestalt  gegeben  werden :  setzt  man 
nämlich :  ,. 

*  R„  '  a  """    f* '  3' 

so  wird: 

«<«>-  2«»Va*  +  I   =  y,_*„'Vm,  +  ,  ,  4) 

welcher  Gleichung  im  Allgemeinen  sechs  Wurzeln  zukommen,  von  denen  zwei  stets 
imaginär  werden.    Pifferentiirt  man  nämlich  die  Gleichung  sechsten  Grades  in  der 

[u^x1 —  p.coaifux  -f-  ij*(#* —  2CO&ip„x  +  1)  =  4Ä,2        3 
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nach  x  und  setzt  den  Differential  quo  tienten  der  Null  gleich ,  so  kann  man  beider- 
seits durch  den  Factor  {eflx* —  2am<pax  ■+■  i),  welcher,  so  lange  x  reell  ißt,  niemals 
Null  werden  kann,  dividiren  und  erhält  eine  Gleichung  dritten  Grades.  Fasst 
man  das  die  Gleichung  sechsten  Grades  darstellende  Polynom  als  Curve  auf,  in- 
dem man  x  als  Abscisse,  den  Wert.h  des  Polynoms  als  Ordinate  betrachtet,  so  wird 
dieselbe  im  ganzen  zwei  Minima  und  ein  Maximum  haben;  wegen  des  positiven 
Factors  des  Coefficienten  wird  für  x  =  ±  oo  die  Ordinate  stets  +  oo,  es  sind  da- 
her nur  vier  reelle  Wurzeln  möglich,  doch  können  selbst  von  diesen  zwei  imaginär 
werden.  Bas  von  x  freie  Glied  der  Gleichung  wird  stets  negativ  sein,  woraus  man 
den  Schluss  ziehen  kann,  dass  die  sechs  Wurzeln  der  Gleichung  in  Bezug  auf  das 
Vorzeichen  folgendennassen  vertheilt  sein  werden : 


i.  FU1 

2.  Fall 

j.  Fall 

.  Wurzel 

positiv 

positiv 

positiv 

m 

positiv 

negativ 

negativ 

>! 

positiv 

negativ 

imaginär 

» 

negativ 

negativ 

imaginär 

imaginär 

imaginär 

imaginär 

imaginär 

imaginär 

imaginär 

Da  x  dem  Wesen  nach  mit  der  geocen  tri  sehen  Distanz  nahezu  identisch  ist,  jeden- 
falls aber  mit  derselben  das  gleiche  Vorzeichen  hat,  und  negative  Distanzen  der  Be- 
obachtung widersprechen,  so  wird  in  den  letzten  zwei  Fällen  nur  eine  brauchbare 
Lösung  der  Gleichung  möglich ;  der  erste  Fall  aber  bietet  drei  brauchbare  Lösungen 
dar.  Nur  zwei  positive  Wurzeln  können  daher,  wiewohl  dies  behauptet  wurde, 
niemals  eintreten :  ist  mehr  als  eine  positive  Lösung  möglich ,  so  sind  stets  deren 
drei  vorhanden;  in  der  überwiegenden  Anzahl  des  Vorkommens  dieser  Gleichung 
wird  man  aber  nur  den  dritten  Fall  als  vorhanden  annehmen  dürfen,  indem  es  einer 
ganz  besonderen  Combination  von  Umständen  bedarf,  um  der  Gleichung  5)  vier  reelle 
Wurzeln  zu  ertheilen,  es  muss  nämlich  a  sin  ijj„  im  Verhältnis  zu  acoet/;,, —  cosijp 
sehr  klein  werden,  wenn  dieser  Fall  eintreten  soll  und  ausserdem  sind  mehrfache 
Beschränkungen  vorhanden.  Waten  in  einem  vorgelegten  Falle  thatsächlich  drei 
positive  Wurzeln  für  x  vorhanden,  so  wird  übrigens,  wenn  nicht  zwei  derselben  ein- 
ander sehr  nahe  hegen,  die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  meist  die  Entscheidung 
bringen ,  welche  Wurzel  die  wahre  ist.  Aus  leicht  begreiflichen  Gründen  ist  es  mir 
nicht  gelungen,  einen  solchen  Fall  für  einen  wirklich  beobachteten  Kometen  auf- 
zufinden, weshalb  die  folgenden  drei  Beobachtungen  fingirt  wurden.  Als  Grund- 
lagen der  Rechnung  wurden  angenommen : 

t  i.  0  mL  logifc 

1883  Octob.  18-5  2 12°  54'  1 7"8  +  6° 36'  31"!  205°i3'  28n2  9-998087 
,,  19.5  210  "20  6-0  +7  5  14-6  20613  7-o  9-997968 
,,       20-5     207  30     39     +  6  59  30-1     207    12  48-0     9-997849 
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nd  daraus  findet  sich : 

log  M      o-oio  300 

G     I97°7'3i"8 

log  sin  ty. 

9.244  770 

logy       8-538  477 

log  COS  lf>, 

9-993   191 

H    i33c5i'5"2 

log  sin  <p„, 

9-085  746 

log  cos  t       9-997  92z 

log  cos  \p,„ 

9-996  752 

log  sin  t       8-989  413 

log  ein  tp 

9-480  855 

log  h       8-991  050 

log  tos  ip 

9„979  148. 

ie  Versuche  ergeben  als  die  drei  brauchbaren  Wurzeln : 

1.  Wurzel 

*.  Wurzel 

3.  Wurzel 

log  (r,  +  r,„)            0-193  065 

9-498  022 

9-474  366 

Q,             +  0-2IÖ    O44 

+  O-919  542 

+  0-956  079 , 

von  denen  die  zweite,  wenn  man  die  Annäherungen  hinreichend  weit  durchführt, 
sich  bei  der  Darstellung  der  mittleren  Beobachtung  als  die  wahrscheinlichste  er- 
weist, wiewohl  auch  die  dritte  Wurzel  als  genügend  befunden  werden  könnte;  in 
der  That  wäre  in  diesem  Beispiele  ohne  Hinzuziehung  einer  vierten  Beobachtung 
die  Entscheidung  schwierig,  ob  man  die  zweite  oder  dritte  Wurzel  zu  wählen  hat, 
da  beide  Wurzeln  einander  verhältnismässig  nahe  liegen. 

Es  wird  nun  auch  über  das  Zeichen  entschieden  werden  können,  mit  welchem 
die  Wurzel  in  dem  Ausdrucke : 

p  =  %  coafp  ir-vl/s1 — ff1  sin (p1,  6) 

von  dem  bereits  oben  (pag.  293)  die  Rede  war,  genommen  werden  muss.  Im  Grenz- 
falle: s  ■  -- -  <j,  für  den  cos <p  noth wendig  positiv  sein  muss,  wurde  mit  Benützung  des 
unteren  Zeichens  t>  =  o,  woraus  die  Unbrauchbarkeit  des  unteren  Zeichens  ein- 
leuchtet, da  im  vorgelegten  Falle  q  nothwendig  grösser  als  die  Einheit  wird.  Aus 
dem  Umstände,  dass  bei  dem  Probleme  durch  Variation  der  zur  Verfügung  stehen- 
den Parameter  ein  Übergang  von  einer  negativen  Wurzel  in  eine  positive  nicht 
denkbar  ist,  weil  für  q  =  o  niemals  eine  Lösung  stattfinden  kann,  wird  man  den 
Schluss  ziehen  dürfen,  dass  das  untere  Vorzeichen  der  Gleichung  6)  der  negativen 
Lösung  (eventuell  drei  negative  Lösungen),  das  obere  Zeichen  dagegen  der  posi- 
tiven Lösung  (eventuell  drei  Lösungen)  vorbehalten  bleiben  muss. 

6.  Beispiele. 

Die  für  die  Bestimmung  parabolischer  Elemente  entwickelten  Methoden  sollen 
nun  durch  ausführliche  Beispiele  erläutert  werden.  Am  Schlüsse  dieses  Bandes 
findet  sich  eine  übersichtliche  Zusammenstellung  der  zur  Rechnung  nöthigen  For- 
meln, auf  welche  Formelsammlung  sich  die  bei  den  folgenden  Rechnungen  gemach- 
ten Hinweise  (Anhang)  beziehen. 

Es  seien  die  Elemente  des  Kometen  III  1  SS  1  aus  den  folgenden  drei  Pulko- 
waer  Beobachtungen  zu  ermitteln: 
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mitt.  Zt.  Pulkowa 

app.  a 

app.  6 

i  Juni  25     11*  25™  53*2 

5*  42™  29*01 

+  53°    1'  34"6 

,,     28     11    29    45-8 

5    58     n-94 

+  62    55   35-8 

Juli     1     11    3g     52.9 

6    20    10-30 

+  70     4  533 

Der  die  Convergenz  fordernden  Bedingung  nahe  gleicher  Zwischenzeiten  ist  iu  fast 
vollkommenem  Masse  genügt  {vergl.  Anhang  I).  Da  vorausgesetzt  wird,  dass  keine 
Näherungen  für  die  Elemente  bekannt  seien ,  so  sollen  die  im  Anhange  für  diesen 
Fall  aufgeführten  Vorschriften  genau  befolgt  werden,  wiewohl  man  sich  in  der 
thatsächlichen  Anwendung  manche  Übergebung  gestatten  darf. 

Unter  Annahme  der  Längendifferenz  —  i*  7™  43*74  zwischen  Berlin  und  Pul- 
kowa erhalt  man  die  folgenden  auf  den  Berliner  Meridian  reducirten  Zeitangaben, 
welche  mit  Hilfe  der  Tafel  XIX  Band  II  in  Decinutltheile  des  Tages  umgesetzt  sind, 
ferner  für  diese  Zeiten  die  aus  dem  Berliner  Jahrbuche  für  1881  entlehnten,  auf 
das  mittlere  Äquinoctium  18810  bezogenen  Längen  und  Breiten  der  Sonne,  sowie 
die  derselben  Quelle  entnommenen  Logarithmen  der  Distanzen : 

t  L  B  logÜ 

1881  Juni  25-429276  940  21' 52*0  — o"76  0-007178 

,,     28-431968  97    13  41-8  —  1-07  0007210 

Juli     1-438995  100     5   44-5  — 122  0-007219. 

Für  die  Reduction  der  beobachteten  Rectascensionen  und  Declinationen  auf  das 
mittlere  Äquinoctium  des  tropischen  Jahresanfanges  gibt  das  Berliner  Jahrbuch  für 
1881  folgende,  den  drei  Beobachtungszeiten  entsprechende  Zahlen: 

/  log^  G  logA  S  logt 

-i-38"oo         1-2227         8°  34'         13104         i7°°    °'         9-7933 

+  38-47         1-2280         8    31  1-3101'       173    22         0-0115 

+  38-94         12333         8    26  i-3og6         170   43  0-1556. 

Hiermit  stellt  sich   die   Berechnung   der  Reduction   auf  den  scheinbaren  Ort  wie 

folgt  (vergl.  Anhang  I.  A,  2): 

1.  2.  3. 

a      85°37'  89°33'  95°    3' 


G  +  « 

94    11 

98      4 

103    29 

if+« 

261    37 

262    55 

265    46 

tgi 

01233 

0-2914 

0-4409 

•in  (G  +  0) 

9- 9988 

9-9957 

9-9878 

log; 

1-2227 

1-2280 

1-2333 

00s  (G  +  0] 

8„863o 

9»i47' 

9n3677 

secd 

0-2208 

0-3419 

04676 

sin  [H  +  a) 

9«9953 

9n99°7 

9„9988 

logA 

1-3104 

1-3101 

13096 

cos  (H  +  a) 

9.1037 

9*0910 

8„8682 

Sind 

99025 

9.9496 

9.9732 
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/ 

4-  38"oo 

+  38"47 

+  38"94 

gs\n{G  +  «;tg<* 

+  22-12 

+  32-74 

+  45-92 

ham{S  +  a)secd 

—  3362 

—  44-53 

—  59-7° 

Red.  in  Rect. 

4-  26-50 

4-  26.68 

+  25.16 

ieoai 

+  C37 

+  o"47 

+  °"49 

0ugb(G  +  a) 

—  1-22 

—  2-37 

—  3-99 

*  cos  [H+a]  sind" 

-238 

—  2-24 

—  1-42 

Red.  in  Decl. 

—  323 

—  4-14 

—  4-92- 

Diese  Reductionen  wären  mit  umgekehrten  Zeichen  an  die  scheinbaren  Orte  an- 
zubringen ,  um  dieselben  auf  das  mittlere  Äquinoctium  des  Jahresanfanges  zu  be- 
ziehen; weil  aber  bei  Kahnbestimmungeu  das  kleine  von  der  Erdbahnexcentricität 
abhängige  Aberrationsglied  (vergl.  pag.  1 1 5)  mitzunehmen  ist ,  wurde  dasselbe  wie 
folgt  berechnet  (vergl.  12a)   12b)  pag.  115):         '  • 

&o  =  350°o        <,  =  —  o"o25 
3- 


logÄ„  =  9-534 

Ha-\-a 

secd 

Bin{fi-0  4-  o) 

sind 
da 


i"6 


9-534 
9-396 
9902 
4-  o"55 


79u5 


993 
534 
261 
95o 


85°o 


998 
534 
940 
973 


A„cos  {H0  +  ' 


sind,, 

iucosd 

dö 


4-  o"o7 

—  0-02 

+  Q-05 


+  o"o6 


4-Q-Q5 


4-  o"o3 
—  o-oi 

4"  0-02. 


Vereinigt  man  diese  Werthe  mit  den  vorigen  und  ändert  das  Vorzeichen  der  er- 
haltenen Summen,  so  resultiren  folgende  Correctionen  der  drei  Beobachtungen, 
welche  die  Reduction  auf  das  mittlere  Äquinoctium  des  Jahresanfanges  bewirken 
und  neben  denen  die  auf  das  mittlere  Äquinoctium  bezogenen  Rectascensionen  und 
Decliuationeu  des  Kometen,  und  zwar  die  Rectascensionen  in  Kogenmass,  angesetzt 
wurden : 


Ja 

—  27"o5 

-*-  27-42 

—  26-16 


1i 


4-  4-09 

4-4-90 


mittl.  a 
85°36' 48"i 
89  32  3i-7 
95     2     8-3 


mittl.  d 

4-53°  i'37"8 
4-  62  55  399 
4-  70    4  58-2 


Wollte  man  die  Reductionsconstanten  aber  mit  Hilfe  der  Tafel  X  ermitteln,  so  würde 

sich  die  Berechnung  derselben,  wie  folgt,  gestaltet  haben  (vergl.  pag.  243  und  249): 

Juni  Juni                        Juli 

Orecnwicher  Zeit          25-3921  28-3948               1-4018 

Tafel  Xa  \                     77-858  77-S58               77-858 

Fusstafel   l   Arg.  1    +0-107  +0108            4°-110 

Tafel  Xb  )  48-187  49-009 49830 
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Tafel  Xa 

74-064 

74064 

74-064 

Fusstafel 

Arg.  II  —  0-006 

—  0006 

—  0-006 

Tafel  Xb 

97-411 

97-367 

97-323 

Arg.  I       26-152 

26-975 

27-798 

1.    11      71-469 

71.425 

71.381 

psinG 

[X. 
Xj 

+ 
+ 

o"532 
1-951 

+ 
+ 

o"520 

1-976 

+ 
+ 

o"504 
2001 

log  g  sin  G 

0 

39498 

0 

39724 

0 

39881 

jco.gJX-  +  9""8  +  '>"'>8'>  +,°"'» 

IXd  +6-745  +6-741  +6-737 

log  ff  cos  G  1-21809  1  22350  1-22881 

G  8°  33'  8°  29-  8°  25' 


l»g« 

1-2229 

1-2283 

1-2335 

'{l 

f 

+  22"468 
+  15-545 
+  38-01 

+  22*954, 
+  15-536 
+  38-49 

+  23*436 
+  "5-527 
+  38-96 

logA                 1-3039  1-3035  1-3030 
H               i76°5'             i73°25'             i7o°44' 
»            +  o"595            +  i"ooo            -+-  i"403 
log« 9-7745 o-oopo             0-1471 

Mit  Hilfe  dieser  Reductionscoefficienten  ergibt  aich  die  Berechnung  der  Reduktion 
auf  den  scheinbaren  Ort  wie  folgt : 


G  +  o 
H+o, 

1. 

94°  10' 
261  42 

2. 
98°    2' 
262    58 

3- 
103°28' 
265  47 

tgj 

sin  (G  +  0) 

log; 

cos  fG  +  0) 

0-1233 
99989 
1-22  29 
8,8613 

02914 
9-9957 
12283 
9.1453 

0-4409 
9-9879 
1-2335 
9.3671 

KCO* 

0-2208 

0-34I9 

0-4676 

sin  [H  +  a) 

9.9954 

9n9967 

9.9988 

logÄ 

1-3039 

1-3035 

1  -3030 

cos(if+<.) 

9.1594 

9.0879 

8.8665 

Si.lj 

99025 

9.9496 

9-9732 

/ 

+  38"oi 

+  3«"49 

.    +  38"o6 

ff  sin(G  +  «)tgo' 

+  22-13 

+  32-76 

+  45-95 

Ä  sin  (27+  ß)  secd 

—  33-12 

—  43.86 

—  58-80 

—  Ja 

+  2702 

+  27-39 

+  26-11 

»cos  (5 

+  0-36 

+  0*46 

+  o"48 

ffcos(G  +  a) 

1-21 

-2-36 

—  3-99 

h  cos  (ff  +  a)  sind 

—  2-32 

—  219 

—  1-39 

—  Jl 

—  3-17 

—  4-09 

—  4-90. 
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Diese  Reductionen  enthalten  bereits  dos  kleine  Aberrationsglied ;  die  Unterschiede 
gegen  die  obigen  Werthe : 

+  o"o3  +  o"o3  +  o"o5 

+  O'Oi  O'oo  o-oo, 

erklären  sich  aus  der  veränderten  Annahme  über  die  den  Tafeln  zu  Grunde  geleg- 
ten Präcessions-,  Nutationa-  und  Aberrations- Constanten.  Für  die  weiteren  Rech- 
nungen wurden  die  früher  erhaltenen  Zahlen  benützt. 

Zunächst  sind  nun  die  oben  erhaltenen  mittleren  Rectascensionen  und  Dek- 
linationen mit  Hilfe  der  mittleren  Schiefe  der  Ekliptik  [nach  dem  Berliner  Jahr- 
buch 230  27'  i7"i)  in  Längen  und  Breiten  umzusetzen;  die  Rechnung  gestaltet 
sich  wie  folgt  [Anhang  I.  A.  4)]: 


cos« 

8-883  585 

7.902    606 

8n943  372 

cosd 

9-779  189 

9658   'lig 

9*532  322 

sina 

9-998  726 

9999  986 

9 -99»  320 

sin  ij  =  n  sin  N 

9-902  503 

9-949  602 

9-973  214 

9-902  963 

9-949  605 

9-973  408 

ncosN 

9-777  915 

9658   105 

9-530  642 

N 

53°6'28"4 

62°S5'42H9 

7o°9'i3"5 

N—e 

29  39  '  1  -3 

39  28  25-8 

464156-4 

sin(JV— e) 

9-694  384 

9-803  270 

9-861  989 

N 

9.999  540 

9.999  997 

9.999  806 

eoe  {N  —  e) 

9-939  038 

9.887  570 

9836  217 

sin  X  cos  ß 

9-938  578 

9-887  567 

9-836  023 

9-999  39i 

9999  995 

9-999  587 

cos  X  cos  ß 

8-662  774 

7-560  725 

8«475  694 

sin/3 

9.693  924 

9.803  267 

9.861   795 

cos  ff 

9.939   187 

9-887  572 

9836  436 

X 

86°58'o"2 

890  43'  48"2 

92°29'5i"3 

ß 

+  29  37  6-9        + 

39   28  24-7 

+  46  40  18-6 

Probe 

n-\* 

4i°22'49"9 

5i°i2'4"4 

58°25'35"o 

sinfiV—  £e) 

9-820  23g 

9891   733 

9-93Q  423 

n  sin  \  e 

9-307   581 

9-308  038 

9-307  847 

cos  (2V  —  -J  e) 

9-875  255 

9.796  982 

9.718  994 

2cosa 

9-184  615 

8-203  636 

9„244  402 

«sin  \  e  sin  UV — £e] 

9-127  820 

9-199  771 

9-238  270 

sec/tf 

0-060  813 

0-112  428 

0.163  505 

sin  {X  —  a) 

8-373  248 

7-515  835 

8,646  237 

X  —  a 

I°2i'  12HI 

o°ii'i6"5 

—  2°32'l7"0 
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iH  +  rt 

4i°io'22"3 

510  12' 2*3 

58n22'38"4 

sec}(4  +  ffl 

0-124  359 

0203  013 

0280  402 

1  e  cos  (N  —  1  c) 

9-182  836 

9- 105  020 

9-026  841 

.in  1(4-0 

9307   195 

9308  033 

9-307  243 

K'-ffl 

U°42'i5"2 

'"°  43' 37*7 

n°42'  19"9 

4-/! 

23   24  30-4 

23   27   15-4 

23   24  39.8 

Die  Proben  zeigen  eine  genügende  Übereinstimmung.  Die  bisher  ausgeführten 
Rechnungen  wird  man  bei  ersten  B ahn be Stimmungen  stets  in  ähnlicher  Weise  zu 
machen  haben,  nur  kann,  wenn  die  Beobachtung  eine  mikrometrische  ist,  die  für 
die  Vergleichsterne  geltende  Reduction  auf  den  scheinbaren  Ort  ohne  wesentlichen 
Nachtheil  zur  Reduction  auf  das  mittlere  Aquinoctium  des  Jahresanfanges  (dieselbe 
ist  subtractiv  an  den  beobachteten  Ort  anzubringen)  verwendet  werden;  die  folgen 
den  Rechnungen  hingegen .  welche  die  Parallaxe  und  die  Sonnenbreite  aus  dem 
Probleme  eliminiren,  wird  man  bei  ersten  Kometenbahnbestimmungen  in  der  Regel 
übergehen  dürfen ,  dieselben  sind  hier  nur  durchgeführt  worden ,  weil  es  gilt  ein 
Musterbeispiel  herzustellen. 

Zu  nacht  ist  für  diese  Zwecke  die  Ortsstemzeit  zu  ermitteln.  Da  die  obigen 
Beobachtungen  Meridianbeobachtungen  sind,  die  in  der  unteren  Culmination  er- 
halten wurden,  so  hätte  man  einfach  für  die  geforderten  Angaben  die  um  1 2h  ver- 
größerten Rectascensionen  anzuwenden,  eB  soll  aber  von  dieser  zufälligen  Erleich- 
terung hier  kein  Gebrauch  gemacht  werden.  Die  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt 
[Anhang  I.  A.  6}  und  7)] : 

i-  z-  3. 

Ortszeit 

Accel.  für  Berl.  Zeit  (Tafel  I) 

Sternzeit  im  Berl.  Mittg  (Berl.  Jahrb.) 

Ortsstemzeit  in  Zeit 


Die  geocenfcrische  Polhöhe  für  Pulkowa  ist  59°  36' 3  und  logA  =  9-9989.  Die  Pol- 
hötie  als  Declination,  die  Sternzeit  als  Rectascension  betrachtet  (vergl.  pag.  37), 
sind  in  Länge  und  Breite  zu  verwandeln ;  da  sich  diese  Angaben  aber  auf  das  wahre 
Aquinoctium  beziehen,  während  die  Reduction  für  den  locus  actus  an  Coordinaten 
angebracht  wird ,  die  für  das  mittlere  Aquinoctium  des  Jahresanfanges  gelten ,  so 
wären  diese  Grossen,  wenn  man  streng  vorgehen  wollte,  eigentlich  auf  das  mittlere 
Aquinoctium  (mit  Ausschluss  der  Aberration)  zu  reduciren.  Bei  der  Kleinheit  der 
diesbezüglichen  Correction  braucht  man  aber  auf  diesen  Umstand  nicht  weiter  Rück- 
sicht zu  nehmen  und  es  wird  mehr  als  genügend  sein,  wenn  man  zur  Verwand- 
lung die  wahre  Schiefe  der  Ekliptik  verwendet  und  die  damit  erhaltenen  Längen 
allein  für  Präcession  und  Nutation  corrigirt,  wahrend  die  Breiten  unverändert  bei- 
behalten werden.     Man  hat  also: 


I*lj"53*" 

Ilft29m45*8 

il*39™52'9 

1    41-5 

1    42-2 

1     438 

6    14    54.2 

6    26    43-9 

6    38    336 

7    42    28.9 

17    58     1.9 

18    20    10-3 

265°  37'2 

269°  33'0 

2750  2-6. 

•  Google 


COS0 

8„8830 

7.8951 

8-9440 

COS  ff' 

97041 

9-7041 

9.7041       ( 

sinÖ 

9n9987 

o„oooo 

0.9983 

«'ein^' 

9.9358 

9-9358 

9-9358 

9.936s 

9-9358 

9-9363 

ri  cos  N' 

9„7028 

9.7041 

9.7024 

y 

1200  19*0 

120°  23*6 

120°  1 7'6 

£ 

23  272 

23     27-2 

23     27-2 

VT—s 

96    51-8 

96  56-4 

96  50-4 

sin  {N —  e) 

9.9969 

9-9968 

9.9969 

ri 

9.9996 

0-0000 

9-9995 

coe(JV" —  e) 

9n°774 

9.0822 

9.0759 

cos  6  sin  ( J) 

9.0770 

9.0822 

9.0754 

9n9784 

9.9998 

9.9716 

cos  6  cos  :7) 

8.5871 

7.5992 

86481 

w 

252°  4'o 

268°  7'o 

2900  3o'o 

—  (Präc.  +  Nut.) 

—   0.7 

—   0-7 

—     0-7 

/ 

252    3-3 

268   6.3    ' 

290    29.3 

sin  b 

99965 

9-9968 

9.9964 

cosi 

90986 

9-0824 

9-1038 

£ 

82"  47'4 

83°  3'4 

820  42*2 

■     Ä^r:^ 

09385 

0.9385 

09385 

ÄTTBini  :  R0 

4-  8"6io 

+  8"6l6 

+  8"6o8 

B  —  hnamb  :  Ä0 

—  9-37» 

—  9686 

—  9-828 

log  (5  —  Att  sin  b  :  B^ 

0.9717 

0.9861 

°.9925 

Lo-l 

7°  2  3'9 

7°  *9'9 

7°  35'9 

sin  \L0  —  i.) 

9-1098 

9-1156 

9-1213 

COtg|» 

Q-2453 

00843 

9.9746 

cos  [L0  —  K) 

9  9904 

9.9963 

99962 

A>  — ' 

202°  l8'6 

189°  7'4 

1690  36*4 

sin  (£„  —  /) 

9n5794 

0.2002 

9-2562 

log(Ä7TCOB5  :  iy 

00371 

0-0209 

00423 

cos  (£„  —  l) 

9,9662 

9.9945 

9.9928 

log  <fZ[ 

0,3268 

o„i86o 

0.0884 

logt/Z, 

9,6164 

9.2209 

92988 

</£, 

—  2"i22 

—  i"535 

'    —  l"226 

<f£j 

—  0-413 

—  0-166 

+  0-199 

^i„ 

—  2.5 

—  1-7 

—  1-0 

log*/  log  ü| 

2   5368 

2-3901 

2- 2867 

log  (/log  Bj 

1-3267 

.■3388 

■-3585 
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tflog-R,  +344  +246  +i„,  ...   ,    . 

,,      _  ,  Einheiten  der  sie- 

dhg^  +      21  +      22  +      23  ^^   Decimale 

dlog.B0  +365  +268  +216 


cosee/f 

0'3o6i 

0-1967 

01383 

log  (<&  :  C) 

1-2850 

1-1900 

"1379 

rf( 

+  0-000  001 

o-oooooo 

O'OOOOOO. 

Die  Grundlagen  für  die  weitere  Rechnung  [Anhang  II.  A.   1)]  sind  daher: 

t  l  ß  L  logß 

1881  Juni  35.429  277       86°  58'    o"2       +  29"  37'    6"g        940  21'  4g"5       0-007  2I5 
,,     28.431968       89   43   48-2       +39    28  24-7        97    13  40-1       0-007237 
Juli     1.438995       92    29   51-3       +46   40   18-6      100     5   43-5       0-007241. 

Nunmehr  ist  die  Entscheidung  zu  treffen,  welche  Methode  für  die  Bestimmung  von 
q,  und  q,„  eingeschlagen  werden  soll ;  nach  den  Formeln  Anhang  II.  A.  2)  findet  sich: 


^  —  L.)     %i  193 

log*-/»-) 

3,0099 

ain&,     9-8033 

log  com  pl.  :i.„,  —  k,) 

7-4790 

W0    168"  |8'3 

sccß,. 

0-1124 

ß.  —  ß.    +  1023'2 

w. 

104°    3'6 

K> —  *<     +33'-9 

w,—  w„ 

—  64°  I4'7- 

Nach  Anhang  II.  A.  3)  wäre  also  eigentlich  Olbers  Methode  zu  verlassen,  weil 
der  Cosinus  des  Winkels  W,  —  Wa  kleiner  als  eine  halbe  Einheit  ist ;  die  rasche 
geoeen  tri  sehe  Bewegung  liisst  aber  erwarten,  dass  die  Olbers'sche  Methode  auch 
in  diesem  Falle  gute  Resultat«  liefern  werde,  urosomehr  als  den  Beobachtungen  eine 
hohe  Genauigkeit  zugeschrieben  werden  muss.  Man  findet  nach  Anhang  II.  B.  a.  il: 


i„  —  L„    352°  30'  8"i 

Zi     8„893  797 

sin  (X„  —  L„)     9ni  15  568 

Zi     9-189934 

*gP»    9-915695 

Add.     9990 158 

aüijS,     9693924 

A",     8„752  701 

cotg/    9nl99  873 

W^     9-061  667 

sin/*„,    9861  794 

Add.     0-015  729 

l,  —  L„     3490  44'  20"i 

Z    8-883  955 

i.„,  —  L„     355    16    11-2 

t,„  —  t„  0-478137 

sin(A,  —  L„)     9^50747 

N    8-768430 

<*>«&    9-939187 

t„  —  t,    0-477511 

sinjjt,,,—  L„)     8„9i6  266 

Z  %,  —  Q     9-362  092 

cos/3w    9-836  435 

N[t„  —  l,)     9.24594" 

logj/    0116  151. 

M  grösser  als   die  Einheit  ist,   so   kann 

man  daraus  suhl  i  essen ,    dass   sich   der 

Komet    /wischen  der   ersten  und  dritten  Beobachtung  von   der  Erde  entfernt   hat. 
Nach  Anhang  II.  B.  a.   2) : 
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k,  —  L,    3520  36'  io"7 

/„  —  i„, 

3520  24'  7"8 

eos{Ä,  —  L,)    9-996  370 

cob{1„,—'L„) 

9996170 

cos/f,    9939  187 

<x*ß„ 

9836  435 

in  /,  —  L.)    Qni09  728 

sin  (/,„  —  L,„) 

9„i2i  294 

iin  (/',  cos  /*,     gno-i  8  y  1 5 

sini/',„coB/',„ 

8„957  729 

9-989  140 

9-996  648 

sin  1/1,  sin  P,     9-693  924 

sin  </',„  sin  P„ 

9-861  794 

sin^,    9704  784 

sini/i„ 

9-865  146 

<**V'.     9-935  557 

cos  t/>,„ 

9-832  605. 

ng  II.  H.  0.  3'. : 

L,„—h,    5°43'54"o 

ycos(G  —  £, 

7„7oi  064 

»in  \Lm  —  L,}     8-999  434 

9-999  469 

R„,    0-007  241 

ysin(G  —  /.,) 

9-006  675 

cos  ■'/,,„  —  L,'     9.997  823 

G  — Z, 

920  49'  56"; 

„cos  (/,,„  —  L.)     0005  064 

G 

187    11    46-2 

R,    0-007  215 

loK? 

9.007  206. 

Nach  Anhang  II.  B.  a.  4): 

k„,  —  K     5°3i'5i"i 

hcosLsin\H—  l„) 

8.923  183 

sin  Ä.„  —  l,}     8-983  996 

9971  659 

cos/i,     9-939  187 

ÄC0SLC08(i/ —  l,„) 

8-495  332  , 

ooß  (C  —  K)     9*997  974 

H—k,„ 

690  31' 31*7 

—  cos /?,  cos  (A„,  —  i.,)    9n937  161 

H 

162      1    23-0 

Mcosß,,,    9-952  586 

h  sin  C 

9659214 

Add.     8-558 171 

ÄC08L 

8-951  524 

jtfsin^w     9-977945 

sin  C 

9-991  812 

—  sin  ß,    9,,693  924 

cosC 

9-284  122 

Add.     9965  290 

loRJ 

9-667  402. 

Nach  Anhang  II.  B.  a.  5) ; 

G  11      25"  lo'  23"2 

sin  rp  cos  Q    8 -91 

S/3 

cos  (G  —  J/)     9956662 

9-908  495 

sinfG  — .H)     9-628751 

sin  f/- sin  0     9-99 

812 

cosf/i     9-240784 

sin?>     9-993317. 

Nach  Anhang  II.  B.  0.  6a): 

9-k     9339  804 

logB,     9711 

999 

ycos  <p  :  k     +  0-038  070 

logCw     9.872 

387 

logT    9-333  12' 

logfl,„     9756236 

t„,  —  t,    0-778  854 

li,ewtfi,    +  o-t 

76540 
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lOgT        9-3I5  465 

gsintp    9-000523 
log  A     9-685058 


/,  +0-838470 

log  R,„  cos  ip„,  9-839846 

Ä,„cosi//„,  :  M  +0-529291 

/„  +0-491  221. 


Da  bei   diesem  Beispiele   die  Absicht  vorliegt,    die  Planetenaberration   der  Haupt- 
sache nach  zu  berücksichtigen,  so  wurde  nach  Anhang  II.  B.  a.  6b)  berechnet: 


(Jf-i 


{M—  \)     9.4866 

:(C  — 4)     8-7077 

logx     6- 1068. 


Die  Versuche,  nach  Anhang  II.  B.  a.  7a),  7b)  und  7c)  geleitet,  sind  im  folgenden 
nebeneinander  angesetzt;  die  fiir  die  Planetenaberration  nach  dem  ersten  Versuche 
resultiiende  Correction  erweist  sich  schon  hinreichend  genau,  so  dass  die  dies- 
bezüglichen Formeln  im  zweiten  Versuche  nicht  mehr  durchgerechnet  wurden..  Um 
Raum  zu  sparen,  sind  die  nach  7c)  berechneten  Zahlen  unter  der  Columne  des 
dritte»  Versuches,  durch  einen  Doppelstrich  abgetrennt,  angesetzt  worden : 


1 .  Versuch 

2.  Versuch 

3.  Versuch 

log  ('.  +  r-},  =  * 

0-301  030 

0-189  52° 

0-189856 

t* 

0-150515 

0-094  760 

0-094  928 

fr 

o-45i  545 

0-284  280 

0284  784 

log, 

8863  920 

9031  143 

9-030639 

V 

+  0073  100 

+  0-107434 

+  0-107  310 

Tafel  VII  j. 

O-OOO  O97 

0150418 

0000  210 
0-094  550 

o-ooo  209 

V(r.  +  r„).  :  it 

0-094  719 

CM  9 

9-835476 

9-779650 

9-779  8i9 

tg# 

0027  169 

0-122593 

0-122  327 

rtgs 

+  0-229  24° 

+  0-285  57' 

+  O285396 

rtg»-f. 

—  0-609  23° 

—  0-552899 

—  0-553  074 

rtgv-u 

—  0-261  981 

—  0-205  650 

O-205  825 

logTtg*-/,, 

9n78478i 

9„742  646 

9»742  783 

iog(rtg*-/„; 

9n4i8  270 

9n3'3i29 

9p»3'3  498 

tgft 

©„072  782 

o„030  647 

o„030  784 

tgöf„ 

9,662  034 

9*55°  893 

9n557  262 

COSÖ, 

9-810059 

9-833621 

9-833  548 

cos  ö,„ 

9-958  447 

9973  470 

9-973  427 

T, 

9-901  940 

9878378 

9-878451 

T„. 

9-913940 

9-898  917 

9-898  960 

Add. 

0295  071 

0-290882 

0-290897 

log/,  +  r«,)e  =  V 

0-20901 1 

0-189799 

0-189857 

x~y 

+  0092  019 

—  0-000279 

—  o-ooo  001 
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sinff,„ 

9n6205 

9«53°4 

rtg&  +  j>  0-2673 

MBin6„, 

9n73Ö7 

9-1*466 

iog(rtg*  +  y)  94270  . 

sin  ff. 

gn88z8 

9n8643 

10*:  {rtg&-\-y}  0-8740 

Add. 

0-2341 

0-2057 

—  tg£y  :  Äaiii*  9n°336 

siny 

8-8640 

9-0314 

io?dx  :  (rtg#  +  y;  9*9213 

2  cos  .J  y2 

0-3004 

0-2998 

rflogp(  -|-  0-0901 

«si? 

8-5636 

8-7316 

logp,  95171 

sin# 

9-8626 

9-9022 

xe,  +0-00004 

AsinS 

9-5300 

9-5696 

logi  — «e-  9-315423 

._    tgjyfio-1:  10*) 

8-6556 

8-7313 

log..*  +  *p,  9685  100. 

tg-Jy,iox:  Asin#io" 

9- 1256 

9-1617 

sin  ff,  +  jtfsinff,,, 

o„n6o 

o„07Oo 

log(»—  i) 

9n2425 

9.3317 

log» 

9.9166 

99188 

*»g{*—  y) 

89639 

6„4456 

Jx — 0-11151  +0-000336. 

Da  in  dem  dritten  Versuche  der  Anfangs wurtli  z  mit  dem  Endwerthe  y  innerhalb 
der  Unsicherheit  der  logarithmischen  Rechnung  stimmt,  so  erscheint  der  wahre 
Werth  von  x  ermittelt  und  man  kann  die  Zahlen  des  letzten  Versuches  »ur  weiteren 
Rechnung  verwenden. 

Nach  Anhang  II.  B.  a.  8a)  wird: 

löge,    9509829 
ioge>»  9-625  980, 

und  die  der  Hauptsache  nach  für  die  Planeten  aberration  verbesserten  Zeiten,  welche 
der  folgenden  Rechnung  zu  Grunde  liegen,  sind : 

t,  =  Juni  25.429  277  —  o-ooi  867  =  Juni  25.427  410 

t„   =   ,,   28.431  968  —  O-O02  153  =   ,,   28.429  815 

(,„  =  Juli      1.438  995  —  0-002  439  =  Juli      1.436  556. 

Würde  man  vermuthen,  dass  der  der  Rechnung  als  Grundlage  dienende  Werth 
von  M  zu  wenig  genau  sei,  so  könnte  man  nach  den  Formeln  34)  bis  36) 
(pag.  299)  die  Perihelzeit'  und  log;  ermitteln  und  mit  den  erhaltenen  Werthen  von 
r„  r,„  r„„  t>„  t>„,  o„,  nach  den  Formeln  21)  (pag.  289)  und  22)  (pag.  290}  den  verbesserten 
Werth  von  M,  der  dort  mit  IM]  bezeichnet  ist,  ableiten;  da  aher  das  vorliegende 
Beispiel  hauptsächlich  den  Zweck  hat ,  zu  zeigen ,  wie  die  Rechnung  bei  einer 
ersten  Bahnbestimmung  zu  führen  ist,  um  zur  Kenntnis  genäherter  Elemente  zu 
gelangen,  so  soll  dieselbe  nicht  unterbrochen  werden,  umsomehr,  als  auf  die  Ver- 
besserung des  angenommenen  Werthes  später  eingegangen  wird. 

Nach  Anhang  II.  C.   1)  wird  gefunden: 

cos[A, —  L,)cosß,    9-935  557  '     cos(im  —  Lm)a»ß,„    9-832  605 

e,cos(A, —  L,]co»ß,    9-445  386  e„,cos  \K„,  —  £„,;  cos  £,„     9-458  585 
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3*1 


B. 

0007  215 

R, 

0-007  24l 

Subt. 

9-860  778 

Subt. 

9-855  694 

r,cosö,8in(/,  —  L,} 

8,558  744 
9,999  478 

r,„cosö,„ 

sin  ({„  —  £,„) 

8,583  709 
9,999  401 

r,  cos  4,  cos  (/,  —  L,) 

9.867  993 

r„co8j„, 

eos(/,„  —  Lm) 

9,862  935 

r,  sin  b, 

9-203  753 
9.990063 

r.nl. 

9-487  774 
9964574 

r,  cos  Ä, 

9-868515 

j-,„cos4m 

9863  534 

(.—  L, 

182°  48'  31' 

'8 

1,—  L„ 

l83°o'  34"  3 

1. 

277    10  21 

■3 

l,. 

283   6   17-8 

tgS, 

9335  238 

tg*~. 

9  624  240 

logn 

9-878  452 

logr,,, 

9.898  960. 

Die  Werthe  von  logr,  und  \ogr,„  stimmen  mit  jenen  des  letzten  Versuches  innerhalb 
der  Unsicherheit  der  logarithmischen  Rechnung  überein. 
Nach  Anhang  II.  C.   2) : 

Da  die  heliocentrischen  Langen  zunehmen,  ist  tgt  positiv. 


C  —  l 

5°  55'  56"5 

tgisin(/,—  Q]     9-335238 

cos  [lM  —  l,) 

9-997  668 

9-997  449 

tg&,C08(J,„  /,) 

9-332  906 

tgi'cos(/,  —  Q)     0-298963 

tgÖ,„ 

9-624  240 

/,  —  Q         6°  1 2'  1 5H6 

Subt. 

9-980  386 

Q     2700  58'    5"7 

log  Zähl. 

9-313292 

tgi    0-301  514 

sin  (&,  —  /,} 

9-014329 

•     63°2  7'37"7 

sini 

9-951  642. 

fach  Anhang  II.  C.  3a)  und  3h) : 

cost 

9-650  128 

£„  —  Q     120  8'  i2"i 

sin(/,  —  U) 

9033  724 

sin  (/„,  —  Q)     9-322  725 

sin(£  —  Q)cost 

8683  852 

ein  [l,„  —  Q)  cosi     8-972  853 

tg  b,  sin  1 

9-286  880 

tgÄwsini    9-575  882 

Add. 

0-096  716 

Add.     0-096  716 

log  Zähl. 

9383  596 

log  Zähl.     9-672  598 

cosft-Q] 

9-997  449 

cos(J„,~  Q)     9-990183 

«/ 

I3°40'  28"3 

«m     250  42'  5"3 

«m  —  U, 

12°  1'  37"o. 

>ie  Probe  ergibt  mit  ausschliesslicher  Benützung  der  Zahlen  des  letzten  1 

*P    9-315632 

{2  —  r,)    9-005993 

log<T      9-220704 

(3  —  r„)     8-811833 

3      +  0-l6Ö22$ 

1         V{2- 

-r,)(2  —  r„)     8-908913 

r.    +0-755877 

Vrs,»    9-888706 

rm    +  0-792  428 

{ (u,„  —  «,)       6°  0'  48"6 

2.2    +I-7M533 

«„-«,     .2    1   37-2  jp^ 

2     +  0-857  2°( 

>,5 

Differenz                 0-2 } 

Opiinlier,   BiklhaatiBBUnpn.   1. 

3.  «■*>(•. 

41 

db»Goog[e 


Da  die  Differenz    beider   Resultate  nur  o"z   beträgt,    sind  keine   Correctionen   im 
Sinne  der  Formeln   3c]  anzunehmen  und   die  Kleinheit  des    Unterschiedes   beider 


Resultate  bestätigt  die  Richtigkeit  der  Rechnung. 

Nach  Anhang  II.  C.  4): 

|(u,„  —  w,} 

6°o'  48"5         sin^v. 

-Vi 

9-291  704 

cotg  J  [u„  —  «,) 

0-977  398 

9-993  800 

Vr, 

9-939226         cosju, 

:Vj 

0060  774 

cosec£{u,„  —  «,) 

0-979  795 

!». 

9°  39'  3°"7 

Vfm 

9-949  480 

w, 

19    19     14 

log  I 

1-038  172 

Vq 

9933026 

log  II 

1-030315 

1 

9-866  052 

Subt. 

8261  389 
u     354°2i'26"9 

JT      265     I9    3-26. 

fl, 

9799  078 

Nach  Anhang  II.  C.  5): 

log  M,     1  ■  1 50  036                 log  M,„ 

1-374207 

Jt,    —  8 

894  34                           Jt,„ 

—  14 

•90  338 

T    Juni 

16-53307                T 

Juni 

16-53318 

im 

Mittel  T  =  Juni  16-533125 

Die  Elemente  sind  somit: 

T=  1881 

Juni  16-533  I25  tnittl. 

.  Berl 

.  7.1. 

n  =  2650  19'  32"6  | 

Q  =  270   58     5-7  \  mittl.  Äquin.   i88i'0 
%=    63    27  37-7  ) 
logy  =  9-866052. 
Die  Berechnung  der  Darstellung   des  mittleren  Ortes   nach   diesen  Elementen  ge- 
staltet sich  wie  folgt: 
Nach  Anhang  II.  D.   1): 


t„  —  T  + 

log(*,,-r) 

log.M„ 


Nach  Anhang  II.  D. 
cosju,,1 


r„Bin«„ 
cos  {L„  —  Q} 


2): 

12°  44'  3"  1 
9-978  369 
9-887  683 

9  973  464 
9-530408 
9-418091 
1860  15'  34"4 
9*997  403 


1 1  -896  690 
1-075426 
1-276348 
25°  28'     6"2 
«9   49   331- 


r„  sin  u„  cos  1 

R„e.m[L„  —  Q) 

Subt. 

o„sin  [l°„  —  Q)  cosjy» 

q„  cos  (A°„  —  £3 )  cos  jö°„ 
^sinp"« 


9-068  219 
9»o44  793 
8-743  680 
7-788  473 
9»999  898 
9n453  9>5 
9-369  733 
9-887  563 
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ß„  cos  /S°„ 

9  454  °"  7 

*°„  —  a 

■78°45'44"3 

l°. 

89   43   500 

IT. 

+  39   28   29-5 

9-566454 

323 

sin  [L„  —  Q)     0,037  556 

r„cosu„     C)-86l  147 

E„  cos  (Zi„  —  Q )     o„oo4  640 

Subt.    9-592  768 

log«- 
d/.„cosß„  —  i"4 
dß„  —4.8. 
Die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  ist  eine  befriedigende  und.  man  könnte  sich, 
damit  umsomehr  begnügen,  als  gewöhnlich  eiste  Bahnbefltimmiingen  den  Zweck 
verfolgen,  genäherte  Ephemeriden  rasch  betzuschauen.  Dieselbe  ist  jedoch  einer 
Verbesserung  fähig;  denn  berechnet  man  nach  der  ersten  Formel  in  Anhang  II. 
D.  3)  cotgJ",  so  findet  sich: 


la„  —  L„ 

352°3o'9"9 

Bin  {l"„  —  L„) 

9n"  5  54° 

<%F. 

9-9I5  7'6 

cotg/° 

9„I99  824, 

welcher  Werth  um  49  Einheiten  der  sechsten  Decimale  von  dem  oben  (pag.  317}  er- 
mittelten Logarithmus  von  cotg/  abweicht.  Es  soll  nun  das  vorliegende  Beispiel  m 
der  Richtung  weiter  Verwendung  finden,  dass  an  demselben  die  früher  entwickelten 
Methoden,  die  zu  Grunde  gelegten  Annahmen  zu  verbessern,  erläutert  werden. 

Zunächst  soll  jener  Werth   von  M  ermittelt   werden,    welchen  die  Anwen- 
dung des  Carlini'schen  Kunstgriffes  gibt.    Durch  die  vorhergebenden  Rechnungen 

wurde  gefunden :  ,  .     _  „ 

log  cotg/      9fli9g  873 

log  cotgJ"    9^99824 

somit  ist  nach  37)   (pag.  300)  log  entg/'     0,199922, 

also,  wenn  man  statt  cotg/  den  hier  bestimmten  Werth  von  cotg/'  in  die  Formel 

für  M  eiufiihrt  [Anhang  II.  B.  a  1)]: 

log^i     ^893  846        logJVj     8„752  701  Z :  N    0-115379 

log^     9-189934         log^Tj     9-061  716      [t,„ — t„)  :  %  —  t,)     0-000626 

Subt.     9-990  059    ,      Subt.    0-015  825  log  iM)    01 16  005, 

logZ     8-883905  logiV    8*768526 

so  dass  der  nach  dem  Carlini'schen  Kunstgriff  verbesserte  Werth  von  M,  der 
mit  [M)  bezeichnet  ist,  um  146  Einheiten  der  sechsten  Decimale  gegen  den  ursprüng- 
lichen Werth  verkleinert  erscheint.  Sicherer  jedoch  und  befriedigender  wird  der 
Werth  von  M  durch  die  Anwendung  der  Formeln  21)  (pag.  289)  und  22)  (pag.  290] 
bestimmt  werden  können.  Die  Rechnung  mit  Benützung  der  früher  erhaltenen  Zahlen 
ergibt: 


v„  —  v„     50  52'  32"2 

Ä„,sin  [L„  —  L„)     8-706  457 

v„  —  v,    6     9     4-8 

H,»ia  {£,—  L„)  [r„r„] :  [r,r„]     8,706  558 

Bin  [v„,  —  v„)     9-010  169 

Subt.     6-3667 

sin(v„  —  t»,)     9-030012 

mN    5„0732 
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sin  (vm  —  v„)  :  sin  [v„  —  v.) 

rm  :  r, 

Kr 


:  [r.K] 
L.  —  L,, 
6in(i,—  L„) 

*[r.rj":  [r,rj 

L„,  —  L„ 

sin  (L,„  —  L„) 


9980157 

0-020  508 

o-ooo  665 


0  51   5°"6 


N  8.7684 

m  6„3048 

«  :  [f  J  6M7950. 

Z  :  .2V*  0-115  525 

Jtf  o- n  6  190 

Subt.  9-999  793 

log(jtf)  0-115983. 


Sn6g8  678 

0-007  880 
3  52'  3"4 

8-699  21° 

Dieser  verbesserte  Werth  von  (M)  hatte  aber  auch  im  Verlaufe  der  Rechnung  er- 
halten werden  können,  wenn  man  von  der  pag.  320  eingeschalteten  Bemerkung 
Gebrauch  gemacht  hätte;  es  wäre  dadurch  die  Berechnung  der  Ausdrücke  An- 
hang II.  C.  1)  II.  C.  2),  II.  C.  3a),  3h),  H.  D.  1)  II.  D.  2)  erspart  worden.  [M] 
weicht  von  dem  ursprünglichen  Werthe  um  168  Einheiten  der  sechsten  Decimale, 
und  von  dem  nach  Carlini's  Verfahren  erhaltenen  um  22  Einheiten  ab;  doch 
verdient  der  zuletzt  ermittelte  Werth  voraussichtlich  den  Vorzug  und  soll  deshalb 
zur  weiteren  Verbesserung  der  Elemente  Verwendung  finden.     Man  wird  demnach 

mit  dem  "Werthe  :  , 

logAf  =  0-115  983  , 

die  Rechnung  nach  Anhang  II.  B.  a,  zu  wiederholen  haben  und  hierbei  ohne  Ände- 
rung in  der  Anordnung  wie  oben  (pag.  317)  verfahren,  nur  wird  man  bei  der  Durch- 
führung der  Versuche  sofort  von  den  bereits  erlangten  Näherungen  Gehrauch  machen. 
Da  die  Änderungen  in  log  JV/  klein  sind,  so  empfiehlt  es  sich  im  vorliegenden  Falle, 
die  Correction  von  p,  durch  Anwendung  der  oben  [46)  und  47)  pag.  303}  gegebenen 
Differentialformehl  zu  bestimmen,  wobei  dlogM  =  — o-oooiöS  anzunehmen  ist. 
Die  Rechnung  nach  46)  mit  Benützung  der  vorhandenen  Zahlen  stellt  sich  wie 
folgt: 


COs£cOs(.ff —  l^cosfi,,. 

8-33-77 

W 

903085 

h  sin  £  sin  ß,„ 

Q-5JIO! 

2cos^y3 

0-29977 

Add. 

002722 

>gir 

8.73108 

logl....] 

9-54823 

sin  8,„ 

9.53069 

-«g«. 

950983 

Mum  8„, 

91,64684 

log* 

9- 22070 

sin» 

9.86433 

G  — *,„ 

94°4l'55" 

Add. 

0-20576 

cos  (G  —  i,„) 

8,91336 

h  sin  ■'} 

956955 

y  cos  ß,„ 

8.84364 

nm$,+  M 

s.n9,„)tg4). 

8.80117 

logl 

7„757oo 

Suht. 

9-91884 

log  II 

905806 

log  Nenner 

q. 48839 

Add. 

0*02119 

fl.sinö,,. 

9.04052 

log  {...-) 

9.07925 

9 

si  n  fi„,  tg  \  / 

7»77"°o 

er  • 

028913 

Subtr. 

9-98887 

p 

9.36838 

log  Zähler 

9»357->5 

dg, :  dM 

=  9.86886. 
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Weiter  findet  sich  nach  47)  (pag.  303) : 

M :  Mod.         0-47837 

dlog-itf         6n2253i 

MdlogM:  Mod.        6n7<>368 

rfp,  -|-  o-ooo  374. 
Da  die  geocentrische  und  heliocentrische  Bewegung  des  Kometen  bedeutend  ist, 
wird  der  Differentialquotient  dq,:  d log M  nicht  sehr  gross  gefunden,  wiewohl  der- 
selbe im  Nenner  (vergl.  10)  pag.  280)  ein  Glied  erster  Ordnung  enthält;  die  ver- 
besserte geocentrische  Distanz,  welche  zur  Berechnung  der  neuen  Elemente  ver- 
wendet werden  soll,  ist  sonach : 

p,  =  0-323  466  +  0000  374  =  0-323  840, 
und  es  findet  sich  mit  dem  verbesserten  Werthe  von  log M  =  o-i  15  983 ; 

log«.  9.510330 

logg«  9-626313. 
Da  'sieh  die  Berechnung  der  Elemente  und  die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  in 
derselben  Weise,  wie  dies  oben  geschehen  ist,  bewerkstelligen  lässt,  werden  hier 
nur  die  Hauptmomente  der  Rechnung  angeführt;  es  soll  aber  besonders  hervorge- 
hoben werden,  dass  die  in  Anwendung  gebrachten  Zeiten  um  die  mit  den  Zahlen 
der  ersten  Rechnung  erhaltenen  Werthe  der  Planetenaberration  verbessert  sind  und 
für  t„  jener  Werth  angenommen  wurde,  welcher  dem  für  die  Darstellung  des  mitt- 
leren  Ortes  gefundenen  q„  entspricht,  nämlich  C=  Juni  28-429841;  diese  Zahl 
unterscheidet  sieb  nicht  wesentlich  von  dem  früher  erhaltenen  Näherungswerthe. 


1  = 

277°  10'  37B3 

l,„—  283°6'29"3 

tgj,= 

9-335  9*6 

tgim  =      9-624703 

r,= 

9-878  296 

r,„=      9-898  900 

u,= 

>3°4i'37"° 

«„,=    25°43'2o"7 

t,= 

'9    25  43*4 

t»„  =    31   27  27-1. 

Elemente. 

T  =  1881  Juni 

16-489  005  mittl.  Berl.  Zeit 

7t    =    265°    I3'    56 

4    1 

Q  =    270    58     2 

i   (-,-,       iR     in 

\  mittl.  Äquin.  1881-0 

63    28   39-1 
log?  =     9-865  750.      I 
"*  =       25°34'54"5  logr„=   9-887  577 

l„°=       89   43  47-5  logß„=   9-566861 

Ärw  +  39    28   25"  cotg/°=   9»'99  883 

dk„co&ßH  =  +  o"5  ,  dß„  =^=       —  o"4. 

Die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  ist  in  Hinsiebt  auf  die  nur  sechsstellig  geführte 
Rechnung  mehr  als  hinreichend  genau  und  berechtigt  zu  dem  Schlüsse,  dass  die 
Beobachtungen  und  die  Rechnung  mit   keinen   wesentlichen  Fehlern   behaftet  sind 
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und  die  parabolische  Hypothese  sich  innerhalb  des  beobachteten  Rogens  als  genügend 
erweist.  Die  Differenz  von  zehn  Einheiten  der  sechsten  Stelle  in  den  Logarithmen  der 
Grössen  cotg.T'und  cotg  /erklärt  sich  hinreichend  aus  der  Unsicherheit  der  Rechnung; 
eine  Änderung  von  o"6  in  der  Länge  würde  dieselbe  sofort  verschwinden  machen. 

Die  Berechnung  der  Elemente  des  Kometen  erscheint  somit  beendet ;  um  aber 
die  ganze  Rechnung  einer  durchgreifenden  Prüfung  zu  unterwerfen,  soll  noch  aus 
den  erhaltenen  Elementen  eine  genaue  Ephemeride  berechnet  werden,  wobei  sich 
Gelegenheit  bietet,  die  Anlage  einer  solchen  Rechnung  durch  ein  ausführliches 
Heispiel  zu  erläutern.  Um  den  Gang  in  den  Differenzwerthen  der  zu  erhaltenden 
Coordinaten,  soweit  es  die  Rechnung  gestattet,  möglichst  regelmässig  zu  gestalten, 
soll  die  Ephemeridenrcchnung  siebenstellig  geführt  werden :  man  wird  aber  nicht 
erwarten  dürfen,  dass  die  Darstellung  der  Orte  adäquat  der  siebenstelligen  Rech- 
nung gefunden  werden  wird ,  weil  die  Verbindung  der  beobachteten  Orte  mit  den 
Elementen  nur  durch  eine  sechsstellige  Rechnung  hergestellt  erscheint. 

Mit  e  =  230  27'  i7"o7  wurden  aus  den  obigen  Elementen  nach  den  Formeln  14) 
(pag.  18)  die  Aquatorconstanten  ermittelt  und  mit  Rücksicht  auf  die  parabolische 
Form  der  Bahn  zur  Berechnung  der  rechtwinkligen  heliocentrischen  Coordinaten 
die  Formeln  16)  (pag.  19)  gewählt;    hierdurch  erhielt  man: 

A'       35&°  25'  5°"°°  \ogm      9.515  8673 

B'       243    25    18-17  tog"       9'857  6287 

C"      328   28  5195  logp      9827  1323. 

Die  nachfolgende  Ephemeride  enthält  alle  für  die  Herstellung  derselben  nöthigen 
Zahlen.  Die  bei  der  Rechnung  auftretenden  Sonncncoordinaten,  sowie  die  zur  Re- 
duction  auf  das  wahre  Äquinoctium  erforderlichen  Grössen  /,  ff,  G,  sind  dem  Ber- 
liner Jahrbuch  entnommen.  Die  mit  dv  und  /t  log  sec  \  v'1  bezeichneten  Zeilen 
betreffen  die  successiven  Differenzwerthe  der  wahren  Anomalien  und  die  mit  umge- 
kehrten Zeichen  genommenen  Differenzen  von  log  cos  \  r* ;  diese  Zahlenreihe  dient 
dazu,  um  aus  den  für  den  ersten  Ort  erhaltenen  Wertheu  von  A'~\-v,  B1 -\~  v, 
C -\- v.  log  m  ecc  $  v2.  log  n  sec  \  v'1.  log  p  see  \  t>2  durch  successive  Addition  die  für 
die  übrigen  Orte  geltenden  zu  bekommen,  so  dass  die  Übereinstimmung  der  Werthe 
des  letzten  Ortes  mit  dem  direct  berechneten  eine  Controle  für  die  Richtigkeit  der 
Zwischenzahlen  liefern  wird.  Die  Correctionen,  welche  schliesslich  an  die  ermittel- 
ten Rectascensionen  und  Declinationen  angebracht  erscheinen,  stellen  die  Reduction 
auf  den  wahren  Ort  vor  und  sind  nach  den  einfachen  Formeln  (vergl.  pag.  251): 
Ja  =  /  +  ff  sin  [G  +  o)  tg  3 
Ji  =  ff  cos(G  +  er)  , 
berechnet,  denn  die  Fixaternaberration  wird,  weil  man  dieselbe  bei  Vergleich  mit 
den  Beobachtungen  stets  gleichzeitig  mit  der  Planetenaberration  durch  die  Sub- 
traction  der  AherrationBzeit  von  der  Beobachtungszeit  berücksichtigt,  bei  Epheme- 
riden  niemals  in  Rechnung  gezogen.  Die  Ephemeride  gibt  geocentrische  Orte, 
weshalb  die  Beobachtungen  vor  Vergleich  mit  denselben  um  die  Parallaxe  (vergl. 
pag.  35)  zu  corrigiren  sind. 
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Die  vorstehenden  Zahlen  gehen  also  folgende  Ephemeride,  nehen  «elcher  die  Diffe- 
renzwerthe  angesetzt  sind : 
■  8Bi  i»*m.Berl.  Zt. 


Juni  23 

M      24 


5A  34m  51*84 
5    38     3660 

25  5    42     48-25 

26  5   47    2g-c 
2?     5    52     45-26 


Juli 


28  5    58 

29  6      5 

30  6    12 


+  5 

3792  +5 
v    +6 

12-12 

32-26  +  ' 


1.  Diff. 

+  3™  44*7' 
+  4     ■■ 
+  4    4" 
■5 

52 
34 


20    4299 
29    49-06 


+  8     10 

+  9 


-     +26'89  , 

65  +  30.08  +  3"> 
73  ,  +3-47 
28 +  »-"  +  3-83 

66  +  "-38  +  4.6 
+  4>'54    . 

20  4-  4-40 

+  45-94  , 

">++<■"* 

"  +  55-34  +  4-" 


log? 
4802 
4949 


+V28 
+  0-36 
+  o-33 
+  0-24 
+  0-25 
+  0-10 


6-07 


"  +  . 
+  1667 

6+'8't' 

5296 4- 

#:> 


Juni  23  +  450 


1.  Diff. 

+  4°  "7' 5 


3.  Diff.      4.  Diff.    Aberr. 


24  +  49   20  59-2 

25  4-53   18  32-o  +  3  " 

26  +  56  55   .0.5 +  3  3 

■'-  -  10 


15.6 


+  3 


27  +  60    11     ij-u 

+  2     56 


28  +  63      7  43-2 


+  2     38 


29  +  65   45  48-9 

30+68  6  592  ;2 

+  2      5 

1  +  70    12   41-2 

2  +  72     4  i8-9  +  '    5' 


—  20  22  7 

—  20  54 

—  »o  .33 

—  ■9  37 

—  18  21 
-16   55 


-  3i"6 

+  209 

4-  55-9 
+ 


•15-6 


27I_ 
24-0 


37-7 


2  35 
52*5  2  41 
35-o  2  48 
19-7  2  56 
10-9  3     4 

o-6  3  13 
31   3  22 

3  31 
3  4" 


4-  >99_ 
+  196 
+  193" 

Zt. 


+  5''  +  ,.o 

,+r  4-0.8 

„4-6-9 
4-7-6  , 
+  8 
+  8-6  ' 
4-9-°  . 


6'+o.7 

+0-5 

!+o-5 


+  9'4 
+  9-6 


+  0-4 

+  0'2 


Die  Beobachtungszeiten  der  zur  ßahnbestimmung  benützten  Beobachtungen  werden 
wegen  der  Aberration  der  Reihe  nach  um  2m4i*4,  3n'4*o,  3*" 30*9  zu  vermindern 
sein.  Interpolirt  man  für  die  so  verbesserten  Beobachtungszeiten,  nachdem  dieselben 
auf  den  Berliner  Meridian  übertragen  sind ,  aus  der  vorstehenden  Ephemeride  die 
Rectascensionen  und  Declinationen ,  so  erhalt  man  der  Reihe  nach : 


29*01 

4-  53°    1'  59"5 

11.87 

+  62    55   57-3 

10-26 

+  70     5     8-6 

6    20 

Die  Beobachtungen  sind  vor  ihrer  Vergleichung  mit  diesen  Zahlen  für  die  Parall- 
axe zu  verbessern.  Da  die  Beobachtungen  im  Meridian  in  der  unteren  Oulminatiou 
angestellt  wurden,  so  wird  die  Berechnung  der  Parallaxe  nach  den  einfachen  For- 
meln 31)  (pag.  36)  vorgenommen  werden  können;  man  hat  nach  Ermittlung  der- 
selben :  Beob.-Rechng. 
Beoh.  a  Parallaxe  Beob.  t  Parallaxe  da  37"" 
5A  42m  29*01  0*00         +  530    1'  34"6         +  25"2              0*00     +  0*3 

5  58     11-94  000         +62    55   35-8         +  20-2         ■+■  0-07     —  1-3 

6  20     10-30  000         -T-  70     4   53-3         +  i6-i         -J-  0-04     +  o-S. 
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Die  Unterschiede  sind  kleiner,  als  sie  nach  einer  nur  sechsstellig  gefühlten  Elementen- 
rechnung erwartet  werden  durften  und  geben  daher  Zeugnis  für  die  Richtigkeit 
der  gesammten  Rechnung. 

Man  kann  die  vorstehende  Ephemeride  auch  zur  Bildung  eines  Normalortes 
(vergl.  Band  II  pag.  371)  benützen,  doch  darf  man  dann  nur  Beobachtungen  zu- 
sammenfassen, welche  einander  verhältnismässig  nahe  liegen.  Der  Grund  dieser 
Beschränkung  liegt  darin,  dass  die  obige  Ephemeride  auf  Beobachtungen  beruht, 
die  nur  um  je  drei  Tage  von  einander  abstehen,  weshalb  die  für  die  Bildung  des 
Normalortes  erforderliche  Bedingung,  dass  die  Abweichung  der  Ephemeride  von 
den  Beobachtungen  der  Hauptsache  nach  linear  mit  der  Zeit  fortschreite,  für  grössere 
Zeitintervaüe  möglicherweise  nicht  erfüllt  sein  kann.  Es  soll  der  Normalort  für 
Juni  28-5  gebildet  werden,  der  in  dem  weiter  unten  folgenden  dritten  Beispiele 
Verwendung  finden  wird.    Die  zur  Grundlage  dienenden  Beobachtungen  seien: 

Ortweit  a  tf  Abarr.  Zt.     logg 

1881  Juni  18  Pulkowa  (Meridiankreis)     n*  ig"1  45*8     j*  je™  11*94     +  6*°5j'35"e   — 1™  4*o    9-5670 

„     „    „  (Pass.Inst.u.Vert. Kr.)     n    39    45  •«    S    S«    ""-95    +  *a  SS  !*-3    —3    4-°    9-5*7° 

„     ,,      Madrid  [Meridiankreis)     n    »9    590    j    58    47-7°    +  63    11  140   —3    4-7    9-5687 

,,    ,,       Strasburg  (Refractor)    14   34     s*o    S  59    *4-79    +*3  *7  *4-o   —3    5-5    9-57°*»' 

Berechnet  man  zu  diesen  Beobachtungen  die  Correctionen  für  Parallaxe,  wobei  für 
die  letzte  Beobachtung  das  Formelsystem  30)  (pag.  35)  zu  benützen  ist  und  inter- 
polirt  für  die  um  die  Aberration  corrigirten  Berliner  Zeiten  aus  der  obigen  Ephe- 
meride die  polaren  Coordi unten,  so  erhält  mau: 


Parallaxe 

Berechnete  Coordinaten 
a                                <t 

Baob  .-Rechne;. 

in*           in<T 

tfc              di 

0*00     -H  20n2 

5fc58m  ilJ87      4-  62°  55' 

57"3 

+  0*07     —  i"3 

O-OO      4"  20-2 

5    58     11-87     +6*    55 

57-3 

4-o-oS     — 08 

o-oo     -f-  23-2 

5    58    47-05     +63    11 

48- 1 

4-  0-65     —  O-Q 

—  i-69     4-17-7 

5    59    23-14     4-63    27 

43-1 

—  0-04     —  1-4. 

Die  oben  stehende  Ephemeride  bedarf  daher  im  Mittel  der  Correction  : 

da  =  +  0*19         dd  •—■■  —  i*i, 
die  man   für   die   Berliner  Mitternacht  des   28.  Juni   geltend  annehmen   darf;  die 
Verbindung  dieser  Correction  mit  dem  Ephemeridenorte  gibt  den  wahren  Ort: 
1881  Juni  28-5     «  =  890  39'  3i"6 
d  =  +  63      7   421. 


Es  sind  nun  die  Formeln ,  welche  bei  dem  Eintritte  des  Ausnahmsfalles  mit 
Vortheil  in  Anwendung  gezogen  werden  können,  durch  ein  ausführliches  Beispiel 
zu  erläutern. 

Zu  diesem  Zwecke  sollen  drei  Beobachtungen  des  Kometen  III.  1869  ge- 
wählt werden,  den  seine  Wiederkehr  im  Jahre  1881  als  periodisch  erkennen  Hess; 
dieselben  sind: 

Oppuljei.    JtmhiibostimmnnKPn.    I.    2.  iaUlfl*.  43 
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Beohacht.  Ort      OrtMeit  app.  r                        app,  J 

1869  Novb.  29     Wien         10*  I3W  39*  22*  56m  57*57  +  150  28'  2o"o 

,,     Decb.      4     Bonn           9   45     25  23    29    52-32  +  ,8    23   27-9 

„         ,,         9     Krakau     10   44      4  06    22-54  -{-21      5   33-2. 

Da  vorausgesetzt  wird,  dass  keine  Näherungen  für  die  Elemente  bekannt  seien,  so 
sollen  für  die  Reduction  der  Beobachtungen  die  im  Anhange  aufgeführten  Vorschrif- 
ten befolgt  werden,  wiewohl  man  sich  bei  der  thatsächlichen  Anwendung  manche 
Übergebungen  gestatten  darf.  Diese  die  Bahnbestimmung  vorbereitenden  Rechnun- 
gen sollen  jedoch  nur  in  den  Hauptresultaten  mitgetheilt  werden,  da  das  voran- 
gehende Beispiel  schon  Gelegenheit  geboten  hat,  die  Anlage  der  Rechnung  zu  zeigen, 
(vergl.  pag.  3 1 1  ff.)  Nimmt  man  die  Längendifferenzen  der  drei  Beobachtungsorto 
gegen  Berlin  mit —  nm56*8,  +  25mn*6,  —  26mi5i2  an,  reducirt  damit  die  Orts- 
zeiten auf  den  Berliner  Meridian,  verwandelt  dann  die  erhaltenen  Zeiten  in  Decimal- 
theile  dee  Tages  (Tafel  XIX  Band  II)  und  entlehnt  dem  Berliner  Jahrbuche  die 
zugehörigen  Sonnencoordinaten  und  die  ReductionsgrÖssen  für  die  Berechnung  der 
scheinbaren  Orte,  so  findet  man  folgende  Grundlagen  der  Rechnung: 

1869                               L                 B  logü            /  logy         G  logA  H       logi 

Novb.  19-417  tjo  247°  44' 37*0  -+- o"84  9-993818  +  i7w4*  1-1146  138    7'  1-3056  io°  34' 04885 

Decb.    4-4H°15  *5*  49  %*-*  +°S9  9'993  S°*  +18-13  1-1151  11  40  i-J«7«  «5  49  03800 

9-419037  157  54  44-8  —001  9-993121  +19-01  1-1355  «     9  '-Jo9«  »     60.1301. 

Nach  Anhang  I.  A.  2)  erhält  man  die  Reductionen  auf  den  scheinbaren  Ort  nebst 
den  kleinen  Aberrationsgliedern  (vergl.  pag.  311,  312)  und  die  daraus  resultirenden 
mittleren  Orte  wie  folgt: 

Reduct.  kl.  Aberr.  Gld.  mittl.  a  raittl.  i 

*  ä  a  a 

1  +29"Ö7     +2  «"25         —  o"i5     -r-o"o6         3440  13'  54"°         +  15°  27'  58"? 

2  +32-47     +2150         —  o-n      +0-08         352    27   32-4         +18    23     6-3 

3  +35*93     +21-24         —005     +o-iq  1    35     2-2         +21      5    11-9. 

Die  Längen  und  Breiten  der  Sonne  bedürfen  keiner  Correction,  weil  die  dem  Berliner 
Jahrbuche  entlehnten  Coordinaten  sich  bereits  auf  das  mittlere  Äquinoctium  des 
Jahresanfanges  beziehen.  Mit  der  mittleren  Schiefe  [e  =  230  27'  22"$)  wurden  die 
Rectascensionen  und  Declinationen  nach  Anhang  I.  A.  4}  in  Längen  und  Breiten 
verwandelt  (vergl.  pag.  314)!;  ee  ergab  sich: 

l  ß 

1  35i°40'  ig"9         +  20°  25'    9"5 

2  o   41    17.4         +•  19   48  37-9 

3  10     8  37-2         +  l8   38  59>- 

Zur  Berücksichtigung  der  Parallaxe  und  zur  Elimination  der  Sonnenbreiten  wurde  der 
Übergang  auf  den  locus  Actus  gemacht  [Anhang  f.  A.  6)  und  7)] ,  die  Hauptmomente 
der  Rechnung  waren  (vergl.  pag.  315  ff.) : 
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tfi'   4-  480  l'l 

■+-  500  32*4 

+  49°  5^5 

logA     9-9992 

9.9991 

9-9991 

0     4*°  "'7 

40°  4'3 
s  =  230  27'3 

59°  4°' 1 

—  (Nut.  -4-  Präc.) 

=     —  0-5 

l          550    o'2 

54°3''7 

68°  1/8 

4+30   12-8 

+  33      3-2 

+  28   42-0 

<tt           +    7"8 

+    9"o 

+   IO"6 

***logB    4-0-000011 

-f-  o-ooo  007 

-+-  0-000006 

icfidt              +  0-3 

-t-o-3 

-+-0-4. 

Man  hat  daher  für  die  weitere  Rechnung  (vergl.  Anhang  II.  A.   1): 

X  ß  L  log« 

1869  Novb.  29-417850     35i°46'  ig"g      -H  200  25'    g"5      247°  44' 44"8  9-993829 

Decb.     4-424035         o   41    >7-4      +"9   48  379      252   49  40-2  9-993509 

,,         9-429037       10     8  37-2      +18    38  59-1       257    54   55-4  9993228. 

Zuerst  ist  die  Entscheidung  zu  treffen,  welche  Methode  zur  Ermittlung  von  g,  und  p,„ 
eingeschlagen  werden  soll.     Nach  Anhang  II.  A.  2)  findet  sich: 

tg  (iL,,  —  L„)     o„4gi8  log(£,  —  fim)     2-0260 

sinj?n    9-5301  logcompl.  (X,„  —  X,}     6-9577 

WQ    96°    i4'o  meß,,    0-0265 

(tn  —  ß,    —    io6't73  W,  505o'7 

X,„  —  X,    +1102-288  w,~W0     —  90°23'3; 

cos(W, —  WJ  wird  beläufig  '/msi  es  >st  daher  Olbers'  Methode,  die  hier  voraus- 
sichtlich nicht  einmal  eine  Annäherung  abgeben  wird,  völlig  unanwendbar,  weshalb 
mau  die  Formeln  des  Anhanges  II.  B.  ß.  zu  benutzen  haben  wird. 

Nach  Anhang  II.  H.  (i.    1)  ergibt  sich: 


i,,  —  1, 

+  II02'288 

ß.-?: 

4-    106-173 

log  (iL  —  *,) 

3-042  295 

logW-W 

2-026  014 

tg/sin  [l„  —  n) 

9-556  579 

9-999  739 

tgjcva  [AH  —  II] 

1-016  281 

K  —  n 

i°  59'  i4Bo 

—  n 

1    17  56-6 

cotg/ 

8983  458 

i,—  n 

353"    4'  i°"5 

i„-n 

11    26  33-8 

sin/Sm 

9-504  854 

sin  (X,„  —  IT) 

9-297  5"6 

cos//„. 

9976  575 

M 

9-274091 

N, 

8b488  312 

Subt. 

9-922  328 

N 

9-196419 

log  (t„  —  t,} 

0-699  507 

log(C-*,] 

i-ooo  485 

log  [t,„  —  /„) 

0-699  4°4 

t"' 

9.236  118 

■f" 

9-537  096 

i%' 

J  n  :izccl  oy 

Google 


L„—II    254°7'36"8 

sin  {L„  —  JI)     g„q83  1 16 

R„  sin  (L„  —  JI)     g„976  62  5 

sin/9,     9-542  686 

sin  [K  —  Tl)     9„o8i  474 


CO»,», 

9971  815            Ä,«in 

4 

0-053  289 

Z, 

8-526  144 

Add. 

Ol  12  963 

Z 

9-166  252 

C    +  0-046  735 

Anbang  II.  B.  ß.  2) : 

X,  —  L,     1040  1'  35"i 

cos  (/,  —  L,)    9^384  478 


tumß, 
Bin  (1,  —  L,) 
ein  tfj.cos  P, 


sin  1//,  sin  P, 


■97'  »'S 

986  854 
958  669 
970  172 
542  686 
988  497 

WBtp,      9,356293 


l'  9-236015 

t':  t*'  9-999897 

Z  :  JV  9.969  833 

logJf  9-969  730 

cV  8-773  "i 

(L„  —  II)  :  N  0,780  206 

\ogF  9*553  317 

Add.  0300  729 

R,  +  Ä,„  0-294558 

(#,  +  «,„)»  0-883674 


A,„  I,,,,  112°  13'  4] 

cos  [X„  —  L,„)  9*577  833 

***ßm  9-970  575 

sm(A„,  —  Z-,„)  9966  463 

sin  ifjm  cos  P„, 


Anhang  II.  B.  ß.  3) : 

Lm  —  L, 

sin(im  —  L.)  9-246  899 

R„,  9.993  228 

cos(/j,„  —  i,,)  9'993  123 

R,„cos(L,„  —  £,)  9986  351 

R,  9993  829 

Subt.  8-239  765 

Anhang  IL  B.  ß.  4)  und  5): 

A„,  —  A,     i8°22'  17" 


ii^,„sinPw 
sin  i/>„, 
cosu\, 

'  io"6      jrcos(G  —  L.) 


i(0-L,) 
G  —  L, 


log? 


9943  038 

9-972  898 

9504  854      ■ 

9-970  140 

9*554  408. 

8„226  116 
9-997  974 
9-240  127 
950  31'  49"6 

343    16    34-4 
9'242  153. 


sin  (i„,  —  X,} 

9498  554 

// 

101    14   55-0 

cos  (Xm  —  X,} 

9-977  281 

log/i 

9476  737 

cos  ß,  cos  (X,„  —  /,) 

9.949  09° 

sin? 

9,227  7>8 

McOttß,,. 

9-946  305 

trOS  ^ 

9'993  7U 

Subt. 

7-809  333 

Meiaß,,, 

9'474  584 

ain# 

9-542  686 

(G 

-H) 

242°  1'  39*4 

Subt. 

9-229  871 

cüb(G 

-H) 

9„«7i  215 

h  cos  £  sin  [H  —  X,„) 

9-47°  369 

sin^G 

-H) 

9,946  046 

9999  919 

sine/ 

cosQ 

9.939  759 
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hco6$c<x(H—  /,„)     7B755  638 

9*99»  972 

ÄainC     8, 

704  455 

sin  (f  sin  Q     9*227  718 

9-993  7i3 

sin?     9.947  787 

hmsC    9-470  450 

cosy     9„664  928. 

Anhang  II.  B.  ß.  6): 

co8£cos(//" — 1,„) 

8„2  78  901 

g  :  h     9.765416 

V\ 

V55  476 

•fi     —0-269367 

Vi 

8*732  572 

logyj    9-380  780 

Add. 

0-124  945 

log.4     9-189  940 

log» 

8*857  517 

logji*   8-379880 

G  —  l,„ 

333°  7'  57"2 

log©      In072  812 

<**{G-lm) 

9-950  391 

V1   7-715034 

ßMßmeoa[G  ~  K.) 

9-926  966 

1— v*     9-997  741 

vcos<p 

8-522  445 

log>P    0^45049 

Sttbt. 

9982  543 

/,    —0-223935 

i-2ff 

9n9°9  509 

/„     —0-352887 

29 

9-543  183 

log.fi,    9-982  326 

logl 

9„452  692 

log£„,     9-963  368. 

Die  Resultate  der  Versuche,  unten  neben  einander  gestellt,  zeigen,  das»  der  dritte 
Versuch  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  den  zu  Grunde  gelegten  Zahlen 
genügt.  Es  sind  hierbei  zur  Berechnung  des  Einflusses  der  Planetenaberration  die 
Formeln  Anhang  II.  B.  ß.  7c)  benützt  worden;  da  aber  die  aus  den  betreffenden 
Zahlen  resultirende  Correction  schon  nach  dem  ersten  Versuche  eine  hinreichende 
Annäherung  ergab,  so  wurde  eine  weitere  Verbesserung  nicht  mehr  angebracht;  für 
den  ersten  Versuch  wurde  : 


angenommen,  wodurch 

•n  —  ■.  c 

wird. 

Anhang  II,  B.  ß.  7a]: 

1.  Versuch 

i.  Versuch 

j.  Versuch 

log  (r, +  !■„.),,=  x 

0 

294  558 

o-353  268 

0-353  857 

i' 

0 

'47  279 

0-176  634 

0-176  928 

i* 

0 

44i  837 

0-529  902 

■•     0-530785 

logij 

9 

095  259 

9-007  196 

9006  313 

Tafel  VII  J   ' 

+  0 

0 

124  526 
000  282 

-f-  o-ioi  671 
o-ooo  188 

+  0101  464 

o-ooo  187 

»> 

9 

537  378 

9-537  286 

9537  285 

s 

9.390099 

9-360  652 

9-360  357 

3* 

1-059  804 

1.061  571 

F  -   (r,+  rm)> 

—  0-031  154 

—  0-031  027 

m 

4-  0-015  581 

+  0-015  708 

logm 

8-192  595 

8196  121 
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mV 

8,737  644 

8„74i  170 

i  +  mV 

9-975  589 

9-975  385 

n*0 

9.265  407 

9.268  933 

X 

9.240  996 

9*244  3i8 

'+* 

9.916  886 

9-916  182 

V'+x 

9-958  443 

9-958091 

A:  i 

9799  84" 

9-829  288 

9-829  583 

cos  9 

9-799  841 

9-787  731 

9-787  674 

sin  9 

9-889  865 

9897  510 

9-897  544 

s:4 

9-913  362 

9883915 

9883  620 

ssin#  :  A 

+  0-635  663 

-f-  0-604  540 

+  0-604  177 

m-/i 

0 

+  0.003  744 

+  0-003  775 

f. 

+  0-366  296 

+  0338917 

+  0-338  585 

log«, 

9-563  832 

9-530093 

9-529  667 

Mg, 

+  0-341  635 

+  0-316099 

+  0-315  789 

e» 

+  0-341  635 

+  0.331  680 

4-0-331  497 

f.-/. 

9-771  022 

9-750  394 

9-750  138 

f.-/. 

9-841  686 

9-835  416 

9-835  300 

tangö. 

9-788  696 

9- 768  068 

9-767  812 

tang  ö,„ 

9-878  318 

9-872  048 

9-871  932 

cos». 

9.930  389 

9935  854 

9.935  920 

cos  tf,„ 

9.901  912 

9-904  170 

9-904  212 

r-. 

0.051  93J 

0-046  472 

0-046  406 

*w 

o-oöl  456 

0-059  '98 

0-039  "56 

Add. 

0-296  297 

0-294713 

0-294  701 

log  (r,  +  r„),  =  y 

0-357  753 

0-353911 

o-353  857 

x  —  y 

—  0-063  195 

—  o-ooo  643 

0 

Uihang  II.  B.  /J.  7b) 

Anhang  II.  B.  p.   7c} 

■um  i. 

Versuch        rum  1.  Versuch 

tum   1.  Versuch 

sin  y 

90955             9-0074 

log  10*        0-2946 

2  cos  ^  y1 

0-2993             0-2999 

log  Compl.  Mod.        0-3622 

tang^y 

8-7962             87075 

(*- 

-y)  :  »           8„7687 

!»» 

9.0387 

de,:  Q          9»4*55 

l  +    2mV 

9-9497 

\ogdq,          8,479' 

S(l+2»lV) 

9.45*7            9.4024 

dQt     —  0-0301 

2  s  sin  fr 

9-5810             9-5592 

logrfpj1' —  0-0281 

/ 

9.8717             9«8432 

rfpmW  +  0-0152 

V 

8.8575            8.8575 

df}m    — 0-0129 

Add. 

00401             0-0427 

rfß, dQm      O-O172 

log  [....] 

0.91 18            9.8859 

»?,—  ?-.     +  0-0247 

>-.+  r-)>.(r,+  r.)'. 

13046             1-4144 

logZ            7.875 
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■l(r.+  r»]>„(r,+f.)».  8,7258 

8„6i6o 

log  Compl.  (C —  t,)          9-000 

*(r— «1 

+  0-0316 

+  0-0003 

loga            7.399 

log  ff 

8.7574 

8„6i63 

d  log  t"     +  0-000002  . 

-«[...] 

8,6692 

8,5022 

taug  J/  :  sin* 

8-9063 

8-8100 

Subtr. 

9861 1 

0-0134 

Qi 

8-5303 

8-5156 

Q 

90536 

9.0389 

sin  0,„ 

9-7802 

9-7762 

Jfainö», 

9.7490 

9-7459 

sin  ff. 

9-7191 

9-7039 

Add. 

0-2859 

0-2805 

Anhang  II,  B.  ß.  8) 

log(...) 

0-0358 

0-0264 

mit  den  Zahlen  des  dritten  Versuches. 

Q(..-) 

9-0894 

9-0653 

dtx=  — 0001954 

a  sin  ft« 

8„537° 

8n3925 

Jt-i  =   —  0-001934 

Subt. 

9.8569 

9.8963 

Jts  =   —  O.0OI9I3 

P 

8-9463 

8-9616 

Die  für  die  Folge  zu  verwendenden 

log(n  — i) 

8-8831 

8-9610 

Beobachtungszeiten  sind  daher: 

log  n 

00320 

0-0380 

t,    Nov.  29-415896 

lüg  («  —  y} 

8„8oo7 

6„8o82 

t„    Dec.    4-422101 

Jx 

+  0-05871 

+  0-000589. 

t,„  Dec.    9-427124. 

Würde  man  vermuthen ,  dass  die  der  Rechnung  zu  Grunde  liegenden  Näherungen 
zu  wenig  genau  sind ,  so  könnte  man  gleich  hier  die  Perihelzeit  und  log  q  nach 
den  Formeln  33),  34),  35)  und  36}  (pag.  299)  ermitteln,  mit  den  so  erhaltenen 
Werthen  von  r, ,  r„,  r,„.  0,,  v„  und  v,„  nach  den  Formeln  23)  (pag.  290)  unter  Be- 
nützung der  eben  gefundenen  Näherung  für  p,  den  Werth  (M)  berechnen  und  mit 
diesem  ganz  den  bei  Olbers'  Methode  zu  benutzenden  Formeln  (Anhang  II.  B.  « 
gemäss  die  weitere  Annäherung  zu  erreichen  suchen;  da  aber  das  vorliegende  Bei- 
spiel hauptsächlich  den  Zweck  verfolgt,  zu  zeigen,  wie  man  die  Rechnung  bei  einer 
ersten  Bahnbeatimmung  zu  führen  hat,  um  zur  Kenntnis  der  genäherten  Elemente 
zu  gelangen,  und  da  auf  die  in  diesem  Falle  sehr  geringfügige  Verbesserung  der 
ersten  Näherung  später  ohnedies  näher  eingegangen  wird,  so  soll  dasselbe  nicht 
unterbrochen  werden. 

Aus  q,  und  q„,  können  nun  die  Elemente  nach  den  Formeln  II.  C.  des  Anhanges 
bestimmt  werden;   da  sich  diese  Rechnung  in  ganz  derselben  Weise  gestaltet,    wie 
in  dem  ersten  Beispiele,  so  genügt  an  dieser  Stelle  die  Mittheilung  der  llauptzanleu  : 
Anhang  II.  C.  1)  : 

log  o„,    9-520  480 

l.»     630  9'  9"8 

log  tg  b„,    8-968  043 

log  r„    0-059  158. 


log  1?,     9-529  0°7 

l,  5i°35'3o"o 

log  tg  b,       9-028  408 

log  r,      0-046  406 
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Man  findet  hier  log  r,„  um  zwei  Einheiten  der  sechsten  Decimale  grosser,  als  im 
letzten  Versuche;  dieser  Unterschied  erklärt  sich  ausschliesslich  aus  der  Unsicher- 
heit der  logarithmischen  Rechnung,  weshalb  für  die  folgenden  Rechnungen  durch- 
wegs das  arithmetische  Mittel  beider  Werthe,  nämlich : 

logrw=  0059  157, 


angenommen  wurde 

Anhang  II.  C.  2) 

Q  =  2920  56'  42"o 

i  =    6°  56'  g"6. 

„■        „  C.  3.) 

u.  3b):    u,  =  ii8°28'ii"8 
Probe:  («„,—  «,)  =  n°3i'49"2 

«,„=  i3o°o'  \"z 

„        „  C.  4) 

vr  =      io°  49'  28"6 

P„,=    2  2°  2l'  l8"o 

w  =  io7°38'43"2 

tt  =  40"  35'  25"2 

log  q  =  0-042  524. 

„        „  C.  5) 

Tn  =  20-36752 

r(3)  =  20-36742 

T  =  Nov.  20-367  470; 
die  Elemente,  übersichtlich  zusammengestellt,  sind  daher: 

T  =  1869  Nov.  20-367  470  mittl.  Berliner  Zeit 
n  =    400  35'  25"2  | 
Q   =  2920  56'  42Ho  l   Mittl.  Aequinoct. 
i  =       6°  56'    g"6  )  1869-0 

log  q  =      0-042  524; 
die  Hauptzahlen  für  die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  nach  Anhang  II.  D.  findet 
«""•■  1.-T   =  +  .4-054631  . 


»„  = 

i6°40'3i"l 

log  r„  = 

0-051  753 

*„"= 

o°4i'  "3"3 

k°—  n    =  1°  59'  9*9 

rV= 

10°  48'  3-8 

ein  (*l„°—  n\    =  8-539  788 

dX„  coa/i   = 

+    3*9 

tangj»,°  =  9556  354 

dß.= 

+  34-1 

cotg  J"  =  8-983  434 

Diese  Darstellung  ist  keine  genügende,  doch  trifft  die  Methode  deshalb  kein  Vor- 
wurf, denn  der  für  cotg  J°  gefundene  Werth  stimmt  mit  dem  der  Rechnung  zu 
Grunde  gelegten  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung;  man  hätte  nur  i/um  o"4 
zu  vermehren ,  damit  der  berechnete  Ort  völlig  in  dem  gewählten  grössten  Kreise 
liege ,  und  es  hat  die  Methode  also ,  da  die  Differenz  von  o"4  in  der  Länge  sich 
durch  eine  sechsstellige  Rechnung  nicht  verbürgen  lässt,  in  der  ersten  Annäherung 
auf  die  strengen  Werthe  geführt;  weitere  Annäherungen  würden  keine  bessere  Dar- 
stellung erzielen  lassen.  Da  der  Komet  der  Aussage  der  Beobachter  nach  ausser- 
ordentlich schwierig  zu  beobachten  war,  so  könnte  die  grössere  Abweichung  immer- 
hin den  Beobachtungsfehlern  zugeschrieben  werden,  doch  hat  gewiss  auch  die  schon 
früher  erwähnte  Thatsache,  dass  der  Komet  eine  sehr  kurze  Umlaufszeit  hat,  einen 
Beitrag  zu  dieser  grossen  Differenz  geliefert. 
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Wiewohl  nach  den  gemachten  Bemerkungen  durch  eine  Verbesserung  der 
Näherungsannahmen  in  der  Darstellung  des  mittleren  Ortes  nichts  wesentliches 
gewonnen  werden  kann,  sollen  zur  Erläuterung  der  diesbezüglichen  Methode  die 
Werthe  für  die  zweite  Annäherung  aufgesucht  werden.  Die  hierzu  nöthige  Berech- 
nung der  Formeln  23)  (pag.  290)  gestaltet  sich  überaus  einfach,  da  ein  grosser  Theil 
der  in  denselben  auftretenden  Grossen  und  Coefncienten  durch  die  vorangehenden 
Rechnungen  bekannt  ißt;  die  mit  Benützung  der  bereits  ermittelten  Zahlen  voll- 
ständig durchgeführte  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt: 


L,  —  n 

2490  2'4i"4 

R,8m[L,  —  II) 

9»964  1 1 1 

L,*—n 

259  12  52-0 

[rHrm]:[rrr„] 

9999  91 3 

sin{Z,,  —  JI) 

9n97°  282 

I 

—  0-920  500 

nn(Lw—  IT) 

9„992  260 

Ä„sin(Z,r-n) 

9n97°  625 

tm V„ 

5°4o'46"9 

[r,rm]:[r,r„] 

0299  86i 

v»—v, 

5  5i     2-5 

II 

+  1-890  104 

o« —  t>, 

11  31  49-4 

III 

—  0-967  138 

sin  (t>,„—  v„) 

8-995  491 

i  +  h  +  in 

+  0-002  466 

sin  [v„ —  r,) 

9'Oo8  329 

log  {1  +  11  + III) 

7-39'  993 

sin  [v,„ —  v, ) 

9' 300  786 

log»» 

«■'95  574 

■)■  »in  (»«-»,) 

9-987  162 

log  ("* :  [p/]) 

8-665  907 

r,n :  T, 

.     c-012  751 

log  AT 

9.969  746 

.) :  sin  (e„ —  rj 

0-292  457 

Add. 

0-02I  O56 

r„:  r„ 

0-007  4°4 

log  (M) 

9-990  802 ; 

mit  diesem  Werthe  von  log  \M)  wird  die  Rechnung  in  derselben  Weise ,  wie  hei 
der  OlheTs'schen  Methode  fortgesetzt,  so  dass  es  wohl  nicht  nöthig  erscheint,  ihren 
Gang  hier  besonders  anzuführen.  Bildet  man  das  Verhältnis  $>„,:  Q,,  wie  dies  die 
Zahlen  des  letzten  Versuches  (vergl.  pag.  334)  ergeben,  so  findet  man  für  dasselbe 
den  Logarithmus: 

log|?  =  9-990813; 

dieser  Werth  stellt  gewissermassen  denjenigen  Logarithmus  von  [M]  dar,  welcher 
der  ersten  Bahnbestimmung  zu  Grunde  gelegt  war,  und  weicht  von  dem  eben  er- 
haltenen strengen  Werthe  nur  um  1 1  Einheiten  der  sechsten  Üecimale  ab,  liegt 
also  hinsichtlich  der  Unsicherheit,  mit  welcher  m  :  q,  erhalten  werden  kann,  völlig 
innerhalb  der  Genauigkeitsgrenzen  einer  sechsteiligen  Rechnung,  so  dass  in  der  That, 
wie  dies  schon  oben  (pag.  336)  bemerkt  wurde,  durch  Einführung  des  verbesserten 
Wertlies  von  (Jf)  eine  bessere  Darstellung  des  mittleren  Ortes  nicht  erreicht  werden 
wird.  '      

Um  nun  an  einem  dritten  und  letzten  Beispiele  für  die  Bestimmung  parabo- 
lischer Elemente  jenes  Verfahren  zu  erläutern,  welches  eingeschlagen  werden  kann, 
wenn  bereits  Näherungen  für  die  zu  suchenden  Elemente  vorliegen,  sollen  zwei 
Beobachtungen  des  Kometen  III.  1881   in  Verbindung  mit  dem  oben  (pag.  329)  ge- 
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bildeten  Normalorte  herangezogen,  und  die  oben  (pag.  325)  ermittelten  Elemente 
hierbei  als  Näherungswerthe  benützt  werden.  Die  beiden  Beobachtungen,  welche 
von  dem  Normalorte  der  Zeit  nach  nahezu  gleich  weit  abstehen  und  die  Zwischen- 
zeit von  61  Tagen  umfassen,  seien: 

Beobachtungsort      Ortsieit  app.  a  app.  &  log  £  Abemt 

1881  Mai  28  Cordoba  6*52m5*7  5*  iro35*oo  —  31° 59'  4*3  98048  —  5mi8*i 
„  Juli  28  Marseille  10  3g  5-0  12  39  22,-53  +  80  57  39*0  9-9818  —  7  58-2. 
Neben  diesen  Beobachtungen  sind  die  aus  den  genäherten  Elementen  abgeleiteten 
geocentrischen  Distanzen  und  die  daraus  resultirenden  Aberrationszeiten  angesetzt ; 
die  Vorbereitung  dieser  Beobachtungen  zur  Bahnbestimmung  kann  daher  nach  den 
Vorschriften  des  Anhanges  I.  B.  durchgeführt  werden.  Cordoba  liegt  51*  iom  20*0 
und  Marseille  32mo*3  westlich  von  Berlin;  mit  Rücksickt  auf  die  Aberrationszeiten 
werden  daher,  da  der  mittlere  Sonnenort  sich  schon  auf  Juni  28-5  Berliner  Zeit 
bezieht,  und  der  Bildung  nach  die  Aberrationscorretion  enthält,  die  drei  Beobach- 
tungszeiten  und  die  für  dieselben  dem  Berliner  Jahrbuche  zu  entlehnenden  Sonnen- 
coordinaten  und  Beductionscoefncienten  sein: 
mittl.  Äquat.  18810 

L  B  log-H  /  logy  G 

1881  Mai  28-498005       670  40'  36"7     — o"62     0-006017     +  33"6i      1-1690     8°  1 1' 
Juni  28-500000       97    17  35-4     — 1-08     0-007210     +38-48     1-2281     8  31 
Juli  28-460499     125    52  50-2     — 1-07     0-006534     +42-90     1-2742     7    18. 
Die  beiden  äusseren  Beobachtungen   sind   nach  Anhang  I.  B.  3)  von  der  Parallaxe 
zu  befreien ;    die  Rechnung  stellt  sich  mit  Benützung  der  Tafel  III  wie  folgt : 

Cordoba  Mareeillo  Oordoba  Marseille 

Ortucit      6*s*m5*7        io*j9™s*o  y      83°*'*      97°"'l 

Accelerat.    +17-7  +1  45.0  y —  <f    11  j  i>6      16  4-7 

Stenueit  im  B.  Mittag  ■+-  Hed.      4  *S  *i-6  8  15    j-9  A  s  g      9-11974      9-6jiS 

OrU-Stertueit  a     11  18  35-0  19    5  35-9         sin(fl  —  «]«ectf      0-0703       0-8009 

e  —  a    l6l6J9''  6*633-4  Patau,  in«    +0*93     +2*83 

t  94°i4'8  96°38'3  sia(y  —  rfj     9-957*      9-44*4 

co«if    9-9185  9-1961  giny      99968       99967 

iin(6 —  a)     9.9988  9'997i     sinfy  —  fjooiecy      9-9604      9-4457 

cos(9— '«]     8,^696  9«o6i9  D :  q      o„8;66      0-7991 

tangqp'    9*7831  9-9714  ParalL  intf     —  6"6      +  i"8. 

Bringt  man  diese  Correctionen  an  die  beobachteten  Werthe  an,  so  erhält  man,  da 
die  Aberration  bereits  vollständig  berücksichtigt  ist,  sofort  wahre  Orte  d.  h.  die 
Coordinaten  erscheinen  auf  das  wahre  Aquinoctium  bezogen,  auf  welches  sich  übrigens 
seiner  Bildung  nach  auch  der  Normalort  bezieht;  berechnet  man  mit  Hilfe  der 
oben  mitgetheilten  Reductionscoefncienten  /,  g  und  6  nach  Anhang  I.  B.  4)  die 
mittleren  Coordinaten  und  setzt  die  Hauptzahlen  der  Rechnung  neben  einander  hier 
an,  so  findet  sich: 

wahre  a.  wahre  <f.     /+ysin(<?-T-tr)tg<J.  ;eoa(<?+«).     mittl.  a,  mittl.  <T. 

1  75°24'i2D4    —  3i°59'«o"9         +  24"4    +    i"6       75°23'48"o     —  3'°59'I2"5 

2  89    39  31-6     +63      7  42"         +71-5    —    2-4       89  38  201      +63     7  445 

3  189   51    20-4     +80   57  40-8  +  8-i    —  i8-o     189  51   123     +  80  57  58-8. 
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Diese  mittleren  äquatorealen  Coordinaten  sind  mit  der  mittleren  Schiefe  der  Ekliptik 

für  1881-0  (e  =  230  27'  i7**i)  nach  den  Formeln    des  Anhanges  I.  B.  6)   in  eklip-  . 

tikale  umzusetzen  (über  die  Anordnung  der  Rechnung  vergl.  pag.  15  und  pag.  314) 

und  man  erhält:  ,  „ 

X  P 

1  68°  28'  2ow3        —  540  21'  I7"3 

2  89   47    16-7         +  39    40  28*6 

3  112    46  35-1         +66    26  49-1. 

Um  nun  auch  die  Sonnen  breiten  «u  eliminiren,   hat  man  sich  der  Formel  des  An- 
hanges I.  B.  7)  zu  bedienen  und  findet  demnach: 


cos/?'     9.7655 

9-8863         9-6016 

—  B    9-7924 

0-0334        0-0294                ■ 

1  :  t>    01953 

0-4318        00182 

d(?     +  o"6 

+  2"2             +  Ow4. 

Es  liegen  also  [vergl. 

Anhang  II.  A. 

r)]  der  Bahnbestimmung  folgende  Zahlen  au 

Grunde: 

mittl.  Berliner  Zeit 

X 

fi                            L                   logR 

1881  Mai  28-498  005 

68°  28'  2o"3 

—  540  21'  i6"7        670  40'  36"7       0-006  017 

Juni  28-500  000 

89   47    167 

+  39   40  30-8        97    17   354      0-007  210 

Juli  28460  499 

112   46  35*1 

4-66   26  49-5       125  52  50-2      0-006534. 

Bei  der  grossen  heliocen  frischen  Bewegung  von  mehr  als  1000  wurde  die  Anwen- 
dung der  bei  erste»  Bahnbestimmungen  als  zulässig  erkannten  Näherungen  kaum 
eine  hinreichende  Convergenz  der  Hypothesen  darbieten,  weshalb  man  die  For- 
meln 23)  (pag.  290)  zur  Bestimmung  des  Werthes  von  (Jtf)  benützen  wird,  /und  II 
sollen  nach  den  Formeln  12b)  (pag.  285}  und  12c)  (pag.  286)  ermittelt  werden,  weil 
wegen  der  Grösse  der  geocentrischen  Bewegung  die  Näherungsformeln  12a)  (pag.  285J 
kaum  eine  genügende  Annäherung  geben  würden. 

Die  oben  berechnete  Ephemeride  ergibt  für  Juni  28-5  sofort: 
da  =  +  372*72  =  +  559°"8 
dö  =  4-  ioo22"8; 
die  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt: 


cosa 

7-7995 

cos/tfsini, 

7-3994 

dp, 

+  10023" 

sine 

95999 

cos// 

9-8863 

dp, 

—  8" 

SÜIO 

o-oooo 

coaßvjjsrj 

9-8863 

dp 

4-  10015" 

sind 

99504 

sin, 

7  5>3J 

[dkcoaß}l 

+  33" 

cose 

9-9625 

COSlj 

00000 

{dl  COS  ß)2 

4-  2527" 

cosd 

9-6551 

da 

3-7475 

dlcosß 

2560" 

logl 

96176 

log  dl  cos  ß 

3-4082 

log  II 

9-5593 

dat:osö 

3-4026 

dl 

35219 

Add. 

0.2687 

di 

4-0010 

dß 

4-0006. 
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Man  hat  daher  für  tg  Jcoe  [X„  —  Hj   |vergl.  12a}  pag.  285]  anzunehmen:  9*521  300, 
wobei  die  fehlenden  Decimalen  durch  Nullen  ersetzt  sind;  dieser  Relation  braucht, 
wie  es  in  der  Natur  der  Sache  liegt,  nur  näherungsweise  genügt  zu  werden ,  wäh- 
rend die  andere  Relation  zur  Bestimmung  von  J  und  J? : 
tg/sin(i„—  77)  =  tgft,, 

in  voller  Schärfe  in  Rechnung  gezogen  werden  muss;  letztere  Relation  enthält 
nämlich  die  Bedingung,  dass  der  grösste  Kreis  durch  die  mittlere  Beobachtung 
hindurch  gelegt  erscheine,  während  die  erstere  die  Lage  desselben  bezeichnet, 
welche  Lage  an  sich  willkürlich,  hier  aber  so  bestimmt  ist.  dass  den  Beobachtungs- 
fehlern der  möglichst  geringe  Einnuss  eingeräumt  wird. 

Die  Berechnung  von  [M]  nach  den  Formeln  23)  (pag.  290)  erfordert  die 
Kenntnis  der  drei  Radienvectoren  und  wahren  Anomalien,  so  wie  der  Werthe  von 
77  und  cotg./,  wofür  man  mit  Hilfe  der  oben  (pag.  325)  ermittelten  Elemente  des 
Kometen  erhält: 

1.  2.  3. 


dt     —  18-991  OOO           -T-  I2-OIO  995 

-H  41-971  494 

log-A           1*278  548               1-079  579 

1-622  954 

logjf            i„479  923                1-280954 

1-824329  (Tafel  IV) 

v     —  380  51'  2"g          +  250  43'  20"4 

+  690  50'  52"4 

±v    —19   25   31  4       +  '2    51   40-2 

+  34     55    26-2 

cos^v*          9-949092                9977  932 

9-827  535 

logr          9916  658                9-887  818 

0038215; 

für  die  Berechnung  von  77  und  cotg/  hat  man: 

tg£„  =  tg/sin{/„  —  71)  = 

9-918  808 

9967  711 

-^=tg/cos(^  — il)  = 

9*52i  300 

K,  —  n  = 

1110  49'  i5"g 

logcotg«7  = 

0048  903 

—  71  = 

22°l'59"2; 

nimmt  man  noch  log [gj  =  9-804  780  an,  [welcher  Werth  aus  den  oben  (pag.  325) 
ermittelten  Elementen  resultirt,  so  stellt  sich  dann  die  Rechnung  von  \M)  nach  23) 
(pag.  290)  wie  folgt: 


K  —  n 

90°3o\i9"5 

sin  [vm  —  v.) 

9 

976  450 

hri—n 

134   48   34-3 

sin  [v„ 

—  v„)  :  sin  (v„  —  v,) 

9 

887  002 

L,  —  n 

89   42   35-9 

>*B.    :    T- 

0 

'2*  557 

L„—n 

119    19  346 

sin  (tr„ 

—  v,}  :  sin  («„  —  v,} 

0 

020  698 

l,„—  n 

147    54  494 

r„, :  r„ 

0 

J50  397 

sin(i/,—  77) 

9-999  994 

R,6m{Lr  —  n) 

0 

006  011 

sin  (L„  —  77) 

9-940  439 

lr„r,„)  :  [r.rj 

0 

008559 

sin(Lw  —  71) 

9-725  255 

+  1 

034  "7 

III  =  Ä,„sin{L,„  — 77) 

9-731  789 

—  R„  sin  \L„  —  77) 

9 

947  °49 
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v,„  —  v„ 

44°    7'  32"o 

[r.r.]  :  [r,rj 

0171  095 

V„ V, 

64   34   23-3 

II 

—  I-3I4  448 

v„, V, 

108   41    55-3 

III 

+  0539  249 

sin  [v„,  —  v„) 

9842  754 

I  +  II  +  III 

+  0258  918 

8U1  [V„  V.) 

9-955  752 

log  (1  + 11  + III) 

9.413  163 

sinj?, 

9i.9°9  898 

log  AT, 

o-oii  126 

cos  ß, 

9-765  495 

Subt. 

9.859  544 

Bin  [X,  —  II) 

9-999  983 

logiV 

9,870  670 

logZ, 

9-765  478 

n>  =  (I  +  II  +  III)  !  N 

9.542  493 

logZ, 

9,958  801 

logtftl 

9-804  780 

Add. 

0-215  038 

Z  .  N 

0-303  16g 

logZ 

0,173839 

[r.r..]  :  [r,r„] 

0-008  559 

sin/f„, 

9-962  223 

logjf 

0.311  728 

cosfi,,, 

9-601  621 

«•  :  W 

9n737  7  "3 

sin)1.«,  —  JT) 

9-850  924 

Subt. 

9865  295 

logiV, 

9-452  545 

log(M) 

0177  023 

Mit  diesem  Werthe  von  log  {M)  ist  die  Rechnung  ganz  nach  den  für  die  Olbers'- 
sche  Methode  gegebenen  Vorschriften  durchzufühlen ;  da  für  dieselbe  aber  bereits 
oben  (pag.  317  ff . )  ein  ausführliches  Beispiel  gegeben  wurde,  so  beschranke  ich  mich 
hier  auf  die  Mittheilung  der  Hauptmomente  der  Rechnung ;  man  wird  finden : 


G 

1860  43'  3"o 

sing? 

9-99'  343 

I»g? 

9-994  268 

cos  tp 

9-295  970 

ff 

1780  29'  42"! 

sini/r, 

9-909  919 

logA 

0-349  410 

cosi//, 

9-765  453 

sin  t 

9.991  159 

sini/V 

9-964  334 

cos£ 

9-300  457 

cosip,,, 

9-590  161 

Die  für  die  Auflösung  der  Gleichungen  durch  Versuche  nöthigen  Hilfsgrössen  sind : 
logt     0.321673  logS,„  9-793  845 

logT     9-636201  logC,,,  9-970868 

\o%A    9-663938  /      +o-503  577 

logB,    9-9I5  936  fw    +0.175565. 

Für  x  wird   man  im   ersten  Versuche  jenen  Werth  nehmen ,    welcher  aus  den  ge- 
näherten Elementen    für    log(r,  +  r,„)    folgt,    hier    also   «  =  0282705    und    dann 
y  =s  0-282  698  finden;   die  Differenz  von  7  Einheiten   der   sechsten  Decimale   wird 
mit  Hilfe   der  bekannten  Differentialformel   zur  Bestimmung   des   wahren  Werth  es 
von  x  verwerthet   werden   können;    es  findet  sich  log«  =  00953  una   hiermit  der 
wahre  Werth  log«  =  0-282  699,  aus  welchem  sich  weiter  ergibt: 
logr,    =  9-916  645 
logr,*  =0-038  215 
logp,   =  9-804  786 
log»?,,,  =  9-981  809. 
Aus  den  beiden  letzten  Wertheu  können  die  Elemente  abgeleitet  werden. 
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Bei  diesen  Versuchen  nähert  man  sich  der  Grenze  der  jt  Tafel ;  würde  dieselbe 
überschritten  werden,  so  könnte  man  sich  des  auf  pag.  297  und  298  auseinander- 
gesetzten Verfahrens,  welches  die  Euler'sche  Gleichung  in  ihrer  ursprünglichen 
Form  in  Verwendung  zieht,  bedienen ;  die  Auflösung  nach  dieser  Methode  soll  hier 
ausführlich  erläutert  werden.  Man  wird  den  ersten  Versuch  auf  den  Werth  p,  =  [$,] 
aufbauen  und  erhalten : 


[ft] 

+  0-637  940 

log"-. 

9 

916  644 

[f.]  —  ÄCOÜlf, 

+  0-047  IO° 

logr,„ 

0 

038213 

JofM  — ■*«■*) 

8673  021 

Add. 

0 

244  485 

tgö. 

8-757  085 

r,  +  r„ 

0 

282  698 

cosö. 

9-999  292 

a 

0 

•94  723 

m  tf j 

+  0-958  966 

Add. 

0 

259  266 

(M)  [fj  —  R„,cosxp,„ 

9.751  185 

Subt. 

9 

351  306 

tangö,,. 

9780317 

r 

+  r.  +  t 

0 

541  964 

CO8  0„, 

9932  655 

Vr 

+  r,  +  t 

0 

270  982 

[p.]—  f  4*9 

+  0-550  677 
9-740  897 

r 
Vr 

+  ",  —  > 

9 
9 

546  029 

logfte,]—  fsiny) 

+  r„  —  t 

773  °14 

tang£ 

0-104  696 

logl 

0 

812  946 

cos3 

9790  888 

log  II 

9 

3»9  043 

Subt. 

9 

985  844. 

Unter  der  hier  gemachten  Annahme  über  q,  findet  sich  für  log  6  k  {t,„  —  (,)  der 
Werth  0798  790,  während  aus  der  Zwischenzeit  der  Werth  0-798  794  folgt;  es  ist 
somit  J  =  +  o-ooo  004.  Verwerthet  man  diesen  Unterschied ,  um  mit  Hilfe  der 
Differentialformel  den  wahren  Werth  von  p,  zu  finden,  so  stellt  sich  die    Rechnung 


nie    IVIgb.                                                               . 

Bin  (t,„    9.7130 

(JfJsinoV     g 

8900 

logl 

06845 

sin  H,    8 

7504 

logll 

9-739° 

Add.    0 

0308 

Add. 

0-0466 

(Jf)sinft„  +  sinö,     9 

9208 

log(l  :  N) 

0-7311 

h  81 11  fl       0 

2450 

4£2V:  Mod. 

8-4688 

Add.     0 

1685 

{>„  -  1.) 

1.7851 

Subt.    p 

0452 

\ogJ 

4-6021 

[M]  sin ft„  +  sinö,  4-  h sin*     0 

4135 

logrfo, 

4-8560 

[M]  sin  6\„  -4-  sin  0,  —  h  sin  #    9n966o 

du, 

4-  0-000  007  ; 

es  ist  sonach  der  verbesserte  Werth  von  0,  = 

+  0. 

637947,  daher  mit  Rücksicht  auf 

den  Werth  log  [M] :                      ,                   „ 

löge,  =9804785 

log»,. 

=  9-9» 

808 

aus  welchen  Werthen  die  Elemente  abgeleitet  werden  können.  Wie  man  sieht, 
stimmen  die  so  erhaltenen  Werthe  innerhalb  der  Unsicherheit  der  logarithmischen 
Rechnung  mit  jenen,  welche  die  erste  Methode  geliefert  hat ;  für  die  Ableitung  der 
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Elemente  sind  jedoch  die  früher  (pag.  341)  erhaltenen  Zahlen,  nämlich  log  (»,=  9-804  786 
und  logp,„  =  9-981  809  benutzt  worden.  Die  Hauptmomente  der  Rechnung  (über 
deren  Anlage  vergl.  pag.  320 ff.)  sind: 

Anhang  II.  C.   1) :  /,  =  2470  12'  59"!  lm  =  3130  35'  i8"o 

logtgi,  =  9„9o6  992  logtgi,„  =  0-132  60p 

logr,  =  9-916  645  logr,„  =  0-038  215. 

Anhang  II.  C.  2)  :  Q  =  2700  58'    6"i  *  =  630  28'  56"o. 

„        ,,    C.  3a)  u.  3b):  «,=  315°  24' 54*5  «,„  =  64°    7'    2% 

Probe  («„  —  m,)  =  1080  42'  fz  ; 
es  ist  also  anzunehmen : 

u,  =       3I5°24'54"7  «m—    64°    f  A- 

Anhang  II.  C.  4} :  v,  =  —    380  51'    $"n  vm  =    690  5i'  2°3 

o>  =       354°  IO'    o"i  71  =  2650  14'  6n2 

log}  =  9-865  734. 

„      ,,  c.  5):       r,„  =     16.48835  tI3)  =  16-48859 

T  =  Juni  16-488  470. 

Die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  nach  Anhang  II.  D.  wird  (vergl.  das  ausführ- 
liche Beispiel  auf  pag.  322  und  323}: 

t„ —  T=  .    I2-oii  530 
v„  =  +  250  43'  28"g 
logr„  =       9.887  806  dX„  =  +  io"o 

l°„  =       890  47'    6"7  dl„cosß„  =  +    7"7 

jS°»  =  +  39°4o'  38"8  <#„  =  —    8"o. 

Berechnet  man  nun  cotg  J",  so  findet  sich : 

logcotg-T1  =  0048  876, 

welcher  Werth  um  27  Einheiten  der  sechsten  Decimale  kleiner  ist,  als  log  cotg/; 
es  sind  somit  die  Verbesserungen  der  Dreiecksnachen  einer  Correctur  fähig.  Bei 
der  Grosse  der  heliocentrischen  Bewegung  Hesse  sich  jedoch  eine  rasche  Convergenz 
nicht  mit  Sicherheit  erwarten,  wenn  man  die  Formeln  23)  (pag.  290')  zur  Ermitt- 
lung eines  neuen  Werthes  für  log  {M"\  auf  Grundlage  der  eben  erhaltenen  Elemente 
heranzöge;  es  wird  in  einem  solchen  Falle  die  willkürliche  Variation  von  log(Jf) 
und  das  Einschlagen  des  auf  pag.  300  auseinandergesetzten  Weges  weit  empfehlens- 
werther  sein.  Indem  rflog  [M )  =  -f-  o-ooo  400  angenommen  wurde,  ergab  die  An- 
wendung der  Formeln    46)   und   47}    (pag.    303)    (vergl.    das  ausfuhrliche  Beispiel 

v*-™1-  rfj,  =  -o.ooo4«; 

es  ist  sonach  für  die  Ableitung  der  Elemente  anzuwenden: 

log?«  =  9-804  498 


logl},»  =  gqSi  921, 
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aus  welchen  Zahlen  die  folgenden  Resultate  erhalten  worden: 
Anhang  II.  C.   i) :  l,=  2470  13'  o"8  /„  =3  3130  35'  2o"2 

logtgi,  =  9*906  538  logtgo„,  =  0-132  774 

logr,  =  9916  632  logr„  =  0-038  266. 

Q  =     270°  56'  42w2  t  =    63°28'47"5 

Anhang  IL  C.  2):  u,  =      3"502°'59"3  «,„  =    640    8' io"9. 

„        ,,     „    3a):  v,  =  —  380  49'  59"4  «™  =    69°5i'i2"2. 

„        „     „    4) :  iä  =     3540  16'  58"7  n  =  2650  13'  40"° 

log ?  — 9-865  772. 

,,      ,,   „  5) :  r(u  =  16-48040  r,3)  =  16.48030 

T  =  Juni  16-480350. 
Die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  fand  sich: 
t„—  T  12-01965 

u„  2  50  44'  i6"o 

log  r„  9-887  868  dlj,  =  —  64*4 

l„°        890  48'  2i"i     dl„C0B  ß„=  —  49"5 
A*   +  39°  43'  '9°i  dß»  =  - 168"3. 

Die  Formeln  381  (pag,  300)  ergaben  die  folgenden  Bedingungsgleichungen: 
+  io"o  =  +    74"4* 
—   8-o  =  + 160-3  *  ? 
woraus  sich  nach  39)  (pag.  301)  der  wahrscheinlichste  Werth  von  x,  nämlich: 

log  z  =  8B4Ö3i , 
findet,  der  in  der  Darstellung  des  mittleren  Ortes  die  Fehler: 
dX„  cos  ß„  =  +  9"4 
«.=  -3-3, 
übrig  läset.   Da  die  heliocentrische  Bewegung  sehr  gross  ist,  so  wird  man  sich  zur 
Ermittlung  der  wahrscheinlichsten  Elemente  mit  Vortheil  der  Formel  41)  (pag.  301) 
bedienen  und  daraus  erhalten : 


K 

-E. 

E,-A 

ffl-AJ» 

16-488  470 

16-480  350 

— 

0008120 

+  0-000236 

2650  14'  6"2 

265°I3'4o"9 

— 

25"3 

+            o"7 

270   58  6-i 

270  56  42-2 

— 

839 

+            24 

63  28  56-0 

63  28  47-5 

— 

8.5 

+            o-2 

9-865  734 

9-865  772 

+ 

0-000038 

—  O-ODOODI  . 

logy 

Es  Bind  daher  die  aus  den  obigen  Beobachtungen  nach  der  benutzten  Methode  e 
mittelten  und  als  wahrscheinlichste  zu  bezeichnenden  Elemente : 
cflll  1881. 
T  =  1881  Juni  16-488  706  mittl.  Berl.  Zeit 
n  =  2650  14'  b"q 
Q  =  270   58    8-5     f  mittl.  Äquin. 
t  =     63    28  562 
log  j  =    9.865  733. 


}  mittl.  ) 
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Diese  Elemente  sollen  die  äusseren  Beobachtungen  völlig,  die  mittlere  aber  nach 
Massgabe  der  aus  den  Bedingungsgleichungen  folgenden  Werthe  darstellen.  Eine 
directe,  sechsstellig  geführte  Rechnung  bestätigt  diese  Voraussetzung  innerhalb  der 
Unsicherheitsgrenze n  der  Rechnung;   es  findet  sich  nämlich: 

I.  2.  3. 

dX  cos  ß        —  o"5         +  9"  5         +  ou4 
dß        —  0-3         —  3-6         -|-  o-6. 
Die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  ist  nicht  ganz  befriedigend,  wäre  jedoch  immer- 
hin durch  Beobacbtungsfehler,  die  den  äusseren  Beobachtungen  anhaften,  erklärbar, 
wenn   nicht  in  diesem  Falle  die  Abweichung  der  Hauptsache  nach  der  Ellipticität 
der  Bahn  des  Kometen  zugeschrieben  werden  müsste. 

?.  Bestimmung  der  Bahn  eines  Hternechnnppenschwarmcfi  ans  seinem 
Radiationspnnkte. 

Durch  die  epochemachenden  Arbeiten  Schiaparelli's  kann  es  als  erwiesen 
betrachtet  werden,  dass  die  Sternschnuppen  kleine  kosmische  Körper  sind,  welche 
sich  schwarmweise  in  nahezu  parabolischen  Bahnen  um  die  Sonne  bewegen ;  ge- 
langt nun  ein  solcher  Schwärm  oder  gelangen  Bruchtheile  desselben  in  unsere 
Atmosphäre,  so  erscheinen  uns  diese  Körperchen  in  der  unter  dem  Namen  Stern- 
schnuppen bekannten  Form.  Die  einem  Schwärme  ungehörigen  Sternschnuppen 
werden  sich  der  Hauptsache  nach  parallel  mit  einander  fortbewegen,  die  einem 
Beobachter  sichtbaren  Meteore  dieses  Schwarmes  also  von  einem  Punkte  des  Him- 
mels herzukommen  scheinen;  in  der  That  hat  die  Beobachtung  erkennen  lassen, 
dass  innerhalb  eines  beschränkten  Zeitraums  die  scheinbaren  Bahnen  vieler  Stern- 
schnuppen, nach  rückwärts  verlängert,  sich  nahezu  in  einem  Funkte,  dem  Radiations- 
punkte, schneiden.  Die  Lage  dieses  Radiationspunktes,  dessen  Lange  mit  /  und 
dessen  Breite  mit  b  bezeichnet  werden  soll,  ist  bedingt  durch  die  relative  Bewegung 
des  Schwannes  gegen  den  Beobachter.  Bezeichnet  man  die  drei  den  Coordinaten- 
achsen  parallelen  Componenten  dieser  relativen  Bewegung  mit  -£,  S  und  -~,  die 
Änderung  der  Coordinaten  des  Beobachtungsortes  mit  -^  ,  --,-  und  57 ,  und  endlich 
die  Änderung  der  heliozentrischen  Coordinaten  der  Meteoriten  mit  ^- ,  ~,  ~,  so 
bestehen  die  Gleichungen :  jx 

dt 
*£  —  !*?  -L  *i"  1) 


Der  heliocentrische  Ort  der  Sternschnuppe  im  Moment  der  Sichtbarkeit  kann  ohne 
merklichen  Fehler  als  identisch  mit  dem  heliozentrischen  Erdort  angenommen  wer- 
den, so  dass  ihre  heliocentrischen  Coordinaten  als  bekannt  zu  betrachten  sind.  Wären 
die  relativen   Geschwindigkeiten  -^ ,  -jt  und  j'  gegeben,  «o  würden  die  heliocentri- 


dS 

dx 

dt 

+ 

dt 

dr, 

dY 

~   dt 

+ 

dt 

dt 

~~   dt 

+ 

dZ 
dt 

db,  Google 
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sehen  sofort  mit  Hilfe  der  Relationen  i)  gefunden  werden  können  und  man  hätte 
daher  genügende  Angaben  zur  Ermittlung  der  Elemente.  Die  nach  den  Achsen 
zerlegten  relativen  Geschwindigkeiten  sind  aber  durch  die  Angabe  des  Uadiations- 
punktes  nur  theil  weise  bekannt.  Bezeichnet  man  die  relative  Geschwindigkeit  mit  yk, 
so  dass  y  das  Verhältnis  der  relativen  Geschwindigkeit  gegen  die  Gauss'eche 
Attractionsconstante  k  vorstellt,  so  wird: 

j7  =  —  yk  cos  l  cos  b     ] 

!j?  =  —  yk  sin  l  cos  b     \  2> 

#  7    •     l 

j7  =  —  y* 8111  *  >        ) 

in  welchen  Formeln  das  negative  Vorzeichen  seine  Erklärung  darin  findet,  das« 
die  Sehlinie  der  Bewegungsrichtung  entgegengesetzt  ist.  Da,  wie  oben  erwähnt, 
aus  Schiaparelli's  Untersuchungen  hervorgeht,  dass  die  Sternschnuppen,  sich  in 
parabolischen  Bannen  bewegen,  so  besteht  nach  Gleichung  25)  [pag.  50]  die  Relation: 

«■+ 69*+ e)1 -*•-*■      >< 

in  welcher  S  den  heliocentrischen  Abstand  der  Erde  darstellt.  Die  Gleichungen  1], 
quadrirt  und  addirt,  ergeben  mit  Rücksicht  auf  2)  und  3): 

=-  =a  y*k2 — 2/icos/cosA  -ii  — zyh sin  l cos h  -,  —  zykünb-.-    + 

+{s)'+(3),+(a'. 

welche  quadratische  Gleichung,  da  die  Änderungen  der  Coordinaten  X,  Y  und  Z  als 
bekannt  vorausgesetzt  werden  können,  nur  die  Unbekannte  y  enthält.  Ist  somit  y 
bekannt,  so  sind  die  zur  Ermittlung  der  Elemente  nothigen  Angaben  vorhanden. 

Die  Änderungen  der  Coordinaten  des  Keobachtungsortes  sind  aus  zwei  wesent- 
lich verschiedenen  Bewegungen  zusammengesetzt,  nämlich  einer  jährlichen  und 
einer  täglichen.  Letztere  wird  im  Maximum  etwa  sechzigmal  kleiner  sein  als  die 
erstere,  kann  demnach  bei  solchen  Rechnungen,  bei  denen  nicht  die  äusserste  Ge- 
nauigkeit angestrebt  wird,  übergangen  werden.  Es  wird  sich  daher  empfehlen,  die 
Ekliptik  als  Fundamentalebene  zu  wählen,    demnach: 

dZ 

Tt=°> 
zu   setzen,   unter  welcher  bereits  bei  der  Annahme  über  die  Bedeutung  der  Coor- 
dinaten /  und  b  vorgreifend  benützten  Voraussetzung ,  die  Gleichung  zur  Bestimmung 
von  y  die  Form  (vergl.  25)  pag.  50) : 

»»- ¥»»(""'"  +»»'aJ)  =  *-(*-')  =  ■■   4) 

annimmt ;  hierbei  ist  die  Erdmasse  als  gegen  die  Sonnenmasse  verschwindend  klein 
angenommen.  Zur  Bestimmung  der  Geschwindigkeiten  -  und  -jt  kann  man  die 
bei  der  Aberration  pag.  113  ermittelten  Werthe  anwenden  und  erhält,  wenn  man 
in  den  bezüglichen  Ausdrucken,  weil  hier  die  Ekliptik  als  Fundamentalebene  gewählt 
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ist,  e  =  o  Betet : 


-,.■  = -i7  (81110  +  arare  nmir.) 

dt  eoa<p     dt  v  '  ™  '    i  ,\ 

r  (cos©  +  sin*/)  cos  st), 


dt  COB  (p 

Man  hat  aber,   wenn  wieder  die  Erdmasse  im  Verhältnis  zur  Sonnenmaese  vemach- 
Itai*  wild:  m  t 


und,  wenn  man  ausserdem  die  zweiten  Potenzen  der  Erdbahnexcentricität  übergeht: 
■^  -=,-  =  sin©  -r-  sinysm«'—  •■  «sin©'    J 
—  T  "*' =  cos©  +  sin y cos 7c' =  «cos©'.  J 
Quadrirt  und  addirt  man  die  Gleichungen  6) ,  so  findet  sich  (vergl.  25)  pag.  50} : 

wofür,  wenn  die  zweiten  Potenzen  der  Excentrieität  fortgelassen  werden,  gesetzt 
werden  darf: 

•  -  i  1  t-1 

ausserdem  wird  innerhalb  derselben  Genauigkeitsgrenzen: 

©'  =  ©  -f.  ein  fp  sin  [n? —  ©) ,  7b) 

und  die  Gleichung  4)  erhält  demnach  die  höchst  einfache  Gestalt: 

Die  Einführung  eines  Hilfswinkels  wird  die  Auflösung  dieser  quadratischen  Glei- 
chung wesentlich  bequemer  gestalten ;    setzt  man  nämlich : 

"»W'-C»  =  ootg«,  9) 

so  wird:  , 

An  den  Hilfswinkel  z  kann  man  die  Bedingung  knüpfen,  dass  derselbe  stets  klei- 
ner als  1800  angenommen  werde,  daher  sinz  stets  positiv  sei;  dann  wird,  da  für  ■/ 
der  Natur  des  Problems  nach  eiu  positiver  Werth  resultiren  muss,  in  10}  stets  nur 
das  obere  Vorzeichen  der  Einheit  gewählt  werden  dürfen  und  : 

y  =  tgi*.  11) 

sich  ergeben.  Die  Gleichungen  7),  9)  und  n)  enthalten  in  höchst  einfacher  Weise 
die  Bestimmung  von  ■/  aus  dem  Radiationspunkte ;  ist  aber  •/  gegeben,  so  sind  nach  2) 
die  relativen,  nach  1)  die  heliozentrischen  Geschwindigkeitscomponenten  bekannt 
und  es  stellt  »ich  die  Aufgabe,  aus  diesen  Grössen  und  den  durch : 

X  =  —  Äcos© 

y  =  —  ÜBin© 

X  =  o, 
bestimmten  lieliocentrischen  Coordinaten  die  Elemente  abzuleiten. 

«• 
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Betrachtet  man  die  Masse  der  Sternschnuppen  gegen  die  der  .Sonne  als  ver- 
schwindend klein,  so  ist  das  im  Zeitelemente  dt  durch  den  lladiusveotor  überstri- 
chene  Flächenelement  bestimmt  durch  (vergl.  1)  pag.  51) : 

r^dv  =  kVpdl. 

Projicirt  man  dieses  Fläch en  dement  auf  die  Coordinatenebenen  und  bezeichnet  den 
Winkel,  welchen  die  Bahnebene  mit  den  letzteren  bildet,  durch  den  Buchstaben  t, 
der  mit  zwei  den  in  Betracht  gezogenen  Coordinatenebenen  entsprechenden  Indices 
zu  versehen  ist ,  so  sind  offenbar  die  Frojectionen : 

k  Vp  dt  cos  i^y ,  k  Yp  dt  cos  iTZ ,  kVpdt  cos  xyz . 

Betrachtet  man  jenes  Flächenelement  als  positiv,  dessen  zugehöriger  projicirter  Ra- 
diuBvector,  vom  positiven  Ende  der  auf  der  Projectionsebene  senkrechten  Coordinate 
aus  gesehen,  die  Fläche  in  dem  der  Bewegung  des  Uhrzeigers  entgegengesetzten 
Sinne  überstreicht,  so  sind  die  Flächenelemente  in  den  diesbezüglichen  Coordinaten- 
ebenen ausgedrückt  durch : 

%dy  —  ydx,  zdx  —  xdz,  ydz  —  zdy. 

Bedenkt  man,  dass  die  Bahnebene  und  die  Coordinatenebenen  im  Durchschnitt  mit 
der  Himmelskugel  grüsste  Kreise  bilden,  von  denen  die  durch  die  Coordinaten- 
ebenen gebildeten  sich  rechtwinklig  schneiden ,  bezeichnet  den  sphärischen  Abstand 
des  aufsteigenden  Knotens  der  Bahnebene  in  der  XY- Ebene,  vom  Friihjahrspunkte 
im  Sinne  der  Zeichen  gezählt,  mit  Q,  die  Neigung  mit  i,  so  ist  offenbar,  wenn 
man  die  grössten  Kreise  in  dem  oben  über  die  Bewegungsrichtung  des  Radius- 
vectors  und  seine  Frojectionen  festgesetzten  Sinne  auffasst: 


und  man  hat  daher : 


cos  (1800 —  ix%)  =  cos  Q  sin  1 
cos  iyz    =  sin  Q  sin  t , 

*Vyco»;  =    *£  — yj    I 

iV/Jcos  Q  sin  *    =    xy  —  z -^    f  >3) 

kVj,ma.ini    =     yJ-zf-J 

Ersetzt  man,  die  Bewegung  fortgesetzt  als  parabolisch  betrachtend,  p  durch  iq,  und 
bedenkt,  dass  zufolge  der  Wahl  der  Ekliptik  als  Fundamentalebenc  Z  und  dessen 
Ableitung  der  Null  gleich  sind,  so  findet  sich  mit  Rücksicht  auf  i)  (pag.  345), 
2)  (pag.  346)  und  12}  (pag.  347]  : 

*VäfCM*  =        .Bsine^—  Äcosag  1 

kVJqcosQ  sini    =   — ÄcosOj,-  =  j'AÄcosOsini   t     *4) 
kVzqeia  Q  sin  i    *=   —  Äsin0~  =  y&RsiuQsmb.) 
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Va  kYzqsini  einerseits,  ykll  anderseits  den  gemachten  Voraussetzungen  nach  stets 
positiv  sind,  so  wird,  je  nachdem  sin  £  positiv  oder  negativ  ist,  a=©oder  Q  — o  j-iao" 
sein  müssen;    man  leitet  daher  ohne  Schwierigkeit   aus  diesen  beiden  Gleichungen 

die  Relation:  

Vzq  sin «'  =  d:  y  R  sin  b  *5) 

ab ,  in  welcher  das  Vorzeichen  mit  dem  Zeichen  von  sin  b  identisch  genommen 
werden  muss,  so  dass  V21J  sin  i  jedenfalls  positiv  wird.  In  der  ersten  Gleichung 
in  14)  wird  mit  Rücksicht  auf  1)  (pag.  345),  2)  (pag.  346),  6)  und  7a)  (pag.  347) : 

V23  cos  i  =  sin0{sin0' —  yR  cos  /cos  6}  -j-  cos©  {cos©' +  yR  sin  /cos  b) 

oder,  da  cos  (©  —  0')  »ich  nur  um  eine  Grosse  zweiter  Ordnung  der  Excentricität 
von  der  Einheit  unterscheidet,  daher  dieser  innerhalb  der  als  zulässig  angenommenen 
Vernachlässigungen  gleich  gesetzt  werden  darf: 

Yiq  cos  i  =   1  -H  yR  COS  b  sin  [l  —  ©) . 
Man  hat  daher  für  die  Bestimmung  von  i  und  q  die  beiden  Gleichungen: 
V2qnmi=  ±  yRmnb  1 

V2ycosi=  1  -+-  yÄcoaisin(/  —  ©).  ) 

Um  die  wahre  Anomalie  v  zu  finden,  differentüre  man  die  Gleichung: 

nach  der  Zeit,   wodurch  man  erhält: 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  1)   [pag  51]: 

es  ist  demnach: 

* 
W—.-^i  "7) 

da  aber: 

rdr  =  xdx  +  ydy  -J-  zdz  , 

und  2  =  0  ist.  so  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  1)   2)  6)  und  7a): 

?t(*£)  =  yRcoabaoB[l  —  0)  —  sin(©'  —  0), 

daher: 

W,.!*-!-L-9=SB-J.  ,8, 

Yiq 

Hierbei  ist  $v  zwischen  den  Grenzen  —  900  und  +  900  eingeschlossen;  als  Probe 
kann  die  Relation : 

q  =  Äcos^v5,  19) 

benutzt  werden. 


DigitizGd  by  Vj OOQ  IC 


350 


Das  Argument  der  Breite  u  wird,  je  nachdem  der  Sternschnuppenschwarm  im 
aufsteigenden  (sin  b  negativ)  oder  absteigenden  Knoten  (sin  6  positiv)  eich  befindet, 
entweder  o"  oder  i8o°,  der  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten  also  beziehungsweise: 

(sin  b  positiv)     «  -  -■  u  —  v  =  1 8o°  —  v 
(sin  (negativ]      tu  =  «  —  V  =  —  v, 
und  die  Länge  des  Perihels: 

«  =  w  -j-  S  =  ©  —  v  +  1800 ;  20) 

aus  v  könnte  noch  die  Zeit  des  Perihels  abgeleitet  werden,  doch  wäre  eine  derartige 
Angabe  für  einen  in  die  Länge  gezogenen  Schwann  bedeutungslos. 

Stellt  man  die  bisher  entwickelten  Formeln  zusammen  und  bezeichnet  mit 
/  und  b  die  Länge  und  Breite  des  Sternschnuppenschwarmes ,  mit  0  die  für  die 
Epoche  des  Radiationspunktes  geltende  Sonnenlänge ,  mit  R  den  geocentrischen 
Abstand  der  Sonne  für  dieselbe  Epoche,  so  ergeben  sich,  wenn  man  für  die  Be- 
stimmung von  7t'  und  e  die  Werthe  den  Le-Verrier'schen  Sonnentafeln  entlehnt, 
für  die  Berechnung  der  Bahn  eines  Sternschnuppenschwarmes  folgende  Formeln : 


löge'  =  1-760C 

71'  =  2800  21'  -+-  i'o3  (t —  1850) 

0'  _-  ©  =  e'sinfw'  —  ©) 

w- 

—  ©)  wird  in  Einheiten  der  Bogenminute  erhalten. 

cotgz  =  -jj  cosfisin(i  —  ©'} 

7<  1800 

y  =  tgi« 

f=Ry 

sin  b  positiv 

sind  negativ 

Q  =0 

0  =©  +  1800 

Kay  sin  1  =  fsvab 

Vzq  Bin«  =  — fm\b 

V^jcosi  =  1  +ycosisin(/  —  0) 

-           footb  tot  11  —  0)  —  «in  (©'  —  ©1 

%v  <  ±  go° 

«  =  © —  v  +  1800 

Probe: 

q  =  JR&to$ 

\fl. 

") 


Bei  Vernachlässigung  der  ersten  Potenzen  der  Erdbahnexcentricität  (©'=©,  R  ■=  1) 
würden  sich  diese  Formeln  noch  etwas  einfacher  gestalten ,  ohne  dass  jedoch  bei 
der  an  sich  so  einfachen  Rechnung  viel  gewonnen  werden  könnte. 

Um  die  vorstehenden  Formeln  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  soll  der  in 
der  Abhandlung  von  E.  Weiss  (Beiträge  zur  Kenntnis  der  Sternschnuppen,  Sitzgsber. 
der  k.  Akad.    d.  Wiss.  Bd.  LVII)  mit  Nr.  3  bezeichnete   Badiationspnnkt  in  An- 
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Wendung  gezogen  werden.    Für  den  Jahrestag  Juli  28-5  findet  eich  derselbe  in  Bezug 
auf  den  Äquator  wie  folgt  angegeben: 

a  =  3380     ,     d  =  —  280. 

Denkt  man   sich   diese   Coordinaten   auf  das  mittlere   Äquinoctium    1865   bezogen, 
verwandelt  Rectaecension  und  Declination   in  Länge  und  Breite  und  entlehnt  dem 


Berliner  Jahrbuch  die  Sonnenlänge,  sowi 

e  den  geocentrischea  Abstund, y 

Grundlagen  der  Rechnung: 

'  =  320°  5',     i  —  - 

-  i7°  *4', 

©  =  1 250  48',  '  log.fi  =  0-0065. 

Nach  den  Formeln  21)  erhält 

man: 

t —  1850 

15-6 

sin  (/  —  ©') 

9.5890 

n1 

2800  37' 

COBÄ 

9-9790 

rf  — 0 

■54   49 

log  Compl.  R 

9-9935 

sin  (n  —  ©) 

9-6289 

QOtg* 

9.5027 

©'  —  0 

+   24'5 

z 

I  IO°  4*1 

0" 

1260  12*5 

i> 

55    20 

(  —  0' 

202    52-5 

logy 

01553 

log/ 

Q-1618 

log  2« 

9.5046 

Q 

305°  48'o 

log? 

9-2936 

I  —  O 

203    17-0 

COB  (l  O) 

9,9631 

•in('-S) 

9*5 9°9 

logl 

0,1045 

/cos  b 

0-1414 

sin  (©'  —  0) 

7-8529 

fcoa  b  sin  {/  —  0) 

9b7383 

Add. 

00024 

sin  b 

9*4757 

tgjur^o 

0,1069 

Viqtini 

9'°375 

tgi» 

0,3096 

9.8584 

i« 

—    63°53'i 

V  iqcoai 

90557 

V 

—  127  46-2 

tg* 

99818 

n 

73    34-2 

■ 

43°  48'o 

cos  in' 

9-2872 

log  y  22 

97973 

log« 

9-2937- 

Es  sind  demnach  die  Elemente: 

«-    73°° 
Q  =  305°8     . 
«=    43°8 
logy  =  9.294. 

Die  BeriiclcBichtigung  der  täglichen  Bewegung  der  Erde  und  deren  störender  Ein- 
flues  können  oft  recht  merkliche  Correctionen  der  erhaltenen  Werthe  hervorbringen ; 
für  den  ersten  Entwurf  jedoch  mögen  die  hier  in  Anwendung  gebrachten  Näherun- 
gen genügen. 
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II.  Absohnitt.  Ermittlung  der  Bahnelemente  ohne  bestimmte  Voraussetzung 
aber  die  Exoentrioität. 

I.  AbthoUung. 

Bahnhestiminung  aus  drei  vollständigen  Beobachtungen. 

1.  Aufstellung  der  Olelchnagen  zur  Bestimmung  der  gcocentrischen  Distanzen. 

Sind  drei  vollständige  Beobachtungen  eines  Himmelskörpers  gegeben,  so  wird 
man,  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  als  bekannt  vorausgesetzt,  aus  den  Glei- 
chungen 8)  (pag.  272)  mit  Hilfe  eines  zweckmässig  geleiteten  Eliminationsverfahrens 
die  drei  geocentrischen  Distanzen  p„  (>„  und  £,»  bestimmen  können;  es  soll  aber 
mit  Rücksicht  auf  den  Umstand,  dass  die  parallaktisch  veränderten  Sonnenbreiten  B 
im  Maximum  den  Betrag  von  10"  erreichen  können,  statt  des  Cosinus  dieser  klei- 
nen Winkel  die  Einheit ,  statt  des  Sinus  der  Bogen  eingeführt  werden ,  welche 
Annahmen  selbst  für  die  genauesten  Rechnungen  als  völlig  gerechtfertigt  bezeichnet 
werden  müssen.  Multiplicirt  man  unter  den  gemachten  Annahmen  die  Gleichun- 
gen 8)   (pag.  272)  der  Reihe  nach  mit: 

sin  ß„  c:oB,3„r  sin  X,„  —  sin  ß,„  cos  ß„  sin  X„ 
sin ß,„ cos  ,tf„cos  X„  —  sin  ß„cosß„, cos X,„ 
—  sm(?„„  —  A„)cos£„cos/?„,, 
addirt  die  Producte  und  setzt  abkürzend : 

K=  —  sin  ß  cos /?„«»#,,  sin  [*„—  K„)  +  cos(S,sin^ncos^„sin(>l«—  k)  —\ 
—  co8pd,cos,V„6m,tf,„8in(Ä„ —  X,),      J 
und : 

■A,  =  +  S,  {niaß„ci}sß,„em{X„,  —  L,)  —  sin  ß„caaß„sax[X„  —  L,)}  — 

—  R,  sin(Xm  —  X„)cosß„cosßmB,  arci" 

B,  =  —  Ra  {sin#,coB#„sin  [L,  —  L„)  —  rniß„,waß„am{X„  —  LH)}  + 

+  R„nn{Xm  —  Xl,)cMß„cosßmB„axci" 

C,  =  +  Rm  {sin/*,, cos ,3„, sin  [X,„  —  Lm)  —  sin/?,„co8jtf„8in(A„  —  L„,\)  — 

—  Ä,„sin(il„,  —  /„Jcos/inCos^nBn.arci", 
so  wird : 


*) 


«f"S*+  '■  +  \tt{°-  3) 
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Multiplicirt  man  dagegen  die  Gleichungen  8)  (pag.  272)  der  Reihe  nach  mit 

sin/?,,,  cos ;?,  sin  A,    —  siii(ff,cus/?,„sin>.,„ 
sin  ß,  cos  ß„  cos  X,„  —  sin  ß„,  cos  ß,  cos  X, 
Bin  (Jtw  —  X,)cosß,cosß,„, 
addirt  und  setzt  abkürzend : 

A„  =  +  R,  {sin ß, cos ß,„ sin (Äw  —  £,}  —  cOB/?,sin/?,„sin(il,  —  X,,)}  — 

—  R,  sin(Ä,„ —  k,)co»ß,coaßmB,  arc  1" 

B„  =  —  R,,  {sin  0,  cos/?«,  sin  (X„  —  Z„)  —  cos(?,sin/?„sin(>l,  —  L„)}  + 

+  R„  sin  (A,„  —  X,}  cos  /S,  cos  jS,„  B„  atc  1 " 
C„  =  +  R«  {sin^,coe/?,„sin  (*,„  —  /,„,)  —  cos&sin/?,„sin  (A,  —  Z,„)}  — 

—  Ä„8in{^,ff  —  XdaoBß,a(Mß„B„axoi", 
so  findet  man: 

*e.  =  f5ri  -*.  +  *.  +  TT?!  °- 


5) 


Multiplicirt  man   schliesslich   die  Gleichungen   8)    (pag.  272)    der  Reihe    nach   mit 

den  Factoren: 

sin/?,coSfV„sin/„  —  sin  ß„  cos/?,  «inA, 

sin/SnCos^cosi,  — sin;2,  cos/?„cosA„ 

—  sin  [X„  —  X,)  cos£cos/?„, 

so  gibt  die  Addition  der  Producte  nach  Einführung  der  Symbole : 

Aia  =  +  R,  {sin/?,cos/?„sin{A„  —  L,)  —  cmß,  sin/?„sin(A,  —  £,)}  — 

—  Ä,sin(/„—  A,)cos/?,cos/?„.B,arci" 
B,„  =  —  Ä„  {sin ß, cos ß„ sin  [X„  —  L„)  —  coa/?,siti/?„sin(/l,  —  L„)}  - 

+  R„  sin  [X„  —  X,)  cos  ß,  cos  ß„  B„  arc  1 " 
Cm  =  +  R„,  {sin  £  cos/*,,  sin  (A„  —  L,„)  —  cos/?, sin/!?,, sin  {X,  —  L„)} 

—  Ä„,8in(A„  —  A,}cos/?,cos/?„  B,„tttc  1", 
die  Relation: 


[ 

lr,rm] 


m*>= 


AB,  +  B„,+ 


C„, 


7). 


Wären  in  den  Gleichungen  3),  5)  und  7)  die  beiden  Verhältnisse  der  Dreiecks- 
flächen  \r,r„]  :  [r,rm]  und  [r„r,„]  :  [r,r,„]  bekannt,  so  würden  damit  die  geocentrischen 
Distanzen  o„  o„  und  q„,  gegeben  sein  und  man  könnte  aus  je  zweien  derselben  ohne 
Schwierigkeit  die  Element«  ableiten ;  die  Verhältnisse  sind  jedoch  vor  Ermittlung 
der  Elemente  unbekannt  und  können  nur,  solange  das  Product  aus  dem  Quadrate 
der  Zwischenzeit  in  die  negative  dritte  Potenz  des  Radiusvectors  eine  massige 
Grösse  ist,  mit  Hilfe  der  Gleichungen  19)  (pag.  99)  oder  22)  (pag.  100}  näherungs- 
weise bestimmt  werden.  Es  stellt  sich  daher  vorerst  die  Frage,  inwieweit  die  nach 
Potenzen  der  Zwischenzeiten  entwickelten  Glieder,  der  angeführten  Reihen  mit- 
genommen werden  müssen,  um  ausreichende  Näherungen  zu  gewähren.  Zur  Be- 
antwortung dieser  Frage  tnuss  zunächst  die  Ordnung  der  Grösse  K,  sowie  der 
A-,  B-  und  (7-Coefncienten  festgestellt  werden;  die  letzteren  sind,  wie  dies  aus  den 

Uppolier,   BibiilMitiMinfan.   1.   1.  luflift.  45 
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folgenden  Transformationen  erhellt,  von  der  Ordnung  der  geocentrischen  Bogen,  also 
erster  Ordnung.     Setzt  man  nämlich: 


/,  sin  F,  =  sin  lß„,+  ß„ }  sin  J  [X,„—  X„) 
f,  coaF,  =  ein (ß,„—  ß„)ctx^{X,^~  X„) 
/„  smF„  =  sin {ß„,+  ß,  }am^{lH/—  X,) 
/»  cos F„  =  sin  {ßm—  ß, )  coai  [X,„—  X.) 
/,„  sin  F,„  =  sin  (ß„  +  ß, )  sin  \  (X„  —  X, ) 
f,„coaFm=  sin(/f„— /?,  )cosi(i„—  *,) 
bo  wird: 


£,  =  sin  (*„—*„)  cos  ft,  cos  #„ 

^„  =  sin(il,B —  X,)cosß,coaßm 

G,„  =  F„,-i(X„+i;l 

g„,  =  sin(A„ —  /,)coa#cos£„, 


j  8a) 
}  8h) 
}     8c) 


A,  =  R,  f,  sin  (G,  +  L, }  —  g,  R,  B,  axc  i" 

B,  =  £„/,  sin(G,  +  L„)  ~g,RllB„axc  i" 

C,  =  Rmf,  sin  (G,  -+-  Lm)  —  £,  A„.B,„arc  i" 
A„  =  Ä,  /„  sin  (G„  +  /,,)  —  ^„.R,  B,  arc  i" 
B„=  Ä./,ain(G„  +  Z„)  —  g„R„B„axc  i" 
C„  =  R„/„  sin  (G„  +  Lm)  —  y„Ä„fi„arc  i" 
A,a  =  R,fmain{GM+L,)—g„RrB,  arc  i" 
Bw=  -H»/„,sin(G„,+  .L„)  — 0„,Ä„Ä,arc  i" 
Cm=  RM/msin{G„,+  Lm)  —  y„^H,„Ä„arc  i" 


9») 


oc) 


Die  Richtigkeit  dieser  Resultate  wird  sich  in  der  folgenden  Weise  verificiren  lassen ; 
setzt  man  z.  B.  in  der  ersten  G'tichung  in  4) : 

-U-  L,  =  {±  {lm+  X,)  -  L,}  +  \  [Xm~  X.) 
X,  —  L,=  {\(XM  +  X,)  —  L)  —  \  [Xoi—  X,), 
so  wird: 

A„:  R,  =  sin/S,co8^,„sin{|(>l,B+  Xr) 
+  sin  ß,  cos  ß„,  cos  {  £  {X,„  ■+-  X,} 
-cos&sin/f„,6in{i(A,„+A,) 
+  cos  ß,  sin  ß,„  cos  ( \  [X„  +  X,) 

—  g„B,  arc  1", 
oder: 

A„:  R,  =  coa{\(X,„+X,) 

—  sin{ifAw+A,)—  X,}cosi(JL-;i,}sin(/f,„  —  ß,)  —  j„Äai 
und  mit  Rücksicht  auf  8b) : 

A„:  R.=  f„sin{F„~  $[X,„+  X,)  +  £,}  —  y„Ä  arc  1", 

woraus  der  in  den  Gleichungen  9b)  gegebene  Ausdruck  für  A„  unmittelbar  resultirt ; 
die  übrigen  in  9a],  9b)  und  9c)  auftretenden  Coefncienten  können  in  ganz  ähn- 
licher Weise  erhalten  werden. 

Die  Anwendung  der  Formeln  8]  bedarf  in  Folge  der  Einführung  der  halben 
Winkel  einiger  Vorsicht,  um  die  Resultate  mit  dem  richtigen  Vorzeichen  zu  er^ 
halten ;  die  vorgenommene  Abtrennung  zeigt,  dass  man  bei  der  Bildung  der  halben 
Winkel  sich  stets  zu  vergegenwärtigen  habe,  es  müsse  den  Relationen : 


L,}cos{{X,„—  X.)  + 
L.)sin{(Xl„—X,)  — 
/,,}cosi(A,„—  X.)  + 
L)  sin  i  {X.  —  X,}  — 


L,}  sin  1  [X*-  Xr)  sin  (ß,„  +  ßr) - 
L,}  cos  £  [Xm—  X,)  sin  {ß,„  —  ß,)  - 
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i{X,^X„)+\(Xm+X„}  =  Xm 
\{X — K)+i(K*+K)  -  K. 

genügt  weiden;  diese  Bedingungen  werden  immer  erfüllt  sein,  wenn  man: 
6,  =  F,  -  {K.+  {  [X„-  l„)} 
G„=F„-{l,+  t(K<-l,)} 
Qm=  iC—  {l,+  i(X„—  X,)}, 

aetet  und  hierbei  für  die  Bogen  \(X,# — XH),   ±[X,„ — X,)   und  \{X„ — X,}  jene  Werthe 
benützt,  welche  man  der  Berechnung  von  F,,  F„  und  FM  zu  Grunde  gelegt  hat. 

Entwickelt  man  die  geocentrischen  Längen  und  Breiten  in  nach  Potenzen  von  % 
geordnete  Reihen,  so  werden  sich  die  folgenden  Ausdrücke  aufstellen  lassen: 


X  =  Vf 
ß  =  ßH+ 


*  + 


+  ■ 


es  sind  also  die  in  den  Gleichungen  8a) ,  8b)  und  8c)  (pag.  354)  auftretenden  Diffe- 
renzen der  Bogen,  somit  auch  ihre  Sinus  erster  Ordnung,  während  die  Cosinus 
dieser  Bogendifferenzen  bis  auf  Grössen  zweiter  Ordnung  der  Einheit  gleichgesetzt 
werden  können ,  und  demgemäss  werden  /, ,  /,  und  /,„ ,  daher  auch  die  Coeffi- 
cienten  A,,  A„.  A,„ ,  ß, ,  B„,  B,„  und  C, ,  6", ,  Cn.  als  Grössen  erster  Ordnung  an- 
gesehen werden  müssen. 

Die  Ordnung  des  Coefficienten  K  kann  in  folgender  Weise  ermittelt  werden : 
denkt  man  sich  durch  den  ersten  und  dritten  geocentrischen  Ort  einen  gröeaten  Kreis 
gelegt,  dessen  aufsteigender  Knoten  in  der  Ekliptik  durch  JI,  dessen  Neigung  durch  / 
bezeichnet  werden  soll  und  setzt  in  dem  Ausdrucke  für  K  (vergl.  Gleichung  1) 
pag-  352) : 


l„- 

K  = 

JUr- 

1) 

-(*,.- 

-ji) 

Lr- 

K  = 

;c-nj- 

-ft- 

-") 

K— 

x,  = 

th- 

n) 

-(«.- 

-Ji) 

K  =  —  sin  ß,  cos  ß„  cos  ß„  sin  [X,„ —  JI)  cos  (X„ —  JIj  -f- 
+  sini*,coe^„cos^„cos(A„, —  II)  am(X„ — JI)  + 
-f-cos^,sin/iacos(iwsin[(l^— JI)cos(i,— JI)  — 
—  cos  ß,  sin  ß„  cos  ß„  cos  (i,„—  JI)  sin  (X,  —  JI)  — 
— cos  [i,  lionß,,  ein  ß,„shi{/.„ —  JI)cO»(A, —  JI)  -)- 
+  cos/*,cos/y„8in/S,„cos  (X,, —  JI)  sin  [X, —  JI) ; 

und  es  bestehen,  wenn  man  mit  u,  und  «,„  die  sphärischen  Abstände  des  ersten  und 
dritten  Ortes  von  JI  bezeichnet,  gemäss  der  Bestimmung  von  JI  und  J: 
tang  /sin(/,—  JI)  =  tang/f. 


tang  Jcob{X, —  JI) 


=  t*ugß,„— 


-X.lUugfi, 


'■*) 


dby  Google 


die  Relationen: 

COS(i, II)  COS  (t,  =  cosa,  ,     cos  (Aw — JI)oos/S„,=  cosuM  | 

sin(Ä, —  II)coaß,=  sinw,cos«7"    ,     8in(Ä„, —  J2}cosj?„,=  sin«,„cos/    /    !3) 
sin/?,  =  sin u, sin/    ,  sin (*„,--  sin«,,, sin J,  ) 

deren  Substitution  in  n): 

K  =  sin(«, —  «,„ i (cos (?„ sin  (A„ —  JI)smV —  sin /*„  cos ./ } , 

ergibt ;  setzt  man  für  den  letzteren  Klamm erausdruck ,  welcher  (vergl.  die  geome- 
trische Deutung  der  Symbole  <f,  und  ff5*«,  pag.  276)  der  Sinus  des  Perpendikels  vom 
zweiten  Orte  auf  den  durch  die  äusseren  Beobachtungen  gelegten  grössten  Kreis  ist, 
die  Grosse  sin^„,  so  wird; 

K  =  sin(u, —  u,„)smp„.  14) 

Die  aus  dem  sphärischen  Dreiecke  zwischen  dem  ersten  und  dritten  Ort  und  dem 
Pole  der  Ekliptik  folgende  Gleichung: 

cos(«, —  u,„)   =  cos/J,  c;os/U„,co8  ['/., —  lm]  -j-  sinjäf,sin/Jw  , 
und  die  hieraus  sich  ergehende  Relation: 

sin £(«,—  w„,)2  =  cos£cos,3,„sin  £(>.,—  *„)'  +  sin£(0„,—  /*,)', 

liefern  bei  der  numerischen  Ausfuhrung  eine  gute  Controle  für  u, —  «,„ ,  welcher  Bogen 
der  sphärische  Abstand  der  beiden  äusseren  Orte  und  daher  erster  Ordnung  ist.  Da 
die  Bewegung  eines  Himmelskörpers,  so  lange  man  nur  auf  die  ersten  Potenzen  der 
Zeit  Rücksicht  nimmt,  im  grössten  Kreise  stattfindet  (vergl.  Gleichung  10)  pag.  355) , 
so  ist/»,,  nothwendig  von  der  zweiten  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Zwischenzeiten,  somit 
der  Factor  K  der  geocentri sehen  Distanz  dritter  Ordnung ;  da  aber  die  verschiedenen 
A-,  B-  und  C-  Coefficienten  erster  Ordnung  sind,  so  müssen  in  den  Verhältnissen  der 
Dreiecken ächen ,  die  mit  denselben  multiplicirt  erscheinen ,  mindestens  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  mitgenommen  werden,  um  die  geocentrischen  Distanzen  auf  Grös- 
sen erster  Ordnung  richtig  zu  erhalten.  Die  Ersetzung  der  Verhältnisse  der  Drei- 
ecksflächen  durch  die  Verhältnisse  der  Zwischenzeiten  allein  bietet  daher  keine  aus- 
reichende Annäherung,  weshalb  mindestens  jene  Glieder  berücksichtigt  werden  müssen, 
welche  die  negativen  dritten  Potenzen  der  Radienvectoren  enthalten.  Die  Bestim- 
mung der  geocentrischen  Distanzen  aus  den  Gleichungen  3),  5)  und  7)  (pag.  352,  353) 
führt  sonach,  da  die  Radienvectoren  selbst  Functionen  von  g, ,  o„  und  £,„  sind  (vergl. 
pag.  291),  auf  höhere  Gleichungen.  Die  Form  dieser  letzteren  wird  eine  verschiedene, 
je  nachdem  man  für  die  Substitution  der  Verhältnisse  der  Dreiecksnächen  von  den 
Gleichungen  19)  (pag.  99)  oder  22)  (pag.  100)  Gebrauch  macht;  im  ersten  Falle  hat 
man  die  Gleichung  5)  (pag.  353)  heranzuziehen  und  erhält  aus  dieser  Verbindung  die 
von  Gauss  in  Vorschlag  gebrachte  Lösung;  bei  Benützung  der  Gleichungen  22) 
(pag.  100),  in  welchen  die  Glieder  zweiter  und  dritter  Ordnung  Functionen  von  r, 
und  r,„  werden,  hat  man  dieselben  mit  3)  und  7)  (pag.  352,  353)  zu  verbinden,  um 
zur  Kenntnis  von  q,  und  g,„  zu  gelangen.    Diese  in  dem  vorliegenden  Werke  in  Vor- 
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schlag  gebrachte  Lösungsart  erscheint  wohl  von  vornherein  etwas  complicirter,  bietet 
aber  nicht  nur  den  Vortheil,  dass  man  die  Annäherung  um  eine  Ordnung  weitet  trei- 
ben kann,  sondern  gewährt  auch  in  jenen  Fällen,  in  welchen  man  die  Glieder  dritter 
Ordnung  fortlässt,  durchschnittlich  eine  stärkere  Convergenz  als  das  Gauss'sche 
Verfahren,  ohne  eine  grössere  Rechnungearbeit  zu  veranlassen.  Jene  Methode  wird 
daher  in  dem  vorliegenden  Werke  ausführlich  behandelt,  die  Gauss 'sehe  Losung 
aber  nur  andeutungsweise  vorgenommen  werden. 

Wollte  man  die  Gleichungen  3),  5)  und  7)  gleichzeitig  in  Rechnung  ziehen, 
bo  könnte  man  sogar  zu  einem  Verfahren  gelangen,  welches  schon  in  der  ersten 
Annäherung  die  Glieder  vierter  Ordnung  berücksichtigen  würde;  die  bedeutende 
Convergenz  der  oben  erwähnten  Methoden  lässt  es  jedoch  vortheilhaft  erscheinen, 
sich  auf  die  Mitnahme  der  Glieder  dritter  Ordnung  zu  beschränken. 

Die  Gauss'sche  Lösung  des  Problems  gestaltet  sich  in  der  folgenden  Weise: 
Die  Verbindung  der  Gleichungen  19)  (pag.  99)  und  5)  (pag.  353)  ergibt  sofort: 

».=  *  +  £,  15«) 

in  welcher  Gleichung  abkürzend : 

»-**+*  +  *?  I      „ 

gesetzt  wurde.  Bezeichnet  man  in  dem  zur  Zeit  der  mittleren  Beobachtung  zwischen 
den  Orten  der  Sonne,  der  Erde  und  des  Himmelskörpers  bestehenden  ebenen  Drei- 
ecke den  Winkel  am  Himmelskörper  mit  2,  an  der  Erde  mit  \p„,  so  ist: 

R„unt4>„+*. 

16) 


Die  Einführung  dieser  Relationen  in  15a)  ergibt: 

Ä,sinV„co8r  +  ( A, cos i/j„—  k)  sin 2  = 

oder  auch,  indem  man: 

ii  sin  <u  =  R„  sin  i//„ 
42  cos  w  =  .R„cosii»„ — k 


~  ÜR„*  »in  V\,*  '  I 

setzt: 

M%\azi  =  sin(z  -j-  <"),  18) 

welche  Gleichung  übrigens  nur  scheinbar  transcendent  ist,  da  dieselbe  leicht  auf  eine 
Gleichung  achten  Grades  reducirt  werden  kann,  deren  Unbekannte  sin  z  ist.  Hat 
man  sin  2  nach  18)  durch  Versuche  bestimmt,  so  führt  die  Benützung  der  Gleichun- 
gen 16)  zur  Kenntnis  von  q„  und  r„;  mit  Hilfe  von  r„  berechnet  man  nach  Glei- 
chung 19)  (pag.  199)  die  Verhältnisse  der  Dreiecken ächen  [  "r"'  und  r-,  1  welche 
in  den  Gleichungen  3)  und  7)  (pag.  352,  353)  substituirt,   g,  und  q,„  finden  lassen, 
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woraus   man  die   heliocentriachen  Orte   und  die   Elemente   ableitet ,   welch   letztere 
theoretisch  bis  auf  Grössen  erster  Ordnung  richtig  sein  werden. 

Zur  Lösung  des  Problems  nach  der  von  mir  in  Vorschlag  gebrachten  Methode 
sollen  zuerst  die  Gleichungen  3)  (pag.  352)  und  7)  (pag.  353)  in  der  Gestalt: 


9>~JF  + 


Kr 


i2  +  iS 


1-= 


lr.r.1  A, 


[', 


■9) 


in  Betracht  gezogen  werden.    Ersetzt  man  die  in  denselben  auftretenden  Verhältnisse 
der  Dreiecksflächen  nach  den  Ausdrucken  25)  (pag.  101)  und  führt  abkürzend  ein : 


/, 

—  K 

_l_  5  i  4.  ±  t= 

Im 

4» 
~  K 

1.  ^  K  »,»  ^  K 

Vi). 

B, 

~  K 

if;+  %*vr 

{II), 

~  K 

'fr.'+  r'f  v- 

e. 

=   I.  +  {II),   X 

t- 

=  /„+{//}„*, 

21) 


in  welchen  Gleichungen  [vergl.  24)  pag.  101]  x  den  Werth  [r,  +  r„,}~3  darstellt; 
die  Symbole  V"  sind  völlig  bekannte  Grössen,  während  für  die  von  den  f-Functionen 
abhängigen  Symbole  {II)  vor  Ermittlung  der  Elemente  nur  Näherungswerthe  nach 
der  Gleichung  23)  (pag.  joo)  substituirt  werden  können;  die  Mitnahme  der  ersten 
Glieder  der  letzten  Ausdrücke  reicht,  wie  dies  oben  (pag.  356)  gezeigt  wurde,  aus, 
doch  gestattet  die  hier  gewählte  Form  der  Lösung  auch  noch  die  zweiten  Glieder 
in  Rechnung  zu  ziehen.     Setzt  man : 

»=£+>;  ■       "i 

so  wird  nach  23J  (pag.  100),  wenn  man  mit  den  verschiedenen  unten  auftretenden 
Gamma-Symbolen  die  vor  Ermittlung  der  Elemente  nicht  näher  bekannten  Glieder 
vierter  Ordnung  darstellt : 

v :  =-i {,.'  -».•)- 4 '■*£</  +  y;   I 

f."  =  —  1  (»«•  —  *,')  —  4  '.».»  +  y,"    I 
fJ  =  - 1  (',>  -  »„')  +  4 ','.«  +  r~ 
f~  —  -  i  (*.'  -  «-*)  +  4  ^J-'y  +>»" ;  j 

die  weiteren  Abküizungen: 

,,-  =  _  i  (,„>_  ,,»  )      ,      //.  =  (|S)  „,"+  (g*)  „.- 

/■"-  -)W  —  «.1      ,     ///,  =  -4J|  ».».+  §».«} 

^■=^1(I,.-M    ,    //__(£•;;■) „,„'+(%£)",/         ,4, 


23 
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r-=(^)-'+(*ä)-". 

von  welchen  die  beiden  letzten  die  vor  Ermittlung  der  Elemente  unbekannten 
Grössen  zweiter  Ordnung  darstellen,  während  die  übrigen  als  durch  die  Zwischen- 
zeiten bekannt  angesehen  werden  können,  geben  den  Gleichungen  zur  Berechnung 
der  Symbole  {II}  die  Form: 

lii),  =  //.  +  ///.  s  +  r,  \ 

(//},„-=  nm+  in.g  +  r„.  J  5' 

Ist  die  Rechnung  in  der  ersten  Näherung  durchgeführt,  so  wird  dieselbe  für  ii,  d.  h. 
für  die  Verhältnisse  der  Sectoren  zu  den  Dreiecksflächen  Näherungen  ergeben, 
welche  mit  Benützung  der  Formel  27)  (pag.  10t)  eine  Bestimmung  der  /-Grössen 
gestatten;  es  wird  nämlich  sein : 


—  m  +4  >~ y 

-  —  t*l"  +  4  T,r„,y 

-  —  p„:  —  4T,r,»ji 

'  —  fi„r—  4--_vy- 


,6) 


Die  eben  durchgeführten  Entwicklungen  zeigen,  dass  man  in  den  Gleichungen  21) 
(nag.  358)  die  Symbole  {//}  als  mindestens  näherungsweise  bekannt  voraussetzen 
darf;  da  aber  in  diesen  Gleichungen : 

*  =  [r,  +  r,„)-\  27) 

ist,  während  ?,  und  q,„  ebenfalls  bekannte  Functionen  von  r,  und  r,„  sind  (vergl. 
pag.  29t),  so  wird  der  diesen  Gleichungen  entsprechende  Werth  von  x  in  jedem 
speciellen  Falle  durch  zweckmässig  geleitete  Versuche  gefunden  werden  können, 
welche  eine  kleine,  im  folgenden  Kapitel  zu  erörternde  Hilfstafel  wesentlich  er- 
leichtern wird. 

Indem  in  Bezug  auf  die  Darstellung  von  r,  und  r,„  als  Functionen  von 
£,  und  p,„  auf  die  früheren  Entwicklungen  [vergl.  pag.  291)  verwiesen  wird,  sollen 
hier  nur  jene  Abänderungen  in  das  Problem  eingeführt  werden ,  die  aus  der  even- 
tuellen Einführung  der  Sonnenbreiten  entstehen.     Es  ist  nämlich : 

r*  =  *»  +  y*  +  rf  =  (|  -  X)*  +  (i?  -  Y)*  ■+■  fc  -  Z)\ 
daher,  wenn  man  die  zweiten  Potenzen  der  Sonnenbreiten  fortlässt : 
ri=ei+IP—  2(§X-r-»;Y-KZ)=e1-r-.B,—  2^Rco%ßcM(l~ L)  —  2pÄsin^fiarci"; 
setzt  man  also:  cosuv  =  cos/fcosf*  —  £}  +sin/*Barci" 

sini/»cosP  =  cos/fain  [X  —  L) 

sintp8inP  =  sin/?  —  cos//co8(A  —  L)Baxci' 


irci"  \ 

1     *8) 
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so  wird:  r1  =  p'  +  R?  —  2^Rcoaip, 

und  man  erhält,  unter  der  Annahme: 

N=Rcwil/,    n  =  RBmtf>,     tangö  =  ^^, 
Bofort :  u 

r  =  [$  —  A0cosecö  =  /)sec0. 

Bezeichnet  man  in  dem  Dreiecke :  Sonnenmittelpunkt  —  Himmelskörper  —  Beobach- 
tungsort, den  Winkel  am  Himmelskörper  mit  2,  so  wird : 

1  ginip       '  untf  ™ 

man  wird,  wenn  man  die  Winkel  z  und  0  vergleicht,  leicht  bemerken,  dass: 

rsinz  =  Saintp  =  rcosö 

rcosz  =  £  —  MtsoBtji  =  rsinÖ, 
somit : 

*,  =  900  —  ö,        .,         zm  =  ()o0  —  e„„  30) 

ist. 

Wendet  man  die  vorstehend  entwickelten  Formeln  auf  den  ersten  und  dritten  Ort 
an,  so  wird  mit  Rücksicht  darauf,  dass  in  jenen  Fällen,  in  welchen  man  die  Sonnen- 
breiten in  Rechnung  rieht,  ß  so  klein  ist  [/?<  i°),  dass  ohne  wesentlichen  Nach- 
theil das  Product  dieses  Bogens  in  die  Sonnenbreite  übergangen  werden  darf,  zu 
rechnen  sein: 

cos  ip,  =  cos /J,  cos  [X,  —  L,) 


cos  tpo,  =  cos  ß,„  cos  [X,„  —  L,„) 
sin  if>„,  cos  Pm  =  cos  ß,„  sin  {lM  —  L„) 
sin  ipm  sin  P„  =  sin  ßm —  cos  ip„,  JJ„,  arc  1 ' 

iV„,  =  Ä,„C08V« 

-/>,„  = 


3'} 


sin  ip,  cos  P,  e=  cos  /J.sin  (A,  —  L,) 

■in  t/>, sin  P,  =  sin/9,  —  cosip, B,&ic  i" 
N,  =  R,coaip, 
D,  =  R,BWif>, 

»■(  =  (f/  —  -^  cosec  0,  =  jD,  sec  6,     ,    r,„  =  (g„,  —  iv^„)  cosec  Ö,„  =  D,„  sec  0,„. 

Über  die  Art  und  Weise,  die  versuchsweise  Auflösung  der  Gleichungen  21) 
bequem  zu  gestalten ,  wird  das  zweitfolgende  Kapitel  die  ausführliche  Anleitung 
enthalten. 

2.  Über  die  mehrfachen  Lösungen  des  Problems. 

Man  kann  der  Gleichung  15a)  (pag.  357)  durch  theoretisch  zu  rechtfertigende 
Vernachlässigungen  eine  einfachere  Gestalt  ertheilen,  welche  dieselbe  besonders  für 
die  Untersuchung  der  mehrfachen  Lösungen  des  Problems  geeignet  macht  und  über- 
dies die  Hilfsmittel  an  die  Hand  gibt,  die  im  vorangehenden  Kapitel  aufgeführte 
versuchsweise  Lösung  der  Gleichungen  21)  (pag.  358)  zu  erleichtern;  es  wird  sich 
hierbei  auch  Gelegenheit  bieten ,  jene  Fälle  aufzuweisen ,  in  welchen  drei  voll- 
ständige Beobachtungen  zur  Ermittlung  der  Bahnelemente  nicht  ausreichen.  Da 
es  bei  solchen  Untersuchungen  aber  nicht  auf  die  äusserst«  Genauigkeit  ankommt, 
so  sollen  in  diesem  Kapitel  die  Sonnenbreiten  durchaus  der  Null  gleichgesetzt  ge 
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dacht  werden,  weshalb  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  8)  und  9)  (pag.  276) 
gesehrieben  werden  kann: 

[ÜHZl  A«  +  B*  +  tfiJQ  C-  =  °- 
Subtrabirt  man  diesen  Nullwerth  von  der  Gleichung  5)   (pag.  353),  so  wird: 

macht  man  von  den  oben  [veigl.  19)  pag.  99]  gegebenen  Reihenentwicklungen  Ge- 
brauch, indem  man  dieselben  gleichmässig  auf  die  Bahn  des  Himmelskörpers  und 
der  Erde  anwendet  und  bleibt  bei  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  stehen,  so  findet 

K„  _  (*£*  ^  +  o^  c,,  fe  _  ^ . 

Die  Grössen  A„,  B„  und  C„  können  aber  [vergl.  9b)  pag.  354]  ebenfalls  nach  Potenzen 
der  Zeit  entwickelt  werden,  so  dass  etwa: 

A„  =  —  B,  —  avm  +  oV  +  -  .  - 

C„  =  —  B„  +  ct,  +  «V  H , 

geschrieben  werden  kann;  läset  man  die  Glieder  dritter  Ordnung  weg,  so  findet 
sich  leicht: 

**-*?*&-£}■  ■' 

Die  geometrische  Deutung  der  Grösse  K  ist  oben  [Gleichung  14)  pag.  356]  gegeben 
worden ;  jene  für  B„  lässt  sich  ebenfalls  ohne  Schwierigkeit  auffinden.  Geht  man 
auf  die  in  den  Gleichungen  4)  (pag.  353)  enthaltene  Bedeutung  des  Symbols  B„  zu- 
rück und  setzt: 

X„,  —  L„  =  [K.  —  n)  —  (£„  —  JT) 

K  —  L„  mm  (l,  —  JI)  —  [L„  —  JT), 
so  findet  sich : 

—  BR-  =  sin  ß,  cos  ß„  sin  (i„  —  TT)  cos  (£,  —  II)  —  sin  ß,  cor  /*„,  cos  {X,„  — II )  sin  (L„  —  U)  — 

—  co80,8in(Ü„,sin  (A,  —  JI)  cos  (£„  —  11)  +  cos ß, sin /?,„ cos  (A  —  JI)  sin  (Z„  —  JI) , 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  13)   (pag.  356). 

p"  =  am  Jhui  (L„  —  JI)sin(u,  —  «,„). 

Bezeichnet  man  mit  P„  das  sphärische  Perpendikel,  welches  von  dem  mittleren 
Sonnenorte  auf  den  durch  die  beiden  äusseren  geocen frischen  Orte  des  Himmels- 
körpers gelegten  gross ten  Kreis  gefallt  wird ,    so  ist  —  die  Sonnenbreiten  der  Null 

gleich  gesetzt  — : 

Bin  P„  =  sin  Jara  (L„  —  II) , 
und  man  hat  sonach: 

B„  =  S„än.P„täa  («,  —  «,„).  2) 

Führt  man  nun  in  1)  für  B„  die  eben  erhaltene,  für  K  die  durch  die  Gleichung  14I 
(pag.  356)  bestimmte  Relation  ein,  so  ergibt  sich  die  Gleichung: 


hjm  _suifHf  1  t\ 

1        sinp„  \R„3        »■„')' 

..je.  46 


3) 
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welche  den  berühmten  Lambert'schen  Sata  über  die  Krümmung  der  geocentrischen 
Bahn  eines  Himmelskörpers  darstellt ;  es  sind  nämlich  die  Grössen  p,„  Ä,„  r„,  r,  und  i„ 
der  Natur  nach  positiv,  weshalb  die  Factoren : 


sin  p„     liu  £„3 


"  und  , 


stets  das  gleiche  Vorzeichen  haben  müssen.  Der  letztere  Factor  wird  negativ,  so- 
bald £„~>t„,  dagegen  positiv,  wenn  Ä„<>„,  es  muss  daher: 

sin/*„mit  sin  p„  ungleich  bezeichnet  sein,  wennB„^>r„, 
sinP„  mit  sinp,,  gleich  liezeichnet  sein,  wenn  Ä„<  r„  ist. 

Denkt  man  sich  den  durch  die  äusseren  Beobachtungen  gelegten  grössten 
Kreis  die  Himmelskugel  in  zwei  Hemisphären  zerfallend,  so  liegen,  da  die  Perpen- 
dikel P„  und  p„  polare  Coordinaten  darstellen,  die  in  Bezug  auf  diesen  grösBten 
Kreis  analog  wie  die  Breiten  in  Bezug  auf  die  Ekliptik  gezählt  werden,  im  ersten 
Falle  der  mittlere  Ort  des  Himmelskörpers  und  der  zugehörige  Sonnenort  in  ver- 
schiedenen, im  zweiten  Falle  aber  in  denselben  Hemisphären;  im  ersten  Falle 
(R„~>r„]  ist  daher  das  Bahnstück  gegen  den  Sonnenort  nothwendig  concav,  im 
zweiten  (_B„<[r„;  convex,  womit  der  Lamhert'sche  Satz  über  die  Krümmung  der 
geocentrischen  Bahn  nach  der  Gleichung  3)  erwiesen  erscheint. 

SeWt  man  in  der  Gleichung  3) : 

so  nimmt  diese  die  Gestalt : 

.=--5,  5! 

an,  wobei  mit  Rücksicht  auf  die  Relation  {vergl.  pag.  291): 
n,1  =  SJ  —  2Ä,cos  t/i„p„  +  ffn1, 

in  welcher  i/<„  den   scheinbaren   Abstand   des  Himmelskörpers  von   der  Sonne   zur 
Zeit  der  zweiten  Beobachtung  darstellt,  geschrieben  werden  kann: 
l1  =  1  —  2  cos  tp„z  +  z1.  6) 

Die  Gleichungen  5]  und  6)  werden  also  eine  Bestimmung  von  z  ermöglichen  und 
führen  entwickelt  auf  eine  Gleichung  achten  Grades,  deren  eine  Wurzel  der  Null 
gleich  ist.  Von  den  acht  Wurzeln  dieser  Gleichung  kommen  aber  nicht  alle  für 
das  vorliegende  Problem  in  Betracht,  denn  alle  imaginären  und  negativen  Wurzeln 
haben  keine  Bedeutung,  da  z  noth wendig  einen  reellen  positiven  Werth  erhalten 
muss.     Schreibt  man  die  Gleichung  5)  in  der  Form : 

$j-  =  m — 2, 

und  zeichnet  die  aus  dem  rechten  und  linken  Theile  entstehenden  Curven,  indem 
man  die  Werthe  von  z  als  Abscissen  annimmt,  so  entsteht  aus  dem  linken  Theile 
{der  Wurzelausdruck  X  < i  vorerst  mit  seinem    doppelten   Zeichen   genommen)    eine 
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symmetrisch  ober-  und  unterhalb  der  Abscisseiiachse  verlaufende  Curve.  Das  Maxi- 
mum beziehungsweise  Minimum  entspricht  der  Abscisse  z  =  cos  ip„ ;  für  die  Wende- 
punkte sind  die  Abscissen  cosi/»„  =h  ^sin  tp„,  und  die  gegen  z  =  cosi/f„  symmetrisch 
verlaufende  Curve  nähert  sich  mit  ihren  linken  und  rechten  Asten  asymptotisch  der 
Abscissenachse ;  diese  Curve  schneidet  die  Ordinatenachse  in  der  Ordinate  m.  Die 
aus  dem  rechten  Theile  der  Gleichung  entstehende  Curve  ist  aber  eine  gerade 
Linie,  welche  die  Ordinatenachse  in  der  Ordinate  m  schneidet  und  mit  ihr  einen 
Winkel  von  1350  einschliesst,  so  dasB  für  diese  Gerade  -¥  =  —  i  wird.  Für z==  o 
tritt  demnach  stets  eine  Losung  ein  und  zwar  entspricht  diese  der  Erdbahn ;  da 
aber  k  n  der  Idee  des  Problems  entsprechend  nur  positiv  angesetzt  wird,  so  wird 
im  Allgemeinen,  sobald  m  positiv  ist  [r„'^>  B„],  stets  blosB  der  oberhalb  der  Abscisse 
gelegene  Curvenzweig,  sobald  m  negativ  ist  (r„  <C  S„) ,  der  untere  allein  in  Betracht 
kommen.  Es  können,  wie  man  leicht  sieht,  in  einem  Quadranten  nicht  mehr  als 
zwei  Schnitte  stattfinden,  da  ein  Schnitt  stets  in  der  Ordinatenachse  in  der  Ordi- 
nate m  vorhanden  ist;  ist  m  positiv,  so  wird  also,  weil  z  der  Voraussetzung  nach 
stets  positiv  ist,  der  erste  Quadrant,  wenn  aber  m  negativ  ist,  der  vierte  Qua- 
drant die  einzig  brauchbaren  Lösungen  enthalten ;  überdies  kann  man  hieraus 
schliessen,  dass  im  ersten  Falle  die  brauchbaren  Lösungen  zwischen  x  =  o  und  x  =  m 
enthalten  sind,  während  im  letzten  Falle  x  jeden  beliebigen  positiven  reellen  Werth 
annehmen  kann.  Da  somit  jedesmal  die  brauchbaren  Lösungen  nur  in  einem 
Quadranten  (ersten  oder  vierten)  stattfinden  können ,  und  innerhalb  eines  solchen 
entweder  kein  Schnitt,  oder  einer  oder  höchstens  zwei  Schnitte  denkbar  sind,  so  ist 
der  Schluss  erlaubt,  dass  die  Gleichung  achten  Grades  eine  oder  zwei  positive 
Wurzeln  habe ;  im  letzteren  Falle  wird  man  daher  durch  zwei  verschiedene  Hahnen 
den  drei  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegten  Beobachtungen  genügen  können.  Man 
hat  diese  Doppellösimg  ganz  mit  Unrecht  als  paradox  und  das  Eintreten  derselben 
als  selten  bezeichnet,  letzteres  würde  vielmehr,  wie  dies  die  folgende  Discussion 
lehrt,  durchaus  nicht  vereinzelt  vorgekommen  sein,  wenn  man  nur  die  Bahnbestim- 
mung aus  drei  Orten  häufiger  auf  Kometen  angewendet  hätte;  so  wird  z.  B.  der 
Fall  der  Doppellösung  stets  vorliegen ,  wenn  der  Himmelskörper  von  der  Sonne 
weiter  entfernt  als  die  Erde  und  gleichzeitig  der  scheinbare  Abstand  derselben  von 
der  Sonne  ip„  kleiner  ist  als  90°. 

Entwickelt  man  die  Gleichungen  5)  und  6)  jpag.  36z}  nach  z,  reducirt  die- 
selben durch  Weglassen  der  Wurzel  z  =  o  auf  eine  Gleichung  siebenten  Grades 
und  schreibt  statt  2  cos  i//„  der  Kürze  halber  a,  so  erhält  diese  die  folgende  Gestalt: 
z7  —  [30  +  2m]  z*  +  [301  ■+-  tarn  +  m3  +  3] zi—  [a3  ■+-  bma1  +  3 am5  -f  60  -}-  6ml  zl  + 

+  [2ffias+  3«2+  3a3m3  +  3m1  -{-  1 20m  +  3I*8 —  [a3*»2  -f-  btna1  +  6am2  +  6m  +  3fl]z3+ 

+  [30* ma  +  3m1  +  60m  -}-  ijz  —  \zm  -\-  30m1]  =  o. 
Ist  m  positiv,   so  sind  die   brauchbaren  Lösungen  nach  den  obigen  Betrachtungen 
zwischen  den  Grenzen  z  =  o  und  z  =  m  enthalten ,    das  Polynom  X  aber  nimmt 
für  die  eben  bezeichneten  Grenzen  die  Werthe : 
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X  =  —  m  [2  ■+-  3  am]  für  «  =  o   I 
JX  =  —  m  für«  =  m,J 

an,  dasselbe  ändert  das  Zeichen,  wenn  [2  +  30m]  negativ  ist,  behält  dasselbe, 
wenn  [2  +  3«*"]  positiv  wird.  Was  die  Anzahl  der  Lösungen  betrifft,  wird  im 
ersten  Falle  eine  Losung,  im  letzten  Falle  entweder  keine  oder  es  werden  zwei 
Lösungen  möglich  sein,  da  aber  die  Beobachtungen  als  der  Natur  entnommen  — 
Beobachtungsfehl  er  ausgeschlossen  —  das  Vorhandensein  einer  Lösung  erfordern,  so 
wird  man  im  letzten  Falle  stets  berechtigt  sein  zu  behaupten,  dass  zwei  Lösungen 
vorhanden  seien;  negative  Werthe  von  (2  -f-  3  am]  bedingen  daher,  falls  m  positiv 
ist,  eine,  positive  aber  zwei  Lösungen. 

Ist  hingegen  m  negativ,  so  wird  man  haben: 

X  =  —  m  [2  -f-  30m)  für  2  =  0  | 

A  =  +  oo  für  2  =  -|-  00,  |  ' 

woraus  man  leicht  schliesst,  dass,  da  m  negativ  vorausgesetzt  ist,  [2  +  3  am]  negativ 
sein  muss,  wenn  ein  Zeichenwechsel  (eine  Lösung),  dagegen  positiv,  wenn  kein 
solcher  (zwei  Lösungen  oder  keine)  eintreten  soll.  Wie  man  sieht,  gestalten  sich 
die  Bedingungen  für  das  Eintreten  einer  oder  zweier  Lösungen  ganz  identisch, 
gleichgiltig  ob  man  m  positiv  oder  negativ  voraussetzt,  man  erhält  daher  als  Re- 
sultat der  eben  vorgenommenen  Untersuchung,  dass: 

falls  (1  -f-  3cosi/>„fft)  negativ  ist,  eine  Lösung  vorhanden  ist,  falls  aber  1 

(1  +3cosi/»„m)  positiv  ist,  keine  oder  zwei  LöBnngen  möglich  sind.    ] 

Dieses  einfache  Kriterium  wird  daher  stets  die  Möglichkeit  bieten ,  sofort  die  Ent- 
scheidung zu  treffen,  ob  man  eine  einzige  oder  eine  doppelte  Lösung  des  Problems 
zu  erwarten  habe. 

Da  in  den  Gleichungen  5)  und  6)  (pag.  362)  nur  zwei  Parameter:  nundciis^,, 
auftreten ,  so  kann  man  die  zu  diesen  Parametern  gehörenden  Werthe  von  z  in 
eine  Tafel  mit  doppeltem  Eingang  bringen,  oder  —  was  für  die  Tabulirung  be- 
quemer erscheint  —  als  Argument  s  und  tp„  wählen  und  in  die  Tafel  die  zuge- 
hörigen Werthe  von  m  einsetzen;  die  Herren  Anton  und  Schräm  haben  eine 
solche  Tafel  berechnet,  welche  mit  den  Argumenten  ip„  (scheinbaren  Abstand  des 
Himmelskörpers  von  der  Sonne)  und  z  (Verhältnis  des  geocentrischen  Abstanden 
des  Himmelskörpers  zum  geocentrischen  Abstünde  der  Sonne)  die  reeiproken  Werthe 
von  m,  also  1  :  m  gibt  und  als  Tafel  Xllla)  im  vorliegenden  Werke  Aufnahme 
gefunden  hat ;  dieselbe  ist  sehr  lehrreich  und  gibt  auf  einen  Blich  zu  erkennen, 
ob  in  einem  gegebenen  Falle  eine  oder  zwei  Lösungen  stattfinden.  Es  sind  näm- 
lich t/>„  und  -  bekannt;  geht  man  nun,  was  wohl  meist  ausreichend  sein  wird, 
in  die  dem  vorgelegten  Werthe  von  t}>„  nächstliegende  Columne  der  Tafel  XIII  a 
ein,  so  wird  der  Werth  von  -  in  dieser  Columne  sich  entweder  gar  nicht  oder 
an  einer  oder  zwei  Stellen   finden;   findet   sich  derselbe   nicht   vor,    so   ist   keine 
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Lösung  vorhanden,  daher  sind  in  solchen  Fällen  Beobachtung»-  oder  ßechnungs- 
fehler  anzunehmen;  erscheint  der  Werth  nur  einmal,  so  ist  eine  Lösung  möglich, 
ist  er  aber  an  zwei  Stellen  vorhanden,  so  muss  das  Problem  eine  doppelte  Lösung 
haben;  welche  die  richtige  ist,  wird  nur  durch  Benützung  anderweitiger  Beobach- 
tungen entschieden  werden  können.  Die  Tafel  XIII  a]  gibt  daher  ein  Hilfsmittel 
an  die  Hand,  die  in  dem  Problem  der  Bahnbestimmung  aus  drei  Orten  auf- 
tretende höhere  Gleichung  sofort  näherungsweise  zu  lösen,  man  erhält  aus  der- 
selben den  dem  vorgelegten  ip„  und  -  entsprechenden  Werth  von  z  =  %r;  ist  hier- 
bei der  reciproke  Werth  von  m  nahe  einem  Maximum,  so  wird  die  Bestimmung 
von  z  unsicher  ausfallen,  so  dass  auch  über  diesen  Umstand  die  Tafel  XIII a)  voll- 
ständige Aufklärung  gibt. 

Man  kann  sieh  auch  die  Aufgabe  stellen,  für  gegebene  Werthe  von  t/.'„  die 
Grenzen  von  m  zu  bestimmen ,  innerhalb  welcher  keine ,  eine  oder  zwei  positive 
Lösungen  für  z  eintreten ;  die  diesbezüglichen  Grenzwerthe  sind  in  der  Tafel  XIII  b) 
enthalten ,  deren  Anordnung  wohl  keiner  näheren  Erklärung  bedarf.  Die  Werthe 
in  der  Columne  ,, keine  Lösung"  der  Tafel  XIII  b)  sind  an  zwei  Stellen  durch 
Horizontallinien  unterbrochen :  es  geht  an  diesen  Stellen  nämlich  die  Bedingung 
des  Maximums  und  Minimums  auf  negative  Werthe  von  z  über,  die  als  unbrauch- 
bar ausgeschlossen  werden;  während  also  Tafel  XIII  a)  mit  den  Argumenten  ip„ 
und  -  den  Werth  von  z  finden  läset ,  dient  Tafel  XIII  b)  nur  zur  Entscheidung 
darüber,  ob  für  die  gegebenen  Werthe  von  ip„  und  m  Lösungen  und  wieviele  der- 
selben möglich  sind. 

Es  findet  sich  in  der  Tafelsammlung  auch  eine  Tafel  XIII  c),  welche  haupt- 
sächlich die  Auflösung  der  Gleichungen  21)  (pag.  358)  des  vorangehenden  Kapitels 
in  ihrer  Anwendung  auf  kleine  Planeten  erleichtern  soll.  Lässt  man  nämlich  die 
Glieder  dritter  Ordnung  weg,  so  kann  man  diese  Gleichungen  auch  schreiben: 


=  /.  + 


H 


Vergleicht  man  diese  Relationen  mit  5)   (pag.  362),  so  wird  man  schlieesen  dürfen, 
dass  innerhalb  der  gesetzten  Genauigkeits 


m'"~  R,„~~        8  V 

sein  wird.  Beide  Werthe  können  innerhalb  dieser  Grenzen  nur  auf  Glieder  erster 
Ordnung  stimmen ,  da  aber  bei  den  kleinen  Planeten  hauptsächlich  nur  die  Sym- 
bole /  für  die  Bestimmung  von  0  massgebend  werden,  so  wird  es  im  Allgemeinen 
vorth eilhafter  sein,  sich  der  Kelationen : 


und  vi,,,  -- 


1„. 
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zu  bedienen;  mit  diesen  Argumenten  und  den  zugehörigen  Werthen  von  t^i  müssen 
demnach  die  Gleichungen  5)  und  6)  (pag.  362)  die  Bestimmung  von  z  oder,  was  noch 
zweckmässiger  ist,  von  Ä  ergeben.  Es  wurde  also  nach  diesen  Gleichungen  eine 
Tafel  berechnet,  welche  mit  den  Argumenten  \p  und  log(2Jt,)—J  den  Werth  von  m 
ergibt,  und  für  tp  und  logj^Ä;-3  solche  Grenzen  gewählt,  die  im  Allgemeinen  bei 
der  ersten  Bahnbestimmung  kleiner  Planeten  nicht  überschritten  werden.  Die  Be- 
nützung und  Verwerthung  dieser  Tafel  wird  in  dem  folgenden  Kapitel  ausführlich 
erläutert  werden,  hier  wird  von  dieser  selbst  nur  kurz  Erwähnung  gemacht,  da  ihre 
Construction  mit  Rücksicht  auf  die  in  diesem  Kapitel  gemachten  Auseinandersetzun- 
gen kaum  einer  näheren  Darlegung  bedarf;  man  wird  nämlich,  da  tp  und  /  als 
gegeben  betrachtet  werden  können,  zunächst  rechnen: 

x  =  cos  tp  4-  VX*  —  sin  ip\ 

von  der  Wurzel  nur  das  hier  angeführte  positive  Vorzeichen  verwendend,  erhält 
man  zur  Bestimmung  von  m: 


nach  welcher  Formel  die  Tafel  XIIIc)  berechnet  ist ;  sie  gibt  mit  dem  horizontalen 
Argumente  log^A)-3,  mit  dem  vertikalen  \p  den  zugehörigen  Werth  von  logt». 

Die  Gleichung  3)  (pag.  361)  kann  auch  über  die  Sicherheit  der  vorzuneh- 
menden Bahnbestimmung  Auftchluse  geben.  An  sich  lehrt  dieselbe,  dass  der  Bahn- 
bestimmung eine  beträchtliche  Unsicherheit  anhaftet,  so  lange  die  Zwischenzeiten 
klein  sind,  denn  das  Verhältnis : 

sinP,,  :  sin^>„, 

welches  für  den  Grad  der  Genauigkeit  von  (j„  massgebend  ist,  wird  stets  sehr  un- 
sicher erhalten,  da  l'„  und  /)„  Grössen  zweiter  Ordnung  sind.  Es  können  aber 
Fälle  eintreten,  in  welchen  diese  theoretisch  als  zweiter  Ordnung  zu  betrachtenden 
Grössen  numerisch  höherer  Ordnung  werden :  liegen  nämlich  alle  drei  Beobachtun- 
gen in  einem  grössten  Kreise,  so  wird  nothwendig  sin/;,,  der  Null  gleich,  soll  dem- 
nach q„  endliche  Werthe  erhalten,  so  muss  auch  der  Factor: 


*""•  &-;?)• 


der  Null  gleich  werden ;  dies  kann  —  schliesst  man  den  Specialfall  r„  =  .&,  von 
der  Betrachtung  aus  —  nur  dann  eintreten,  wenn  auch  sin  j"„  der  Null  gleich  wird. 
Liegen  also  die  drei  Beobachtungen  in  einem  grössten  Kreise,  so  muss,  wenn  nicht 
zufällig  r„  sehr  nahe  gleich  R„  ist,  welche  Bedingung  bei  kleinen  Planeten  niemals 
eintreten  kann,  der  mittlere  Sonnenort  ebenfalls  in  diesem  grössten  Kreise  hegen, 
weshalb  man  die  Behauptung  aufstellen  kann,  dass  im  Allgemeinen  eine  Bahn- 
bestimmung aus  drei  Orten  nicht  möglich  sein  wird,  wenn  diese  in  einem  grössten 
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Kreise  liegen  und  dass  dieselbe  sehr  unsicher  ausfallen  muss.  wenn  dieser  Bedin- 
gung auch  nur  nahezu  genügt  wird.  In  solchen  Fällen  müssen  jene  Methoden 
der  Bahnbestimmung  in  Anwendung  kommen,  welche  vier  Beobachtungen  zu  die- 
sem Zwecke  fordern  und  in  der  folgenden  Abtheilung  näher  behandelt  werden. 

Hieran  schliesst  sich  die  für  die  erste  Bahnbestimmung  nicht  unwichtige 
Bemerkung,  dass  schon  zwei  dem  scheinbaren  Orte  nach  einigennassen  entferntere 
Beobachtungen  ein  im  Allgemeinen  verlässliches  Kriterium  bieten,  ob  eine  Bahn- 
bestimmung aus  drei  Orten  mit  Sicherheit  möglich  sein  wird  oder  nicht:  da  näm- 
lich p„  in  Bezug  auf  die  Zwischenzeiten  zweiter  Ordnung  ist,  so  wird  eine  Bahn- 
bestimmung mit  einer  nach  Massgahe  der  Zwischenzeit  entsprechenden  Sicherheit 
stets  erlangt  werden  können ,  wenn  sin  P„  eine  Grosse  nullter  Ordnung  ist.  Legt 
man  durch  die  erste  und  dritte  Beobachtung,  deren  Längen  und  Breiten  mit 
X„  X,„,  ß,  und  fi„,  bezeichnet  werden  sollen,  einen  grössten  Kreis,  so  wird  der  auf- 
steigende Knoten  k'  dieses  Kreises  und  seine  Neigung  i*  bestimmt  sein  durch 
|vergl.   1)  pag.   102}: 

tgi"  sin  (A,  —  &'}  =  tgß, 

tg,'co«(i,_*')  =  Wr^uaa^M, 

und; 

sin/*,,  =  —  sin(i„  —  A'Jsint',  13) 

welch  letztere  Grosse  den  gemachten  .Auseinandersetzungen  zufolge  nullter  Ordnung 
sein  muss,  wenn  eine  Bahnbestimmung  aus  drei  Orten  mit  Sicherheit  möglich  sein 
soll;  statt  12a)  wird  man  sich  in  der  Kegel  mit  den  folgenden  Annäherungen  be- 
gnügen dürfen: 


tg'"sin(l„—  II)  —  tg(f„,  J  I2b) 

tg.'cw(i„— J'|  =  jj- 


>,-}, 


l 


Die  Gleichung  3}  (pag.  361)  lehrt,  dass  die  Bahnbestimmung  um  so  sicherer  ausfällt, 
je  sicherer  das  Verhältnis  sin.P„:  sin/),,  bestimmt  erscheint.  Die  Gleichungen  14) 
(pag.  356)  und  3)  (pag.  361)  zeigen  aber,  dass  dieses  Verhältnis  aus  den  Beobach- 
tungen durch  die  Gleichungen: 

sin(«, —  w,„)sinP„=  -"    \ 

"    \  14) 

sin(«, —  u,H)amp„=  K,  \ 

bestimmt  wird,  in  welchen  u,  —  u,„  den  scheinbaren  Abstand  des  ersten  und  dritten 
geocentrischen  Ortes  darstellt.  Es  ist  daher  K  ein  unmittelbares  Mass  der  Genauig- 
keit der  Bahnbestimmung,  so  lange  nicht  r  nahe  gleich  E  ist,  welche  Bedingung 
für  die  kleinen  Planeten  niemals  eintreten  kann ;  ist  die  Länge  der  Seiten  des 
zwischen  den  drei  geocentrischen  Orten  eingeschlossenen  sphärischen  Dreiecks  nicht 
allzu  gross,  so  wird  K  nahezu  die  doppelte  Fläche  desselben  darstellen,  welche 
wohl  als  ein  Mass  der  Genauigkeit  der  Bahnbestimmung  betrachtet  werden  kann, 
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Ea  dürfte  angemessen  sein  hier  auch  eine  Schätzung  anzugeben,  bis  zu  wel- 
chem Werthe  K  herabsinken  kann,  ohne  dass  die  resultirende  Bahnbestimmung 
allzu  unsicher  ausfallen  würde.  K  stellt  sich  nach  14)  als  ein  Product  zweier  Fac- 
toren  dar,  Ton  welchen  der  eine  den  Sinus  des  Abstände»  der  beiden  äusseren  geo- 
centrischen  Orte,  der  andere  den  Sinus  des  Perpendikels  vom  mittleren  Ort  auf 
den  durch  die  beiden  äusseren  gelegten  Kreis  darstellt;  jener  Factor  wird  im  All- 
gemeinen erster,  dieser  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Zwischenzeiten  sein. 
Bei  der  Sicherheit  der  Planetenbeobachtungen  wird  man  u,  —  «„  und  p„  wohl  bis 
auf  5"  richtig  aus  den  Beobachtungen  ableiten  können ;  setzt  man  die  Cosinus  der 
kleinen  Bogen  der  Einheit  gleich ,  so  gibt  die  Differentiation  der  zweiten  Glei- 
drang  .4) :  dK  =  rinft</(„_  „j  +  sin  ,„,  _  „_,  ipn  _ 

durchschnittlich  wird  sinp,,  um  eine  Ordnung  kleiner  sein  als  sin(u, —  «,„),  der 
Fehler  in  K  mit  Rücksicht  auf  die  obige  Fehlergrenze  also  mit  genügender  An- 
näherung: ,     „ 

^*  dK  =  sin  («,  —  w,„)  sin  5  , 

und  der  Fehler  selbst  im  Verhältnis  zu  K: 

Soll  also  K  etwa  auf  den  hundertsten  'f  heil  genau  gefunden  werden,  so  muss  p„  grös- 
ser als  500"  sein ;  begnügt  man  sich  aber  mit  einer  Annäherung  bis  auf  den  zehn- 
ten Theil,  was  wohl  als  die  äusserste  Grenze  bezeichnet  werden  kann,  innerhalb 
deren  noch  eine  annehmbare  Bestimmung  möglich  ist,  so  wird  p„  sogar  auf  50" 
herabsinken  können.  Bei  Kometen  werden  aber  weit  grössere  Werthe  für  p„  ge- 
fordert werden  müssen,  weil  hier  leicht  Fehler  von  20"  und  darüber  in  der  Bestim- 
mung von  p„  erwartet  werden  können.  Will  man  sich  demnach  ein  beiläufiges  Bild 
über  die  zu  erwartende  Genauigkeit  in  der  Bahnbestimmung  machen,  so  wird  man 
nach  Berechnung  des  Werthes  von  K  sofort  sin  p„  nach : 

bestimmen,  wobei  man  für  sin(u, —  u,„)  eine  ganz  rohe  Annäherung,  die  sich  aus 
der  Ansicht  der  Beobachtungen  ergibt,  einsetzen  darf,  und  dann  nach  15)  die  zu 
erwartende  relative  Unsicherheit  in  K  ermitteln,  es  ist  daher: 


x         k 


sin  («,  —  «,„).  17) 


Zum  Schlüsse  sei  noch  bemerkt,  dass  die  eben  angestellten  Betrachtungen 
ihre  Giltigkeit  verlieren ,  sobald  r  nahezu  gleich  R  wird ,  ein  Umstand ,  der  für 
kleine  Planeten  niemals  eintreten  wird ;  bei  Kometen  wird  aber  eine  besondere  Vor- 
sicht nothwendig,  weil  für  diese  nicht  der  Werth  von  K  allein  entscheidend  ist, 
derselbe  kann  sogar  den  Nullwerth  annehmen  und  die  sichere  Bahnbestimmung 
dennoch  möglich  sein ,  wenn  nur  der  Sinus  des  Perpendikels  P„ ,  welches  vom 
mittleren  Sonnenort  auf  den   durch  die  äusseren  Beobachtungen  gelegten   grössten 
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Kreis  gefällt  wird,  eine  Grösse  nullter  Ordnung  ist.  Denn  denkt  man  sich  die 
Gleichung  3)  (pag.  361)  in  der  Form : 

geschrieben,  so  wird,  falls  s'mp„~-  o  und  sin  P„  eine  Grosse  nullter  Ordnung  ist, 
aus  dem  letzten  Factor  eine  sichere  Bestimmung  für  r„  resultiren ,  woraus  übrigens 
nicht  in  allen  Fällen  ein  sicherer  Schiusa  auf  g„  gezogen  werden  kann.  Im.  Allge- 
meinen jedoch  wird  eine  Bahnbestimmung  aus  drei  Orten  mit  Sicherheit  durchgeführt 
werden  können,  sobald  der  Ausdruck: 


»in  [w,  —  w„)  Vflinp„,+  sin  P„a 

nicht  allzu  kleine  Werthe  annimmt;  jene  Fälle  aber,  in  welchen  P„  gross,  p„  sehr 
klein  und  überdies  in  dem  ebenen  Dreiecke :  Erde,  Sonne  und  Himmelskörper  der 
Winkel  an  letzterem  nahezu  ein  rechter  ist,  werden  sich  für  die  Bahnbestimmung 
aus  drei  Orten  nicht  eignen,  obwohl  das  aufgestellte  Kriterium  eine  solche  mit  Sicher- 
heit vermuthen  Hesse. 

S.  Bestimmung  der  geocentrischen  Distanzen. 

Die  Gleichungen  21)  (pag.  358)  und  25)  (pag.  359}  ergaben  für  die  geocentri- 
schen  Distanzen  p,  und  p,„  die  Relationen : 

«,  =  /,  +  {(//,  +  T, )+///,  y}  x  1 
?B,=  Im+  {(Um+  r„) .+  HImy}  x,\ 

in  welchen  für  eine  vorgelegte  Hypothese  die  Grössen  ?,,  p„,,  x  und  y  als  Unbe- 
kannte erscheinen.  Die  Symbole  I,  und  /,„  werden  nach  den  beiden  ersten  Glei- 
chungen 20]  (pag.  358}  zu  berechnen  sein,  die  übrigen  nach  24)  (pag.  358,  359); 
die  Grössen  r,  und  V,„  sind  zweiter  Ordnung  und ,  falls  keine  Näherungen  für  die 
Elemente  vorliegen,  in  der  ersten  Hypothese  der  Null  gleich  zu  setzen,  dieselben 
ändern  ihre  Werthe  von  Hypothese  zu  Hypothese ;  die  /-,  II-  und  ///-Symbole  sind, 
so  lange  nichts  an  den  Zwischenzeiten  geändert  wird,  Constanten;  x  und  y  endlich 
haben  die  Bedeutung: 

*  =  (r,  -H  r,„J*  '  y  =  r"„,  +  £  ^ 

und  die  in  y  multiplicirten  Glieder  werden  erster  Ordnung  sein.  Um  diese  Glei- 
chungen in  Verbindung  mit: 

,*-*ij5  ,    *,„=«==*  1 

r  _  tgr-,^1  _,  Jfc_  -  _  (*,«-#..,)  _  A.   | 

ein»,  cos«,        '  '"  ain8w  coi*M'J 

(vergl.  31)  pag.  360)  durch  Versuche  aufzulösen,  wird  man  zweckmässig  x  und  y  als 
Unbekannte  in  das  Problem  einfuhren  und  beim  ersten  Versuche  y  =  o  setzen, 
welche  Substitution  als  erlaubt  bezeichnet  werden  muss,  weil  dadurch  nur  Fehler 
erster  Ordnung  begangen  werden.    Für  log*  wird  aus  Tafel  XXIIe)  sofort  ein  Nähe- 

Oppolis.,   BiüuttitiiimiuiiH.   I.    2.  inAlge.  47 
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rungswerth  gefunden  werden  (vergl.  1 1)  pag.  365) ;  man  berechnet  nämlich  zunächst 
die  Logarithmen  von :  .  . 

m'=  r,      •      m™=  •£  >  4) 

und  sucht  in  der  genannten  Tafel  mit  Benützung  der  bekannten  Grössen  von  \f>, 
und  ipm  (vergl.  28)  pag.  359)  die  zugehörigen  zwei  Werthe  von  log  [2i.)~~ J  auf,  welche 
nahezu  übereinstimmen  werden ;  ihr  arithmetisches  Mittel,  vermindert  um  den  Loga- 
rithmus von  R„3,  wird  ein  Näherungswerth  für  loga:  sein,  nämlich: 

x  =  (2XBU)-K  5) 

Wendet  man  die  vorliegende  Methode  der  Bahnbestimmung  auf  Kometen  an,  wobei 
übrigens  die  im  nächsten  Kapitel  aufgeführten  Modificationen  in  Betracht  kommen, 
so  kann  ganz  wohl  der  Fall  eintreten,  dass  die  Grenzen  der  Tafel  XIII c)  über- 
schritten werden,  dann  wird  man  aber  in  der  Regel  bereits  durch  vorausgehende 
Rechnungen  (parabolische  Elemente)  Näherungswerthe  für  r,  +  r,„  besitzen,  die  für 
den  ersten  Versuch  in  Anwendung  zu  bringen  sein  werden;  auch  kann  man  in 
solchen  Fällen  die  Tafel  XIII  a)  (vergl.  pag.  364)  zu  Rathe  ziehen.  Hat  man  be- 
stimmte Annahmen  über  x  und  y  gemacht,  die  als  Anfangs  werthe  mit  xa  und  ya  be- 
zeichnet werden  sollen,  so  geben  die  Gleichungen  1)  (pag.  369)  sofort  die  zugehörigen 
geocentrischen  Distanzen,  aus  welchen  nach  3}  (pag.  369)  Werthe  für  r,  und  r,„  resul- 
tiren,  die  in  2)  (pag.  369)  eingesetzt  für  x  und  y  mit  xe  und  ye  zu  bezeichnende 
Endwerthe  ergeben ,  welche  mit  xa  und  ya  identisch  sein  würden ,  wenn  diese  letz- 
teren die  wahren  Werthe  der  Unbekannten  gewesen  wären.  Im  Allgemeinen  werden 
aber  unterschiede  auftreten,  die  man  zur  näheren  Bestimmung  von  xa  und  yu  ver- 
werthen  kann.    Beschränkt  man  sich  auf  differentielle  Verhältnisse  und  bezeichnet : 


dy 


1=* 


4»  _„  *-_*     *   6) 

dx   —  ""•  '  dy    —  P"" 

so  wird  zunächst,  mit  Rücksicht  auf  24)   (pag.  295) : 

dr,   =  sind,  dp,   =  a,  sintf,  dxa  4-  ß,  sinö,  dya    1 
dr,„  =  sinö„,rfpw  =  a„,sinö„,(fc0  +  ßm9m8,„dya.  J 

Andrerseits  gibt  die  Differentiation  der  Ausdrucke  2} : 

*•  =  —  |r,+r,„;'  (*•  +  *-) 


demnach  ist: 


dx. 


fr,  +  r,„}*        [r,  +  r 


'«  =  —  h^Hit0'""0'  +  «faiinfcy  *b     —  — ^— 4(&sinÖ,  +  ßmsm8m)dya      \ 
j^pr^i  (r>  «••■  8m  Bm— r,„  a,  sin  ÖJ  dxa  +  ^r^rjt  (r'ß™  8m  0^—rmß,öne,)dtfu.^ 


Nun  muss  aber  den  Relationen: 

are  +  dxe  =  xa  4-  dxa 
Vt  +  d}fe  =  ya  +  dya, 
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genügt  werden,    man  hat  sonach  zur  Bestimmung  der  Verbesserungen  der  Werthe 
xa  und  ya,  die  durch  dxa  und  dya  zu  bezeichnen  sind,  die  Gleichungen: 


j  (a.sind,  4-  a„,sinÖ 


K  + 


- — i  iß.t 


+  ß,.,m6.)dy. 


ye  —  y„  =  7 — x — ^  (r»«,Bmö,  —  r,amtnnSM)dxa  + 

+  !'  +  ir,  +%„!'  K-A»»».-  r,A,<to«„)J*.. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  wird  in  der  Regel  schon  nach  dem  ersten  Versuche 
so  nahe  richtige  Werthe  für  x  und  y  ergeben,  dass  ihre  Anwendung  auf  den  zweiten 
Versuch  die  wahren  Werthe  der  Unbekannten  wird  finden  lassen.  — -  Die  Bestimmung 
der  a  und  ß  Coefficienten  hat  keine  Schwierigkeit;  dieselben  sind  nach  i)  (pag.  369]: 

<*„,=  (//„, +  r„)  +  III,„  y    I 

ß,   =111,3  i       "J 

ßm=III,„z,  \ 

und  können  aus  den  Zahlen  des  vorangehenden  Versuches  leicht  erhalten  werden. 

Die  Anwendung  der  Formeln   10)  in  voller  Ausdehnung  wird  aber  durchaus 

nicht  immer  nöthig  sein,  sondern  es  wird  bei  ersten  Bahnbestimmungen  genügen, 

indem  man  sofort  den  Übergang  auf  die  logarithmischen  Incremente  macht,  zu  setzen : 


Ji  =1. 


rflogz,,  = 


-logs, 


/ZT,  sin  0,  -f-  HImBva6,A  (y„  —  ya) 


log(— 3Mod.)  =0^11491 

A  +  Jt 


in  welcher  Gestalt  die  Formeln  im  Anhang  Aufnahme  gefunden  haben. 

Ist,  wie  dies  hier  vorausgesetzt  wird,  über  die  Bahnelemente  nichts  näheres 
bekannt,  so  kann  bei  Befolgung  der  hier  vorgetragenen  Methode  die  Annähe- 
rung vorerst  nicht  weiter  getrieben  werden,  da  die  Grössen  T,  und  rm,  welche 
zweiter  Ordnung  sind,  unbekannt  bleiben.  Die  Convergenz  dieser  Methode  ist 
aber  eine  so  bedeutende ,  dass  man  sich  wohl  in  der  Regel  zur  Bestimmung  erster 
Elemente  mit  der  gewonnenen  Annäherung  begnügen  darf.  Will  man  dennoch 
weiter  vorgehen,  so  wird  man  sich  die  Werthe  von  r,  und  r,„  zu  verschaffen  haben 
und  zu  diesem  Zwecke  zunächst  den  zwischen  dem  ersten  und  dritten  helio- 
centrischen  Orte  eingeschlossenen  heliocentrischen  Bogen  zf„  ermitteln:  bezeichnet 
man    die    analogen    Bogen    zwischen    dem    ersten    und    zweiten    Orte    mit    2  /„, , 
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zwischen  dem  zweiten  und  dritten  mit  2  ,f,    so  ist  der  Bedeutung  der  Verhältnisse 
der  Dreieckeflächen  gemäss: 

,  Bin  i/, 


■3) 


weshalb   mit  Rücksicht  auf   die  in   den  Gleichungen    23)   (pag.   358)    auftretenden 
•P-Coefficienten  wird  geschrieben  werden  dürfen : 


15) 


laal-^-i  __^_      I4) 

wobei  f,"  und  ¥J'  in  der  ersten  Näherung  durch : 

4V  =  _J(,„i_r,l)  +  ,*J?, 

ersetzt  werden  können;  war  aber  eine  Näherung  schon  vorausgegangen,  so  wird 
man  die  betreffenden  Werthe  von  y"  und  y„"  mit  in  Rechnung  zu  ziehen  haben ; 
mit  Rücksicht  auf  diese  Auseinandersetzungen  kann  man  daher  die  beiden  Grössen 
n  und  n„  mindestens  als  genähert  bekannt  annehmen.  Es  Endet  sich  also  aus  den 
Gleichungen  13}  zunächst: 

.  r„sin2_/,   =r,n  sin  2  f„ 
r„ßin  2f,„  =  r,„n„  um  2f„ ; 

denkt  man  sich  in  der  zweiten  Gleichung: 

f.  -/.-/. 

eingesetzt,  so  erhält  man  sofort: 

r„  sin  2/„  cos  2/, —  r„  cos  zf„  sin  zf,  =  r„aia2/„cos2/,—  r,«„oos2/„sin2/„ 
=  rmn„Bin2f„, 
daher: 

r„cos2/,=  rmn„-t-r,nco8  2f„. 

Die  eben  angesetzten  und  ähnliche  Transformationen  führen  leicht  auf  folgende 
Forraem :  r„  sin  2/,,=  r,„«„sin2/, 

r„cos2/w  =  r,n  +  r,„n,, cos2f„ 

r„Bin2fr  =  r,n  sin  2f„ 

r„coB2f,  =  r„n„+  r,»cos2/„, 

bei  welchen  man  als  Controle  den  Umstand  benützen  wird ,  dass  aus  der  Verbin- 
dung der  beiden  ersten  Gleichungen  ein  Werth  für  r„  resultirt,  welcher  mit  dem 
aus  der  Verbindung  der  beiden  letzten  Gleichungen  erhaltenen  identisch  sein 
muss,  und  dass  ferner  f,'\-f„,=  f„  wird.  Es  sind  somit  alle  jene  Grössen  gegeben, 
deren  man  bedarf  (vergl.  26)  pag.  89),  um  ij ,  das  Verhältnis  des  Sectors  zum  Dreieck, 


16) 
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berechnen  zu  können ;  bezeichnet  man  die  verschiedenen  ij  analog  den  Zwischenzeiten 
durch  Accente  [vergl.  pag.  98  und  24)  pag.  358],  so  findet  sieb,  leicht: 

,,"  =  vr  -,.,"  +  4^S>  =  l,'~"~,'»-~1'-y,'+»^|l 

,,"=  vr  - 11,"  +  4  *,  •» » -  "•"  ",~|,'~~"  +  (-  ft"+  4  *.».y) 
y-'=  f.-  -  ,,,„•  -t.,..r=  "'""^",,~"  -  (-  «"+  ♦ <■'-*) 
/„"=  «V-  (-."-  4  *£  y  =  "-- "-"■-■'  - ,,,."-  4  iVr, 

mit  welchen  Werthen  nach  den  beiden  letzten  Gleichungen  in  24)  (pag.  358)  F,  und 
r,„  berechnet  werden  können,  durch  die  man  zu  wesentlich  genaueren  Werthen  von 
{II},  und  {77},,,  (vergl.  25)  pag.  359)  gelangt.  Die  Auflösung  der  Gleichungen  durch 
Versuche  auf  Grundlage  dieser  Werthe  wird  wieder  für  g,  und  p,„  erhöhte  Annäherun- 
gen ergeben,  die  in  der  eben  angedeuteten  Weise  zur  Herleitung  neuer,  der  Wahr- 
heit näher  liegender  Werthe  von  /',  und  !',„  verwendet  werden  können.  Man  wird 
dieses  Verfahren  so  lange  fortzusetzen  haben,  bis  die  Werthe  von  n  und  n„  in  zwei 
aufeinanderfolgenden  Hypothesen  innerhalb  der  Genauigkeitsgrenzen  der  Rechnung 
identisch  gefunden  werden ;  man  wird  sich  wohl  meist  auf  die  Bildung  der  ersten 
Hypothese  beschränken  dürfen,  da  für.  erste  Bahnbestimmungen  von  kleinen  Plane- 
ten, bei  welchen  die  in  Betracht  kommenden  Zwischenzeiten  wohl  selten  50  Tage 
überschreiten,  die  ersten  Annäherung  {/*,  =  fw=  o)  ausreicht,  sind  aber  in  dem 
vorgelegten  Falle  die  heüocentrischen  Bogen  gross,  so  werden  meist  Näherungen 
für  die  Elemente  bekannt  sein,  die  man  sofort  zur  genügend  genauen  Bestimmung 
der  Werthe  T,  und  r„,  verwerthen  kann. 

Zu  den  vorstehenden  Entwicklungen  bedarf  man  der  Kenntnis  des  Bogens  zf,n 
und  es  stellt  sich  die  Aufgabe  jene  Methoden  aufzuweinen,  die  mit  möglichst  ge- 
ringer Mühe  die  Bestimmung  dieses  Bogens  erreichen  lassen.  Gewöhnlich  ermittelt 
man  zu  diesem  Zweck  in  bekannter  Weise  aus  p,  und  q,„  die  heüocentrischen  Län- 
gen (/„  l,„),  Breiten  (0,,  b,„)  und  Radienvectoren  (r,,  r,„)  des  Himmelskörpers  und 
findet  dann  leicht  aus: 

cos  tf„  =  cos  b,  cos  b„,  cos  (l,„ —  /,)  -f-  sin  b,  sin  b,„ , 
die  für  die  Genauigkeit  des  Rechnungsresultates  forderlichere  Relation: 
8m/„3=  cosA.cosOmsin^/,,,—  /,)*+  sin$(fi,„—  *-)'•       18) 

Ea  lassen  sich  jedoch  durch  geeignete  Transformationen  wesentlich  bequemere  For- 
meln herstellen,  die  hauptsächlich  dann  von  besonderem  Vortheile  sind,  wenn  man 
genöthigt  ist ,  mehrfache  Annäherungen  durchzuführen.  Bezeichnet  man  mit  g  die 
Sehne  zwischen  den  Endpunkten  der  Radienvectoren  r,  und  rmt   so  ist: 

aa  —  r.a  +  rm2 —  2r(r,„coe2/„  =  (r, —  rw)a+  4r,r,„sin/„*, 
daher:  .  , 

.»in/,'  ='"77rJ  ;  19) 
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sind  x,,  y,,  z,  und  x,„,  y,„,  z,„  die  heliozentrischen  rechtwinkligen  Coordinaten  der 
Endpunkte  der  Radienvectoren ,  dann  ist: 

also  : 


rin/„i=J_5f= 


+  y,yw+*.*». 


2o) 

Weiter  ist  aber  (vergl.  pag.  272),   wenn  man  die  Sonnenbreiten  zwar  nicht  gleich 
Null  setzt ,  aber  so  klein  annimmt,  dass  die  Quadrate  derselben  vernachlässigt  wer- 
den dürfen:  e  '     „  ,     __  .        _        _        . 
I,  ss  J,  —  X,  =  o,  cosA,  cos/?, —  i£,cos£,        l 

y,  =  n,  —  Y,  =  o,  sinA,  cosfr  —  B,sinX,        \         21a) 
a,  =  £,—  Z,  =  e,  sin^,  —  Ä,5,arcr",  J 

X»f=   $m X,„=  f>mC09XmCQBß,„—  RmcoeL„    \ 

y,„  =  ^w_  yw=  e„,sHU„,cos#„—  R,„8mL„,   >         21b) 
zw  =  {,,„—  Z,„=  e„sin//^-B,„S„areiB,        ) 
und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  28)  (pag.  359)  und  2g)  (pag.  360) : 
x,  =  p,cos[(A,—  £,)+£,]  cos  fr—  ■g,cos£,=  '''"°J^V',lC08(i— Z,,)cos/g,cos£,— 
n  {A,  —  Z.,)  cos  (3,  sin  L, '.      '  cos  X, 


.^■fajVtfc)  8m/?,B,arci". 


22) 


-  =  cos(2,-|-i/f,)cosi,  —  sin(*,4-(/',)oo«P,Bm£/— 

Das  letzte  Glied  kann  der  Null  gleich  gesetzt  werden,  denn  nach  29)  (pag.  360)  wird 
sin  [z, 4-  i/*,) :  sinii»,  =  0,:  r„  daher  niemals  sehr  gross  sein,  und  sin/?  wird  in  jenen 
Fällen,  bei  denen  man  die  Sonnenbreiten  nicht  durch  die  Einführung  des'  locus  fictus 
eliminiren  kann,  ebenfalls  ein  sehr  kleiner  Bogen  werden,  dessen  Product  in  den 
Sinus  der  Sonnenbreite  man  auch  vernachlässigen  kann.  Man  erhält  somit,  wenn 
ähnliche  Transformationen  für  die  übrigen  Coordinaten  ausgeführt  werden: 

—  =  cos  [z,  +  ty, )  cos  L,  —  sin  [z,  +  tp, )  cos  P,  sin  L, 

—  =  cos  (s,„+  ip„)  cos  Lm —  sin  («,„+  ipm)  cos  P<«  •"*  L„ 
%-  =  cos  (r,  +  ip, )  sin  L,  +  ain  (*»  +  V' )  °°*  ■**'  «w  A 
es  =  cos(z„,4-  tfjm)  sini,„+  sin  [»,„+  #w)  cosP„,cosL„, 
■||-.  =  sin(«,  +  iti,)sinP,  -f- cos(«,  +  ty)B,  «rci-' 

—  sz=  ain(zm-f-  V''")  sinP«+  cos(««+  lffm}BmaXc  1", 
und  hieraus  mit  Weglassung  der  zweiten  Potenzen  der  Sonnenbreiten: 

(«,*,»+  y,yw+  2,z,„)  =   cos  (z,  +  </M  cos  (*W+  Vv)  cos  (£„ —  i,) 

+  »in[*,+  V.)  »in  (z,„+  Vv){cosP,cosP„,cos(£,„—  £,)-(- 

4-  sinP,sinP„,}  4- 
4-dn(*,4-  VJ«»(*»+  tfvJcosP^infA*—  ij  —  23) 

—  sin  {z,„4-  ^w)  cos  (z,  4-  1/),)  cosPmsin(L„ — L,)  + 
4-sin(z,„4-V'"}C09(z'"t-  V)  B,arci"4- 
4-  sin  (z,  4-  Vi)  cos  [z,„+  ipm]  B„axe  1". 
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Mittelst  der  Abkürzungen : 


kann  man  die  Gleichung  23)  in  die  Form: 

{x,x,„-\-y,y,„-\-  z,z..,)  =  ^c°s  — {cos(£„, — £-)[i  —  cosP,cosP„,] — sinP,  sinP„,}  4- 

+  iBini'sin(Z,m—  L,)[cosP,--  cobP„,]  -f 
+  \ cos  J {cos (L„,—  L,)[i  4-cosP,cosP„,l  4-sinP,sinP„,}  4- 
4-  ±sin.Jsm{L,„—  L.) [cos P,  +  cos P,„]  + 
+  ain(3,„+  t/»,„)  cob(«,+  ^,)  sinP,,, B,arci"  + 
4-  sin  (2,4-  (/;,) cos {?,„-(-  </»,„} sinP,fiF„arci", 
überführen.     Nun  ist  aheT : 

1  —  cosP,cosP,„  =   1  —  Jcos(Pm+  P,)  —  |cos(P,„—  P,)  = 

=  sini(P,B+  P,)2+  sinüP™—  P,)"J 
1  +  cosP,cobP„,  =  1  +  $cos(P„,+  P>)  +  icos(P,„—  P,!  = 
=  cos£(P„,4-  P,)'+  cos|(Pm—  Pp 
—  sinP,  sinP„  =  £cos(P„,4-  P,l  —  £cos(7V-  P.)  = 

=  sinJ{P„,—  P,ji—  sm\[P,„+  Pj* 
4-sinP,sinP„,  =  £Cos(P,„—  P,l  —  £cos(P„,4-  P,)   = 
=  coa$fP,„—  P,)1—  cob$[P„,4-  ff1; 


setzt  man  dies»  Werthe  in  : 


und  überdies  in  derselben  Gleichung: 
cos(£,„—  £,)  =  co8£[Z,,„—  L, "■*—  sin±{Z,„—  £,]' 
sinii,,,— L,]  =  2sin'(Z„,—  £,,)  cos  >  [*,„,—  L,) , 
rindet  sich  leicht : 
>r-x.x,„-\-y,ym+z,z,„)   =  coaJSain  J(P,„—  P.j^coa  \[L„—  £,)s  — 

—  cos^Rin^f/J,„+  P,]2  sin  £(/,,„—  7,,Sa  + 

+  2sin3sin^/J„,—  fij  cos|{Z,,„— /,,)  sin  J  (P,„4- ff  sin$(P„,—  P.)  + 
4-cos^cos£(P„—  P,)*cos$(Z,,„—  /„)l  — 

—  cor^cos«<;P,„+  P,)7i>in\{Lm—  L,\i  + 

+  2sin^sin^/,,„— i()  cos»(L,„— Z,,)cosi(P,„-r-P,)coa^(P„— P,)  + 
+  sin  (z,„-r-  xf)„.)  cos  (z,  +  1^, )  sin  P,„  B,  arc  1 "  + 
+  am(z,  4-  «^. )  eos(s,„4-  V»-)ein  ffA.«*™  '"; 


führt  man  durch  die  Relationen : 


tcsinir  =  8ini(£.,„—  Z.,)siniJP,„4-  ff 
wcobW  =  cos$(/„„—  L,)Bin\{PK(—  P.) 
Äsin  H  =  sin  £{£„—  L,)cos  >{P„,4-  ff 
h  cos  ff  =  cos \  (L,„ —  L.) cos  \  \P„ —  P,) , 


die   Hilfsgtös! 
Gleichung : 


W.    h  und  H  ein, 
w*  4-  Ä*  = 


wird    die   als    Controle    : 

27) 
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bestehen,  und  man  kann  statt  25)  schreiben: 

—  (x,zm  +  y,y,„  +  *,*,„)  =  wa{8inJF»  —  2cos-i^sin  I^J  +  cos  TT2  — 
—  2sin£J*cos  W1  +  4 sin $2 cos  J  2 sin  Wcoa  W}  + 
+  A*{sinH2  _  2 cos i^ sin #2  +  co&H1  —  2  sin^cosff*  + 

+  4sin4//cos^.-/siu//oos7/(  + 
•+-  sin  (2,,,  +  </V)cos(z,  -+-  i//,)sinP,„B,arci"  + 
+  sin  (2,  +  i^,]  cos(z„,-)-  t/»w)sinPFB,„arci". 

Mit  Rücksicht  auf  die   Bedeutung   der   Buchstaben    ^  und  d  folgt   daher  für  die 
Gleichung  20)  die  Relation: 

sin/„>  =  «.'sin  [  W  —  £  (z,„  +  z,)]2  +  Ä*sin  \B  +  $  (*»  —  z,}]2 


4-  sin  {z„,-\-  V„,)  cos  (z,  +  tfr.)  sin  P,„  B,  arc  1 "+  sin  (z,  + 1^,)  cos  (zm+  xp„!\  sin  P,  B,„  arc  1 ' 
worin  für  die  in  einem  speciellen  Falle  constanten  Bogen  abkürzend: 


)")) 


W  -- 

J7'  = 


a  +  i(W-«M, 


30) 


gesetzt  wurde.  Die  Gleichung  29)  bietet  also  ein  sehr  einfaches  Hilfsmittel  zur 
Bestimmung  des  Bogens  f„,  insbesondere  in  jenen  die  überwiegende  Anzahl  des 
Vorkommens  bildenden  Fällen ,  bei  welchen  die  Sonnenbreiten  der  Null  gleich 
angenommen  werden  dürfen. 

Die  am  Schlüsse  dieses  Werkes  gegebene  Zusammenstellung  der  Formeln 
ist  nur  dem  Falle  der  ersten  Bahnbestimmung,  in  welchem  man  mit  der  Annahme 
/',  =  r,„  =b  o  ausreicht ,  angepasst ;  es  soll  daher  hier  noch  die  Zusammenstel- 
lung jener  Formeln  gegeben  werden,  deren  man  sich  zu  bedienen  hat,  wenn  man 
durch  Bildung  weiterer  Hypothesen  sich  der  Wahrheit  annähern  will.  Hat  man 
die  Werthe  von  x  und  y  durch  Versuche  ermittelt ,  so  rechnet  man  die  für  die 
weiteren  Hypothesen  constanten  HilfsgrÖssen  W ,  S',  w  und  h  nach  [vergl.  26) 
Pag-  375]: 

w%mW=  sin \ \Lm—  i,)sin  i(P,„+  P,),   AeinH=  sin  £{£„,—  L,)cos  \[P,„+  P.)  1 
wco»W=  cos^L™—  i,)sin \{Pm—  P,\,   Acosff  =  cos£(Z-,„—  Z,)cos  \{P^~  P.) 
W  =  W—  1  (V,»+  V>.)  ,         H'  =  H  +  £(«/v,—  $,) 

»>  +  A»»i; 


30 


dann  ist  [vergl.  29)  pag.  376  und  30)  pag.  300]: 

sin/,*  =  «*co8{Jr'  +  £  (0,  4- tfw)}a  +  ^sin{fl'  +^(ff,  — tfjjs 

+  co»(a„  —  ^,„)iin(8(  —  *l>,)ainP,„B,*.rci"  +  cos(fl,  —  V-,)gin{e„,  —  <*■„,)  sin  P,  B,„*rci", 

W,"   = 


321 


33) 


—  4  ~  v  +  y" 

wobei  für  die  /-Symbole  jene  Werthe  zu  wählen  sind ,    welche   in  der  betreffenden 
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Hypothese  Verwendung  gefunden  haben,   also  nach  der  ersten  Hypothese  der  Null 
gleich  au  setzen  wären.    Dann  ermittelt  man: 


V  "  i  -+-  V,Hx  '  "  ~~  t„      i  +  %„"x 

r„9\Ti2f„,  =  r,„n„Bm2f„  ,    rHam2f,  =  r,  »sin2/„  l     ,,j 

r„CMzf„  =  r,  n  +  r„Fn„cos2i/),    ,     r„cos2_/",  =  rwn„  +  r,nco&2f„  1 
2f,  +  2/,=  2/..  I 

Die  Berechnung  der  drei  Werthe  von  ij  geschieht  nach  den  unter  35)  angeführten 
Formeln  [vergl.  26)  pag.  89],  in  denen  man  den  jeder  der  drei  in  Betracht  kom- 
menden Combinationen  entsprechenden  Werth  für  17,  t,  f,  r  und  r'  zu  substituiren 
haben  wird;  in  welcher  Weise  dies  geschieht,  zeigt  das  in  35)  vorangestellte  Schema: 


statt  17  1  17, 

Im 

V.,' 

f. 

f.. 

/,', 

Au»  den  drei  Werthen  r/„  rj„  und  jj„,  leitet  man: 


_iinj/*  +  t«». 


35} 


■)-fo.- 


1) 


In' 

<?•_ 

- 

)-<■?„-■) 

fo. 

— 

1)  —  \1,  —  I) 

17,1 

»„ 

— 

')  —  Ch  —  ') 

ab,  in  welchen  Formeln  für: 

die  Werthe  der  letzten  Hypothese  einzusetzen  sind.     Dann  hat  1 

welche  Werthe  zur  Aullösung  der  Gleichungen : 

a,  =  1,  +  [{ii.  +r,)  +  ui,  y] x 
e„  =  i„  +  [[ii.  +  r„)  +  ni„y]  1, 

benützt  werden  und  zu  neuen  Werthen  von  r„  rm,  x  und  y  führen,  die  eventuell 
zur  Herstellung  einer  weiteren,  mit  der  Berechnung  von  32)  (pag.  376)  beginnenden 
Näherung  verwendet  werden.  Nach  Beendigung  der  Annäherungen  schreitet  man, 
intt  der  Formel  to]  des  Anhanges  in  beginnend,  zur  Ableitung  der  Elemente. 


37! 


38) 
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Sind  vor  Ausfuhrung  der  Bahnbestimmimg  genäherte  Werthe  für  die  Ele- 
mente bekannt,  so  wird  man  aus  denselben  für  die  Zeiten  der  Beobachtungen  die 
wahren  Anomalien  und  Radienvectoren  ableiten,  aus  denselben: 

/,-ti« — «j 

/.=!(».- «J 
/»  =  1K-«,) 

bestimmen  und  sofort  nach  den  Formeln  35),  36)  und  37}  die  Werthe  von  r,  und  r„ 
ermitteln ;  genügen  die  bekannten  Näherungswerthe  für  die  Elemente  nur  halb- 
wegs ,  so  wird  meist  die  auf  diese  Werthe  von  r,  und  r,„  aufgebaute  erste  Hypo- 
these selbst  für  die  Herstellung  der  neuen  genaueren  Elemente  sich  als  ausreichend 
erweisen. 

Schliesslich  wäre  noch  jener  Correctionen  zu  gedenken,  welche  aus  der  Ein- 
führung der  Aberrationszeiten  entstehen.  Berücksichtigt  man  die  Aberration  in 
ähnlicher  Weise,  wie  dies  bei  der  ersten  Bestimmung  parabolischer  Elemente  ge- 
schehen ist,  indem  man  sich  0  nach  Potenzen  der  Zeit  entwickelt  denkt,  so  werden 
die  aus  den  ersten  Potenzen  der  Zeiten  entstehenden  Correctionen  in  dem  Ver- 
hältnisse der  Zwischenzeiten  verschwinden ;  das  Product  der  Glieder  zweiter  Ordnung 
in  die  Aberration  wird  so  gering,  dass  es  als  gegen  die  anderweitigen  Unsicher- 
heiten verschwindend  betrachtet  werden  darf.  Man  wird  demnach,  wenn  man  in 
der  ersten  Bahnbestimmung  bei  der  ersten  Hypothese  stehen  bleibt,  die  Aberrations- 
zeit nur  soweit  berücksichtigen,  dass  man  vor  Ableitung  der  Elemente  die  Beobach- 
tungszeiten der  ersten  und  dritten  Beobachtung  um  die  Betrage: 


corrigirt,  wobei  die  angesetzten  Coefncienten  logarithmisch  zu  verstehen  sind  und 
die  Correctionen  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  erhalten  werden.  Will 
man  aber  auf  die  Zahlen  der  ersten  Hypothese  eine  zweite  aufbauen,  so  wird  man 
die  Zwischenzeiten  und  die  damit  im  Zusammenhange  stehenden  Coefncienten  wegen 
der  Aberration  streng  verbessern ;  hierzu  bedarf  es  der  Kenntnis  von  o,„  um  diesen 
Werth  zu  erhalten,  berechne  man  nach  8b)  und  gb)  (pag.  354)  die  Coefncienten 
A„,  B„,  C„,  nach  14)  (pag.  372)  [r„r„,]  :  [r,r„]  und  [r,r„]  :  [r,r,„]  und  ziehe  mit 
Hilfe  dieser  Werthe  die  Formeln  5)  (pag.  353)  in  Anwendung.  Die  Zeit  der  mitt- 
leren Beobachtung  ist  dann  um  den  Betrag: 

—  7-76128  n„, 

zu  corrigiren.     Ist  die  mittlere  Sonnenbreite  nicht  zu  klein,    so  kann  mit  V ortheil 

wohl  auch  die  dritte  Formel  8}   (pag.  272)  zur  Ermittlung  von  q„  benützt  werden; 

dieselbe  gibt: 

_    _  K  r„]  te,mfi,-XtB,*ni"\         [r,r„l  fQ„mßm  —  Jt,„  Bmu 

v"        [r,  rj  t  linft,  /  "■"  [r,r,„]  |  auft, 


ihre  Berechnung  gestaltet  sich   besonders  in  jenen  Fällen,    bei   welchen  man  die 
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Sonnenbreiten  eUminixt  hat,    höchst,   einfach,    die  darin  auftretenden   Verhältnisse 
der  Dreiecksflächen  werden  nach  den  Formeln   14)   (pag.  372)  bestimmt. 

4.  Anwendung  der  vorstehend  entwickelten  Methode  auf  die  Bestimmung 
einer  Kometenbahn. 

Die  im  vorigen  Kapitel  entwickelte  Methode  ist  rücksichtlich  ihrer  Aus- 
führung insbesondere  der  Bahnbestimmung  eines  kleinen  Planeten  angepasst ;  bei 
Anwendung  auf  Kometen  wird  dieses  Verfahren  in  einigen  Punkten  abgeändert 
werden  müssen.  Man  sieht  nämlich  leicht  ein,  dass  wegen  der  meist  beträchtlichen 
Annäherung  der  Kometen  an  die  Erde  das  Verhältnis  der  geocentrischen  Distanzen, 
ähnlich  wie  bei  der  Bestimmung  parabolischer  Bahnen,  mit  einer  relativ  grossen 
Genauigkeit  ermittelt  werden  kann,  während  die  absolute  Bestimmung  der  Grössen 
ff,  und  »,„  meist  einer  beträchtlichen  Unsicherheit  unterworfen  ist.  Aus  der  genauen 
Bestimmbarkeit  des  Verhältnisses  q,„  :  0,  kann  man  aber  für  die  Sicherheit  der 
Bahnbestimmung  wesentlichen  Nutzen  ziehen.  Die  Relation  6)  (pag.  275)  ergibt 
für  dieses  Verhältniss: 


■  rr..  vy,  ■;;■ "  ~  i .-,  >-„,  "• T  J-i T  wAwt 


jq,  +  o.  +^3*i?"      ■) 


hier  sind  die  O  -  und  Jf-  Symbole  Functionen  der  Lage  des  durch  den  mittleren 
geocentrischen  Kometenort  gelegten  grössten  Kreises  [vergl.  4)  pag.  275],  welche  der 
Gleichung  12a)  (pag.  285)  entsprechend  derart  bestimmt  sei,  dass  dieselbe  für  die 
Genauigkeit  der  Relation  1)  die  günstigste  wird.  Man  könnte  sich  in  dem  vor- 
liegenden Falle  ohne  Bedenken  auch  an  die  Olbers'sche  Wahl  des  grössten  Kreises 
halten,  denn  ist  dieselbe  nicht  anwendbar,  so  geht  der  durch  die  äusseren  Beobach- 
tungen gelegte  Kreis  nahe  am  mittleren  Sonnenorte  vorbei  und  es  erscheint  dann 
eine  Bahnbestimmung  aus  drei  Orten  unter  allen  Umständen  nicht  mit  Sicherheit 
durchführbar. 

Die  zweite  Gleichung,  deren  man  zur  Lösung  des  Problems  bedarf,  resultirt 
aus  der  Gleichung  3)  (pag.  352);  dieselbe  ist: 


o  —  ■*  _l  i  [alz!  4.  i> 


C,[r, 


■„,]" 


Setzt  man  für  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  nach  25)  (pag. 

ein  und  mich  23)  (pag.   100): 

'K.'  =  —  }(«,'-  t,.1)  +  4  «.»-»  +  !■-'    I 

IV  =  —  4  (»»'  -  '-')  +  S^  y  +  f- 

r— iw-s'i-ttwi+fr 


' 
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wobei,  wenn  sonst  keine  Näherungen  bekannt  sind,  die  /-Symbole  in  der  i 
Hypothese  der  Null  gleich  zu  setzen  sind,  wenn  aber  solche  vorhanden,  zu  ■ 
Bestimmung  die  Gleichungen  17)  (pag.  373)  herangezogen  werden  können,  t 
halten  die  Gleichungen  1)  und  2)    (pag.  379)  die  Gestalt: 

g,  =/  +  (//  +IIIy  +  r)*  1 

Vm  =  IV  +  [V+  Vly  +  4)x  +  {VII  +  (VIII  +  IXy  +  2)*}f,;  j 
zu  welchem  Zwecke  abkürzend  gesetzt  wurde : 


t,  =  k(t*—  t„) 

r„=  k{t,„—t,) 

t,„=  k(t„—t,) 

log*   =  8-235  58i4 

log  (—4)  =  0^249387 


ZW  =  —  4^t,z» —  4  j^r™2     • 


('»'  =  —  (I,™ 


.') 


ain/0„ 

-  4  T,    — —  ■  -—&, 4  *"'  ^m 


vn-lf, 


VIII  * 

ix  . 
r  = 

">  ,a  = 


dr, 

(ib'"+(i?)'" 


Ans  diesen  Gleichungen  werden  durch  Versuche  jene  Werthe  von  x  und  y  zu  er- 
mitteln sein,  welche  in  die  Gleichungen  5)  eingesetzt,  für  p,  und  p,„  solche  Werthe 
geben,  dass  die  mittelst  der  letzteren  durch: 


x, 


r,  =  Z>,sec 


tarig  ö. 


-V,„ 


r,„=  Dm  sec 


(vergl.  31)  pag.  360)  bestimmten  Werthe  der  Radienvectoren  den  Anfangsannahmen 
über  r,  und  r,„  entsprechen.  Da  in  den  hier  in  Betracht  kommenden  Fällen  durch 
die  parabolische  Hypothese  Näherungswerthe  für  r,  und  r„,  vorhanden  sind,  wird  es 
vorteilhaft  sein,  diese  Grossen  oder  auch  q,  und  y  als  Unbekannte  in  das  Problem 
einzuführen  und  durch  entsprechende  Variation  derselben  die  wahren  Werthe  zu 
finden ;  der  bei  diesen  Versuchen  zu  befolgende  Rechnungsmechanismus  wird  ge- 
legentlich des  entsprechenden  Bechnungsbeispieles  ausführlich  dargelegt  werden. 

Man  wird  übrigens  auch  schon  in  der  ersten  Hypothese  Näherungen  für  /*, 
A  und  —  einzusetzen  in  der  Lage  sein,  denn  die  Anwendung  der  eben  auseinander- 
gesetzten Methode  wird  sich  hauptsächlich  auf  jene  Fälle  erstrecken,  in  welchen  die 
parabolische  Hypothese  zwar  keine  völlig  genügende  Darstellung  des  mittleren  Or^es 
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enielt  hat,  in  welchen  sich  aber  doch  parabolische  Elemente  ergeben  haben,  die  als 
Näherungen  zur  Ermittlung  der  Werthe  I",  A  und  2  dienen  können.  Man  wird  in 
diesen  Fällen  zur  Berechnung  des  Verhältnisses  des  Dreieckes  zum  Sector  die  auf 
pag.  93  und  94  angegebenen  Formeln  benützen  können,  denen  man  mit  Rücksicht 
auf  11)  (pag.  78)  die  Gestalt: 

sin  $  =  -,,    —     „     ,     sin  4/  =  sinlöVT    ,     t,  —  1  =  4  ^^     9) 

ertheilen  darf;  ebenso  kann  man  aber  den  Hilfswinkel}'  mit  Benützung  der  /i-Tafel 
(vergl.  pag.  79)  bestimmen;  denn  es  ist: 

**r  —  ^?, 

daher  auch ,  wenn  man  die  früher  benützte  Hilfsgrösse  rj  (vergl.  pag.  80) ,  um 
Verwechslungen  mit  dem  durch  denselben  Buchstaben  bezeichneten  Verhältnisse  des 
Sectors  zum  Dreiecke  zu  vermeiden,  in  eine  Klammer  setzt: 

(Argument  für  Tafel  VII)  \ 


w 

= 

[r+'flt 

sin  y 

= 

Wc 

1—1 

= 

*  eoty 

'  iDoaycotiy*'  > 

das  letztere  Formeleystem  wird  gegen  die  Gleichungen  9)  den  Vorzug  verdienen. 

Hiermit  sind  jene  Abänderungen  aufgewiesen,  welche  man  an  die  im  dritten 
Kapitel  [pag.  36g  ff.)  entwickelte  Methode  anbringen  muss,  um  dieselbe  mit  Vor- 
theil  auf  die  Bestimmung  einer  Kometenbahn  aus  drei  Orten  anwenden  zu  können. 
Es  würde  nur  uoch  erübrigen,  die  Formeln  übersichtlich  zusammenzustellen;  da 
aber  von  denselben  wohl  selten  Gebrauch  gemacht  wird ,  so  genügt  es ,  auf  die 
Durchführung  des  dritten  Beispieles  im  folgenden  Kapitel  hinzuweisen,  in  welchem 
bei  der  Mittheilung  der  Rechnunggresultate  auf  die  zugehörigen  Formeln  aufmerksam 
gemacht,  und  die  veränderte  Form  der  Ableitung  der  Elemente  berücksichtigt  werden 
wird.  Schliesslich  kann  erwähnt  werden,  dass  es  im  Allgemeinen  für  die  Genauig- 
keit des  Resultates  vorteilhaft  sein  wird ,  die  Berechnung  von  Kometenelementen 
ohne  Voraussetzung  über  die  Excentricität  mit  Zugrundelegung  von  vier  Orten  nach 
der  Methode  der  zweiten  Abtheilung  durchzufuhren. 

5.  Beispiele. 

Um  ein  Beispiel  für   eine  erste  Bahnbestimmung   aus  drei  Orten  zu  geben, 
in  welchem  die  Einführung  des  locus  fictus   sich   bezüglich  der  einen  Beobachtung 
als  unthunlich  erweist,  sollen  die  drei  folgenden  in  Marseille  angestellten  Beobach- 
tungen des  Planeten  @  Eudora  gewählt  werden : 
Beobachtungsort  Datum  Ortszeit  app.  a  app.  S 

Marseille  1880  Sept.     1        14*  3im2tä       23*  i5m  44*91       —    40  45' 37"6 
„  „      21        13     6    24         23      4    57-i8       —    8    35  41-9 

„  Oct.     4         9   41    31         23      o    46-34       —  10   24  59-1. 
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Da  keine  Näherungen  für  die  Elemente  dieses  Planeten  als  bekannt  vorausgesetzt 
werden,  so  Bind  die  Beobachtungen  nach  den  Vorschriften  des  Anhanges  I.  A.  für 
die  Bahnbestimmung  vorzubereiten. 

Zunächst  wurden  die  Ortszeiten  durch  Anbringung  der  Längendifferenz  (+32™ 0*3) 
auf  den  Berliner  Meridian  bezogen,  dann  in  Decimaltheile  des  Tages  verwandelt  und 
für  die  so  erhaltenen  Zeitangaben  ans  dem  Berliner  Jahrbuche  die  auf  das  mittlere 
Äquinoctium  18800  bezogenen  Sonnencoordinaten  nebst  den  Bessel'schen  Reduo- 
tionsgrössen,  sowie  die  für  den  Jahresanfang  geltende  mittlere  Schiefe  der  Ekliptik 
entlehnt  und  so  erhalten  : 


eni-iennt  una 

BO 

er  aalten 

4, 

A> 

logR 

1)  Sept.   1, 

>5 

3-.I-3 

=  Sept. 

•627  330 

■59° 56'  ""3 

—  0*20 

0003  657 

2)      „    21, 

13 

38    24-3 

=     11    21 

■568  337 

179   21    507 

■4-  0  80 

o-ooi  329 

i)      »    34, 

10 

13    3"3 

■=     ,,    34 

■426  057 

192     0  17>9 

—  O-OI 

9-999  753 

/ 

logj 

G 

log* 

H 

log' 

e 

l)     +  47"34 

"J'W 

357° '5' 

1-2779 

I!I°4l' 

08834 

2)     4-  49-15 

13301 

357  27 

12732 

90  42 

09105 

»3°  27' >7" 

3)    4-  50-26 

1  -3397 

357  5' 

12749 

7<>  57 

09006. 

Zur  Berechnung  der  kleinen  Aberrationsglieder  fand  sich  zunächst  nach  Anhang  I. 

A"  2':  -ff«,  =  350°ot     logA0  =  9-534,     <,  =  —  o"o25  , 

damit  nach  Anhang  I.  A.  2) : 

I.  2.  3. 

app.  er  —  mittl.  a  :  (+  66"45  —  o"i2)     (4-  68"54  —  o"i4)     (4-  68"36  —  o"i5) 

app.  d  —  mittl.  d  :  {4-  »7*91  —  o"o5)     (4  27"94  —  o"oj)     (4  2;"i5  —  o"o8), 

es  ist  sonach:  .   ,  .  ,,     , 

raittl,  a  mittl.  0 

1.  348°55'  7"3     —    4°  46'  5"5 

2.  346    »3    9*3     —    8   36    9-8 

3.  345    10269     — 10    2526-2. 

Die  Verwandlung  in  Länge  und  Breite  nach  Anhang  I.  A.  5}  gibt: 

Probe: 

a  ß.  x  —  u  4—? 

i-     347°5°'53"5     —  d°    o'    4"'     —  o^S'^'o,     —  40  46'    i"4 
2-     343    59   "-2     —2    29  30-6     —2    13   581     —6     6  39-2 
3.     342    ig  470    —  3   46   248     —  2    50   3g-8     —  6   3g     1-4. 
Die  Kleinheit  der  ersten  Breite  laust  sofort  erkennen,  dass  in  diesem  Falle  die  Ein- 
führung des  locus  fictus  unthunlich  wird.    Zunächst  ergab  sich  nach  Anhang  I.  A.  6], 
unter  der  Annahme  <p'  =  +  43°  6'8,  logÄ  =  9-9993  für  Marseille : 
1.  2.  3- 

6  io°26'7  i7°5*'7  339°  i8'8 
(1  35  43-3  34  30-0  2  58-4 
'  35  42'4  34  29'1  2  575 
b    32      1-4     32    32-1       46    516. 
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Für  den  zweiten  und  dritten  Ort  ergaben  die  Formeln  Anhang  I.  A.  7): 
2.  3. 

L  —  Z„    —  ia"7 1  —  4o"42 

logÄ —  l°K.fi^    +    0-000196+0-000192  ... 

dt    —    0-000003     — 0-000003. 

Für  den  ersten  Ort  mussten  die  Formeln  Anhang  I.  A.  8)  in  Anwendung  gezogen 
werden;  da  für  dieselben  in  dem  vorliegenden  Werke  noch  kein  ausführliches 
Beispiel  Aufnahme  gefunden  hat,  so  soll  dasselbe  hier  vollständig  mitgetheilt 
werden. 

sin*     9-7245  Bin(Z.0  —  /)     9-9174 

cos*    9-9283  cos(L0  —  ij     9,7502 

htt  :  Rq    0-9424  cos(L0  —  /(Mod.arci"     4^736 

sin*  (A?r  :  Ra)  '  0.6669  L  —  L0    +  6"  14 

cos  b  (h  it  :  -RJ     0-8707  B  —  B„    —  4"64 

L0 — l    1240  i4'o  logÄ  —  l°gAi    +0-000009. 

Es  sind  sonach  die  Grundlagen  der  Rechnung,  auf  welche  die  erst«  Bahnbestim- 
mung  aufzubauen  ist: 

itto  1  jJ  L  B  \ogR 

Sept.     1-627330     3470  56'  53"s  — o°    o'    4"i  i59°56'28"4     — 4^4     0-003666 

Sept.  21568334     343    59   n-2  — 2    29  306  179   2i    31-0         0-00     0-001525 

Sept.  34.426054     342    19  47-0  —  3   46   24-8  191    59   28-5  o-oo     9-999945. 

Rei  der  Zwischenzeit  von  33  Tagen  wird  mit  Rücksicht  auf  die  bedeutende  Con- 
vergenz  der  hier  zu  befolgenden  Methode  die  erste  Hypothese  völlig  ausreichende 
Näherungen  ergeben,  so  dass  die  im  Anhange  III  für  diesen  Fall  aufgeführten 
Formeln  zur  Anwendung  gelangen;  da  hiermit  ein  Musterbeispiel  gegeben  werden 
soll,  so  werden  die  erforderlichen  Rechnungen  auf  den  folgenden  Blättern  ausführ- 
lich mitgetheilt. 

Es  fand  sich  nach  Anhang  III,   1): 

sinft    5,298  359                 *«  —  *»  358°  20'  35*8  *„  —  X,  3560  2'  i7"7 

cos/?,    0-000000          sin(A„,  —  X,,)  8,461  067  sin(>l„ —  X,)  8,839418 

mnß„    8,638  259   Bin/t,co8j9„cosj9M  5,297006  cos/J,coBjS„sin#„  8,817903 

cob0„   9.999589                   lm  —  h  354°  22'  53B5  1  —0-00000057 

*inß,„  8,818  314           ain  (X,„  —  X.)  8,990  799  K  )  -+  0-004  24733 

co*ßm  9-999058  cos|S,sin#,co6/?„,  8,637317  (  —000454277 
K  =  —  0-00029601,        log  .ff  =  6,471  306, 

der  Abstand  der  beiden  äusseren  Orte   beträgt  etwa  7°;   nach  Anhang  III.   16)  ist 

also:  dg.  .  . 

log  -^r  =  8„oo .  ; 

die  Unsicherheit  in  K,  somit  auch  die  Unsicherheit  in  9,  und  oM  wird  nahezu  den 
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hundertsten  Theil  betragen,  die  bei  dieser  Bahnbestimmung  zu  erhoffende  Genauig- 
keit daher  eine  sehr  massige  sein. 

Die  Rechnung  nach  Anhang  III.  2)  stellt  sich  mit  Rücksicht  darauf,    das« 
B,  nicht  der  Null  gleich  ist,  wie  folgt: 


1  — £ 

t88°o'  25") 

1 50°  20'  1 8" 5 

sin 

(i-X) 

9,143  93" 

9.694  496 

cos/S 

0000000 

9.999058 

(1US 

:*-£) 

9,995  745 

9,939  002 

sin(? 

5,298  359 

8,818314 

Bmc  1" 

5,37<>4 

—  00 

cost/' 

9,995  745 

9,938  060 

C08I/I 

■Barcl" 

53661 

—  00 

Subtr. 

0.2685 

— 

ainPsin  V 

5.6346 

8.818314 

0,000  000 

9.996  177 

coaPsänyt 

9,14393' 

9.693  554 

Bin*/) 

9143  93' 

9697  377 

logA' 

9,999  4" 

9.938  005 

JV 

— '0-998  645 

—  0-866  972 

logfl 

9-'47  597 

9-697  322. 

ing  m.  3  : 

i 1» 

358° 

2o'  35"8 

*.—  A.          356°    2'  I7n7 

ir—  iic-w 

'79 

10    17-9        i; 

=  4(1,  —  »,)           178      1      8-85 

ß.  +  e. 

—      6 

5    55-4 

ß.  +  ß,     -       2    29   34-7 

ß.-t. 

—      1 

16   54-2 

ß*  —  ßi     —      2    29  26.5 

■>■»(/».  +  ß.) 

9n°37  9&> 

tmlß.  +  ß,]          8.638458 

sinK^.—  XJ 

'8-160082 

•intH,-«          8538648 

«in(/»„  -  (f.) 

8,349  635 

«n(/J»  —  /»,)           8,638061 

«o.t(J»  — W 

9,999  955 

cos|(l„  —  l.)           9,999740 

f.mnF. 

7,198  042 

/„smF„,          7,177  106 

9'99« 

!  922 

9.999  740 

fiauF, 

8  349  590 

/„cosE„          8.637  8°' 

F, 

355° 

57'  53"6 

F.          358"    1'  2-3 

L  +  l." 

163 

9  29" 

l,+  i;          .65    58  23 

0, 

192    . 

48   24.5 

O,          '92     3  o-o 

><*/. 

8.350 

668 

log/,          8-638061. 

Nach  Anhang  III.  4)  findet  sich    im  Hinblick  darauf,    dasB  B„  und  B,„   der  Null 

gleich  zu  setzen  sind: 

0,+  L,        352°44'52"9                   Om  +  L,  3510  59'  2W4 

0,  +  L„           \2     9  55.5                   G,„  +  L„  11    24   31-0 
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Gf,  +  Lm  24°  47'  53*0  Qm  -f-  L,„  240  2'  28H5 

am(G,  +  L,}  9,101173  »in(Qm  +  L,)  9,144029 

f,R,  8-354  334  /-Ä  8-641  7*7 

f,R,am(G,  +  £,)  7,455  507  /)„Ä,Bin(G,B  +  i,)  7,785  756 

sin(A„  — A„)  8n46i  sin(A„  — *,)  8,839 

cos/¥„eoe/?,„  9-999  eos/?,coß£„  0000 

R,B,btci"  5,374  Ä,Ä,arci"  5,374 

rf^4,  3,834  dAm  4,213 

Add.  o-ooo  104  Add.  o-ooo  116 

log^,  7»455  6n  log^,„  7*785872 

sin  (G,  •+-  i„)  9-323  736  sin  {G,„  +  L„)  9-296  236 

f,R„  8-352  193  /„Ä,  8-639  586 

\ogB,  7ft675  92Q  logÄ*  7n935  822 

ein((?,  +  £„,)  9-622650  8in(G„  +  iw)  9-610015 

f,Rm  8.350613  fmR„,  8-638006 

logC,  7-973  263  logGn  8-248  021. 

Die  Rechnung  nach  Anhang  III.  5)   gestaltet  sich,  wie  folgt: 

t,„  — 1„          12-857720  logt,          9-344  745 

t„,  —  t,              32-798  724  l0gT„              9-75I  438 

t„  —  t,              I9.94IOO4  logT,„              9'535  328 

log(4,„ —  („)           1-109164  logx,1          8-689490 

log(C—  t,)          1-515857  log**1          9-502876 

logtk—  t,)  1-299  747 logO  9-070  656 


Sulit. 

9-9*7  535 

log/i,™ 

8„g62     193 

t,,'  —  r,' 

9-430411 

log/",.' 

8  962  193 

log/i," 

9»555  350 

Subt 

9-799  588 

Subt. 

0-147  7°4 

t,,'  —  t,f 

9-302  464 

*«*  —  T,a 

8.837  *54 

log/t." 

9,427  403 

log  (.4  :  E) 

0.984  305 

t,  ■  t„, 

9.809  417 

t,  '•  t. 

0-406  693 

A„:  E 

i-3H  566 

B,.  K 

1.204  623 

1t? 

9-29'  550 

—  4  t,  *„, 

%4»2  '33 

*„  :  T,H 

0-216  110 

*■,  :  *, 

0190583 

B,„:  E 

1.464  516 

(7, :  K 

■»501  957 

4T,Tm 

9482  133 

-1'..' 

9*672  716 

,iog[ft,:jr) 

»»776  715 

log(B,»„  :  Et,) 

1611  316 

\<ig{A„t, :  Et,,) 

1-123983 

log(<7,*„:  J&J 

I„6g2  540 

log(Ä,r„:  Et,,) 

i-68o  626 

4:  JT 

+  9.6451.. 

A„t,  :  Et„ 

+  i3-3°4°" 

B,*„  :  Et, 

+  40-8616-. 

B„t,:  Et,, 

+  4793  20-- 

C,t„  :  Et, 

—  49.2652.. 

0„:  E 

—  59-8019- 

II).  +  K 

+  1-2415- 

W.  +  N, 

+  t-434'- 

n 

+  2-240  145 

{/}- 

+  2-301  072 
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B,T„ft,"  :  Ki, 

int66  666 

A„,T,ftm'  :  Kt,„ 

0086  176 

C,Tmft,'"  :  Kr, 

0:654  733 

B„,T„pm"  :  K%„, 

i„io8  029 

Subt. 

9-840  322 

Subt. 

9-956  604 

log/7. 

i„oo6  988 

log//w 

iBoÖ4  633 

—  4B,t,t„:  K 

o„686  756 

44»»^:  K 

0-606  116 

—  4<7,»W<:  K 

1-174673 

4B„t,t„,  :  K 

0-946  649 

Subt. 

9-829  207 

Add. 

0-163  319 

log///. 

1  -003  880 

log///,,, 

1-109  968. 

Nunmehr  kann  an  die  Auflösung  der  Gleichung  6}  geschritten  werden ;  um  einen 
XähenmgBwerth  für  x  zu  erhalten ,  ist  die  Tafel  XIII  c)  zu  benutzen ;  die  hierzu 
erforderlichen  Argumente  sind  nach  den  vorstehenden  Zahlen : 

y,  =  1720  ip,„  =  1500 

log[({/}-+  «3  =  Ä]  =  o-ogo  bg[({/}»+  N„)  :  R,„)  =  0-157  i 

damit  finden  sich  aus  der  Tafel  XIII  c)  die  beiden  Werthe : 

8-136         8-052 
also  im  Mittel: 


logjtf-—  8-094 

log.fi,,3  =  0-005 

log«  =  8-089, 

mit  welchem  Werthe  von 

i  der  erste  Versuch  begonnen 

wird.     Nach  Anhang  III 

6),  7),  8) 

und  9)  wird  nun  die  Rechnung  in  folgender  Weise  geführt: 

Versuch 

■  .                             ». 

l- 

log*«, 

8.089  °°0              8 

086  645 

8 

086  643 

//,*„ 

—  0 

124  735         —  0 

121  353 

—  0 

121  336 

It„xa 

—  0 

142  440        —  0 

138  214 

—  0 

138  192 

logfo,-A3 

0 

325  395              0 

326  088 

0 

326  092 

log  fcm  -  N„) 

0 

334  178              0 

335  028 

0 

335  032 

„ 

tgi?, 

1 

177  798              1 

178491 

1 

178  495 

t 

tg0,„ 

0 

636  856              0 

637  706 

0 

637  710 

§ 

sin0, 

9 

999  045              9 

999  °47 

9 

999047 

s- 

sin0m 

9 

988  735              9 

988  778 

9 

988  778 

a  ■ 

f. 

0 

326  350              0 

327  °4i 

0 

327  °45 

bc 

f|» 

0 

345  443              0 

346  250 

0 

346  254 

s 

% 

Add. 

0 

291  588              0 

29'  532 

0 

29>  532 

Subt. 

8 

65267                 8 

65536 

[r.  +  rw). 

0 

637  031              0 

637  782 

0 

637  786 

log*« 

8 

088  907                8 

086  654 

8 

086  642 

4, 

—  O 

000  093          +  0 

000  009 

—  0 

000  001 

f«  —  f. 

8 

97902                 8 

98240 

low* 

8 

34>99                 8 

34462 

y« 

+  0021  978         +0 

022  112 
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logln  +  r»).-1 

7-451.88 

7-4489 

y,—  y. 

+  o-oai  978 

■+-  o-ooo  134 

i»g(y.—  yj 

,    834199 

6-127. 

•in«,///. 

1  00292 

Bin«,,///,,, 

1-09870 

Add. 

0-25577 

sin«,///,  +  »infl,»///„, 

1-35447 

■■3545 

3  Mod.     ,                , 

5n9o878 

3.6909 

^. 

—  o-ooi  833 

—  O-OOO  Ol  1 

4  +  ^, 

—  O-OOI  926 

—  o-ooo  002 

•in«,//, 

1,00603 

sin  «,„//,„ 

1.05337 

Add. 

0-27800 

S  :  (r.  +  '»)«. 

7-92900 

Nenn.  —  i 

0*26037 

Nenn. 

9.91269 

9-913 

log^+^a) 

7„28466 

4,301 

logx'g  —  log«a 

—  0002  355 

—  o-ooo  002 

Wie  man  sieht,  ist  das  Resultat  des  zweiten  Versuches  ausreichend  genau  und  es 
können  bei  den  geringen  Änderungen,  welche  die  Werthe  sin  0,  und  sind,,,  erfahren, 
die  Factoren  (eiad,III,+  eia6mIIIm}  und  (sin  0,11,  ■+■  sin  <?„ //„,)  des  ersten  Ver- 
suches im  zweiten  Versuch  unverändert  beibehalten  werden. 

Nach  Anhang  III.   10)  findet  man  die  geocentrischen  Distanzen: 


e. 

IUOI64 

log  p,     0-049 

282 

e» 

1-295  OO8 

log  p,„     0-112 

574; 

ch  Anhang  III.  11 

: 

(>,cos/f,  cos(Ä, —  L,) 

0,045  027 

C„,  coa  p,„  cos  (A,„ —  LJj 

0,050  634 

—  s, 

0,003  666 

—  Ä. 

9,999  945 

Add. 

0-280  842 

Add. 

0-276  424 

r,cosi,8in(/, —  LI] 

9,193  213 

r,„  coa  bm  sin  [lm —  2>„) 

9-806  128 

9,998  824 

9,981  125 

r,co8j,co«(/, —  L,} 

0,325  869 

r„,  coa  b,„  cos  [l,„ —  /,„) 

0,327  058 

I.—  L, 

184°  12' 50V 

/,»— i» 

■63°13'47"5 

1, 

344     9  18.4 

L 

355  13  160 

C,  sin  ß. 

5,347  641 

ßu,sin#„ 

8,930  888 

R.B.KKl" 

5.374  1  •  • 

—    • 

Subt. 

8-798  I  •  • 

— 

r.sinö, 

4-145  7- 

r,„.rai,„ 

8,930.888 

COBÄ, 

o-ooo  000 

cob(„, 

9-999  679 
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r,ormb,        0-327  045 

r„Cßsb„, 

o-345  933 

tgS.       3-8187-. 

tgS» 

8.584  955 

r,       0327  045 

*"« 

0346  254, 

nach  Anhang  III.   12) : 

L—  l.        n°3'57"6 

te 

tain(/,—  Q) 

3-8.8  7 

sin(/„, —  /,)       9*283  164 

0,000000 

cos(/M —  /,)       9-991  849 

tg 

cos(l— a) 

9.301  798 

tg6,cog(£„ — l)       3.8105-- 

/,—  a 

I79°59'59"3 

tgi„      8,584955 

Q 

164     9  19-1 

Add.       0-000  007 

•*• 

9301  798 

tg&,„—tgö,co8(/,„-— /,)       8,584962 

1 

1 1°  1 9'  4Ö"o, 

nach  Anhang  III.  13); 

;,— Q    179°59'59"3 

t—a 

19I°3'56"9 

•gC  —  ß)      4n530  7 

tg(C-«) 

9-291  308 

«.  '79°  59' 59*3 

«« 

igi°i6'48*5. 

Die  für  Aberration  corrigirten  Zeiten  ergeben  sich  nach  Anhang  III.   14): 
T(  =  Sept.     1-627  33°     — 0-006466  =  Sept.     1-620864 
T„  =  Sept.  21-568  334    —  0-007  082  =  -Sept.  21.561  252 
Tm=  Sept.  34-426054     —0-007  48o  =  Sept.  34-417  574, 

welche  Zeitangaben  der  weiteren  Rechnung  zu  Grunde  zu  legen  sind.  Diese  Rech- 
nung gestaltet  eich  nach  Anhang  III.  1 5)  mit  Rücksicht  auf  den  Umstand ,  dass  £„ 
der  Null  gleich  gesetzt  werden  kann,  wie  folgt: 


T,r-  T, 

32-797  710 

2U>„ 

o°  38'  o"8 

logir^rj 

1-515  843 

•ini/,' 

7-383  9*8 

log«' 

9-751  424 

tg2(Una 

6-087  360 

««-— M, 

1I°16'49"2 

Add. 

O-021   4O3 

t. 

5  38  246 

"•■>!/.*+  <%"«S 

7-405  33" 

kf. 

2  49  12-3 

cos/„ 

9.997  892 

*",»'■    •*. 

0-019  209 

l„ 

7-407  439 

tg  (45°+   "•) 

0-004  802,2 

Add. 

0-001  330 

<o<- 

0°  19'  o"4 

l»g(*+.« 

9-922  149 

2C08/„ 

0-298  922 

A„  +  0-004  7J0 

VT.7„ 

0-336  649 

■)..■ 

0004  517 

N 

0635  571 

m. '■  -7*1 

7-591  618 

m 

1-906713 

Subt. 

9-722  794 

-."- 

9-502  848 

zmtgj 

7130  233 

m„ 

7-596  135 

sin  i  17, 

8.565  116 

logA,, 

7-673  986 

y. 

2°  6'  19"5  • 

db,  Google 


Anhang  III.  161 : 

,(/-+?■) 

4°55'3""8 

sml(#:.+  G.)smlw> 

8  043  646 

i  (/•.-?.) 

0  42  528 

9-874  086 

cosJ(/„+ jr„i 

9 

998  394 

ooslIR+ejsinj))).» 

8-095  996 

tg2i». 

8 

043  680 

UK+G.) 

4i°33'i8"4 

«"i  (/•—»■) 

9 

999  966 

nm^tpyi 

8-221  giO 

»»*(/■+»„) 

8 

933  793 

tr 

i°°53'5<>"2 

sec2(u„ 

0 

000027 

<P 

21  47  524 

.inj  (/„_,„) 

8 

095  969 

f 

8-945  270 

sin£;.F„ —  G„)co»^<pys 

8 

042  074 

V  2m„cosf„:  ij„ 

8-945  270 

9 

996  455 

K 

48°5z'   o"o 

cos^ii^ —  fcf„jcos  ±fpy2 

8 

933  820 

f. 

5  38  24-6 

tlR-ftl 

7°l8'4l"6 

G„ 

34  14  36-8 

cos  \<py2 

8-937  365 

!„ 

4  12  3QO 

E, 

300   1'  57*8 

o, 

43°  >  3*  35*4 

E,„ 

38  27  158 

v„ 

54  30  24.6 

Anhang  III.  17) : 

sin  q> 

9-569  764 

n„ 

0-002258 

log«" 

4.884  189 

r,r,„ 

0 

673  299 

»in£, 

9-699  399 

sin  2  f., 

9 

291  390 

sin  E„, 

9793  7>5 

tj„r,  rmsin2i/„ 

9 

966  947 

e"  sin  Et 

lo°38'54"4 

Vf 

0 

215  523 

e"sin£„, 

13   13  52-6 

P 

0 

431  046 

M, 

19  23    34 

cosijp2 

9 

935  564 

M,„ 

25   13  *3'2 

a 

O 

495  482 

log  (JC—  Jf.) 

4322  629 

Va 

0 

247  74« 

log/i 

2.806  786 

a»/, 

0 

743  223 

log/* 

2 

806  784 

Es  wurde  im  Mittel  aus  den  beiden  Wertben  von  log  p  angenommen : 

logj«  =  2-806  785,       ft  =  64o"893,       log  a  =  0-495  481. 

Anhang  III.   18): 

«.—  0,=  %,r-  tw=  136°  46'  23u9 
7t  =  300   55'43"o. 

Rcducirt  man  die  erste  mittlere  Anomalie  auf  die  nächstfolgende  Berliner  Mitter- 
nacht {(IM  =  —  1I7"5)i  so  ergeben  sich  aus  den  vorstehenden  Zahlen  die  Bahn- 
elemente zusammengestellt ,  wie  folgt : 
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mittl.  Äquinoct. 


@  Eudora. 
Epoche  1880  Sept.  1-5  mittl.  Berl.  Zeit 
M=    itf*ai'4S*9 

1%  =  300  55  43.0 

Q  =  164  9  19-1 
*  =  II  I9  46-0 
9)    =       21    47    52.4 

ft  =  64o"8g3 
loga  =  0-495  481. 
Rechnet  man,  die  Zeitangabe  T„  benutzend,  nach  Anhang  III.  19)  aus  diesen  Elemen- 
ten die  Darstellung  des  mittleren  Ortes,  so  gestaltet  sich  diese  in  folgender  Weise : 


M„ 

22° 

56'    3"o 

cos(iV—  Q) 

9984  528 

E„ 

35   II   509 

8in(i.—  3) 

9418  707 

sin£„ 

9 

760  721 

r„cos«„ 

0.335210 

casE„ 

9 

912  313 

Ä,c«.(I,„— a) 

9986  053 

Subt. 

0 

079413 

Subt. 

0-091  449 

K—o 

9 

649  177 

r„sinu„cost 

9.414  371 

acosqp 

0 

463  263 

B,  sin  IL.—  S) 

9-420  232 

r„  sin  f  „ 

0 

223  9S4 

Sabtr. 

8-133  143 

9 

885  546 

p„  cos  {t„  sin  (A„ —  a  ] 

7-547  514 

r„cosv„ 

0-144  °58 

9.999  998 

v„ 

50°i2'i3"7 

9„cos/»„cos(l^a) 

°n°77  502 

u„ 

186  58  37-6 

p„ein/(„ 

8.716  169 

COS  W„ 

9,99°  772 

9-999  589 

r„ 

°-338  438 

p„  COS  ^„ 

0-077  504 

sinK,, 

9.084  479 

1.— B 

■79°49'5i"3 

r„sma„ 

9.4"  917 

J. 

343  59  IO-4 

iw-O 

I50i2'n"9 

«. 

—  2  29  30-5 

rfi, 

cos 

«,—  +o"8 

,         dp.=  —d'i 

Wie  man  sieht,  ist  die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  eine  völlig  befriedigende 
und  liegt  innerhalb  der  Grenzen  der  Unsicherheit  der  sechsstelligen  Rechnung;  auch 
an  diesem  Beispiele  bewährt  eich  die  hohe  Convergenz,  welche  der  hier  befolgten 
Methode  zukommt.  Diese  würde  in  der  Anwendung  auf  kleine  Planeten  übrigens 
selbst  bei  Zwischenzeiten  von  50  Tagen  und  darüber  noch  eine  befriedigende  Dar- 
stellung des  mittleren  Ortes  liefern,  so  dass  man. sich  hei  der  ersten  Bahnbestimmung 
wohl  stets  auf  die  Durchrechnung  der  ersten  Hypothese  beschränken  darf. 

Um  nun  auch  ein  Beispiel  für  die  Berechnung  einer  Planetenephemeride  in 
das  vorliegende  Werk  aufzunehmen,  sollen  die  vorstehenden  Elemente  zu  einer  sol- 
chen verwendet  werden,  da  diese  überdies  eine  sehr  verlässliche  Controle  für  alle 
vorstehenden  Rechnungen  abgeben  wird. 
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Zur  Berechnung  einer  Planetenephemeride  genügt  es,  das  Zeitintervall  mit 
vier  Tagen  anzunehmen,  wenn  man  die  Rechnung  sechsstellig  fuhren  will;  rech- 
net man  aber  siebenstellig ,  so  dürfte  die  Herabminderung  des  Intervalle»  auf  zwei 
Tage  zu  empfehlen  sein ,  da  die  kleinen ,  rasch  veränderlichen  Mondglieder  in  den 
Sonnencoordinaten  die  Differenzen  in  den  geocentrischen  Coordinaten  unregelmässi- 
ger gestalten,  als  dies  auf  Grund  der  siebenstelligen  Rechnung  der  Fall  sein  darf; 
in  dem  vorliegenden  Beispiele  wurde  ein  Zeitintervall  von  vier  Tagen  angenommen 
und  die  Rechnung  sechsstellig  durchgeführt. 

Zunächst  wurden  nach  14]  (nag.  18)  die  zur  Berechnung  der  Ephemeride 
nöthigen  Constanten  (e  =  23°  27'  i7"s)  ermittelt  und  dafür  erhalten: 


x  =  r  •  9.999  374  sin(p  +  -  31°  13'  2o"i) 
y  =  r  .  9.989  536  sin(o  +  3010  54'  21*9} 
z  =  r  -  9-349  147  sinic+  2870  40'  13"*)  5 

die  Rechnung  der  Ephemeride  (X,  Y,  Z,  G,  g  und  f  nach  dem  Berliner  Jahrbuche) 
rindet  sich  auf  pag.  392. 

Interpol! rt  man  aus  dieser  Ephemeride  mit  Rücksicht  auf  vierte  Differenzen 
die  für  die  Beobachtungszeiten,  nachdem  dieselben  um  die  aus  der  Ephemeride 
resultirenden  Aberrationszeiteh  corrigirt  worden  sind,  geltenden  scheinbaren  Rectas- 
censionen  und  Declinationen,  so  erhält  man: 

log  Q  Aberrzt  geoc.  app.  a  geoc.  app.  <T        Wirkung  der  Parallaxe 

1.  0-0493     —    9mi8*6     23*  i5m45*o9     —    4°45'3i"8    —0*20     —  s"8 

2.  0-0781     —    9    56-9     23     4    57-40    —    83536-2     —0-19     —5-7 

3.  0-1127     —10    46-4     23     o    46-23     —1024  540     +0-03     —5-5, 

und  die  Darstellung  der  Beobachtungen  wird  im  Sinne :  Beobachtung-Rechnung : 
da  <W 

1 .  4-  0*02  o"o 

2.  —  0.03  OO 

3.  +008     -4-0-4, 

welche  Fehler  die  Unsicherheit  der  sechsstelligen  Rechnung  nicht  überschreiten. 
Die  Methode  hat  demnach  Alles  geleistet,  was  von  derselben  verlangt  werden  kann, 
nämlich  die  Darstellung  der  zu  Grunde  gelegten  Beobachtungen;  vergleicht  man 
aber  mit  der  oben  gegebenen  Ephemeriderdie  anderweitigen  Beobachtungen,  so  wird 
man  finden,  dass  dieselben  nicht  befriedigend  dargestellt  werden;  man  kann  daraus 
schliessen,  dass  mindestens  eine  der  Beobachtungen  mit  einem  grösseren  Beohach- 
tungsfehler  behaftet  ist,  der  durch  die  ungünstigen  Verhältnisse,  welche  in  dem 
vorliegenden  Falle  für  eine  Bahnbestimmung  aus  drei  Orten  statthaben,  wesent- 
lich vergrössert  auf  die  Elemente  übergeht.  Es  ist  natürlich  hier ,  wo  es  sich  nur 
um  die  Beistellung  eines  Beispieles  handelt,  nicht  der  Ort  nach  der  Quelle  dieser 
Abweichungen  zu  forschen. 
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Um  nun  ein  Beispiel  für  jene  Methode  zu  geben,  welche  nun  befolgen  kann, 
wenn  die  aus  der  eisten  Hypothese  erhaltenen  Werthe  sich  nicht  als  genügend 
genau  erweisen  und  die  Bildung  weiterer  Hypothesen  zur  befriedigenden  Darstel- 
lung nöthig  wird,  soll  das  von  Gauss  in  der  Theoria  motus  fpag.  183  u.  ff.)  durch- 
geführte Ceres -Beispiel  vorgenommen  werden;  es  wird  sich  an  diesem  die  ausser- 
ordentliche Convergenz  der  hier  in  Vorschlag  gebrachten  Methode  bewähren.  Die 
Grundlagen  der  Rechnung  sind: 

mittl.  Pariser  Zeit  l  ß  L  lugR 

1805  Sept.     551336       950  32'  i8"56    —  o°  5g'  34"o6     1620  54'  56"oo     0-003  '5'4 

1806  Jan.     17-42711       99   49     5-87     +  7    16  36-80     297    12  43-25     9-9929861 
1806  Mai     23-39813     118      5   2885     +  7   38  49*39       61    58  50-71     0-0056974. 

Die  hier  mitgetheüten  Orte  sind  geocentrische  und  auf  das  mittlere  Äquinoctium 
des  Jahresanfanges  1806  bezogen,  die  Zeitangaben  sind  von  dem  Einflüsse  der 
Aberration  befreit,  so  dass  die  eben  mitgetheüten  Werthe  ohne  weitere  Correction 
als  Grundlage  der  Bahnbestimmung  dienen  können.  Obwohl  Gauss,  wie  dies 
die  ausgeführten  Reductionen  zeigen,  im  Besitze  von  Näherungswerthen  für  die 
Elemente  war ,  so  hat  er  doch  von  denselben  zur  Bildung  der  ersten  Hypothese 
keinen  Gebrauch  gemacht,  um  seine  Methode  an  einem  extremen  Beispiele  zu  er- 
läutern. Die  Bildung  dreier  Hypothesen  in  Verbindung  mit  einem  nicht  ganz  ein 
fachen  Interpolati ons verfahren  liess  ihn  erst  in  der  vierten  Hypothese  den  Abschluss 
der  Näherungen  erreichen,  während  die  hier  vorgeschlagene  Methode,  wie  dies  die 
Zahlen  am  Schlüsse  der  pag.  394  erweisen,  schon  in  der  ersten  Hypothese  Werthe 
gibt,  die  der  Wahrheit  naher  sind,  als  Gauss'  dritte  Hypothese. 

Übrigens  wird  man  bei  grossen  Zwischenzeiten  selten  Veranlassung  haben, 
die  Methode  der  Bahnbestimmung  genau  in  der  hier  gewählten  Form  in  Anwen- 
dung zu  bringen,  da  in  ähnlichen  Fällen  wohl  stets  Näherungen  für  die  Elemente 
bekannt  sein  werden ;  sind  aber  solche  vorhanden ,  so  wird  man  auf  Grundlage 
derselben  sofort  die.  Werthe  r„  r„,  r„,  v„  v„,  vm  berechnen,  daraus  nach  35), 
36}  und  37)  (pag.  377]  Näherungswerthe  für  r,  und  r,„  ermitteln  und  auf  diese 
die  erste  Hypothese  gründen ,  durch  welches  Verfahren ,  wenn  die  vorhandenen 
Elemente  nur  halbwegs  genau  sind,  bei  der  hohen  Convergenz  der  vorliegenden 
Methode  meist  schon  in  der  ersten  Hypothese  .das  Ziel  erreicht  wird ;  in  dem 
folgenden  Beispiele  soll  jedoch  von  diesen  Bemerkungen  kein  Gebrauch  gemacht 
werden. 

Die  Vorbereitungsrechnungen   und  die  Auflösung   der  Gleichung  durch  Ver- 
suche kann  ganz  nach  den  Formeln  des  Anhanges  HI.  1}  —  9)  durchgeführt  werden, 
und  da  das  oben  mitgetheilte  Eudora- Beispiel  die  Anlage  der  Rechnung  in  ausführ- 
licher Weise  zeigt,  so  genügt  es,  hier  nur  die  Hauptresultate  mitzutheilen : 
Anhang  III.  ii  : 

if  =  +  0-043  63288,     logJf=  8639  8139; 


DigitizGdby  G00gk 


der  beträchtliche  Werth  von  A"  lässt  eine  gnte  Bahnbestimmung  erwarten. 

Anhang  III.  2) : 

tf),  =    670  22'  5o"34  ,  »/>„  =  56°  27'    7"88 

P,  =  181      4   31-92  ,  Pm=    9    11    15-23 

#=  +  0-387  4081  ,  JV„  =  4- »559  9304 

log/),  =  9-968  3909  ,     log  #„,  =  9-926  5640. 

Hierbei  sind  die  Bogen  P,  und  P„,  mit  angeführt,  weil  von  denselben  in  der  Folge 
Gebrauch  gemacht  wird. 
Anhang  III.  3) : 


0,~  3320  10'  46"7i 

G„,  =  2bf<,?  i"5i 

log/ =  8-6168751 

.     '"!?/»  =  9'i57  7299- 

Anhang  III.  4) : 

lo$A,=  8-468  7887 

log^,„  =  9-124  4748 

iogi*,=  8-609  8367 

log  B,„  =  8708  2391 

logC,  =  8-371  9312 

log  Cm=  8,911  7614. 

Anhang  III.  5): 

log;i,"='iB309  3519 

,       \ogit',„  =  9-910  8533 

log^,'"=  9,910  8533 

,      log/t"m  =  1*291  6464 

{/},=  +  2-786  2175 

{/},„  = +  2-712  9535 

log//,  =  1,5990237 

,      log//,„  =  1,624  5637 

log///,  =  1^478  4279 

,     log///,„=  1-9069287. 

Da  keine  Näherungen  als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  so  sind  die  y-Symbole  in 
der  ersten  Hypothese  der  Null  gleich  zu  setzen:  die  Auflösung  der  Gleichungen 
nach  Anhang  III.  6),  7),  8)   und  g)  gibt: 

logr,  =  0428  1340     ,     log1*  =  7-845  0376 
logr,„  =  0-406  1699     ,     logy  es  8„402  8065  ;  < 

Gauss  findet  in  seinen  drei  Hypothesen  der  Reihe  nach: 

1.  Hypothese  1.   Hypothese  ].  Hypothese 

logr,    0-432  3934         0429  1773         O-428  4841 
logr,„    0-409  4712        0-407  1975        0-406  4697, 

während  die  wahren  Werthe   für   die  Radienvectoren .    wie  dies  die   spätere  Rech- 

"■"*  zeiSt:  logr,  =  0.4,8,787 

logr„,  =  0-406  2009. 

sind,  so  dass  die  Fehler  der  Gauss'schen  dritten  Hypothese  in  den  Logarithmen 
der  Radienvectoren  —  2054  und  —  2688  Einheiten  der  siebenten  Decimale  betra- 
gen, während  die  analogen  Fehler  der  ersten  Hypothese  nach  der  hier  in  Anwen- 
dung gezogenen  Methode  sich  nur  auf  +  1447  und  +  310  belaufen,  also  wesent- 
lich genaueren  Werthcn  entsprechen;  die  Gauss'sche  erste  Hypothese  gibt  gar 
die  Fehler  —  41 1 47  und  —  32703.     Man  hat  nun  die  nach  den  Formeln  des  An- 
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haiiges  geführte  Rechnung  abzubrechen  und  mit  der  Durchrechnung  der  Ausdrücke 
31)  —  38)   (pag.  376  u.  ff.)  zu  heginnen,  um  Xäherungswerthe  für  die  in  der  ersten 
Hypothese   der  Null  gleichgesetzten  Werthe   von   V,  und  r„,  zu  erhalten;  die  dies- 
bezüglichen Operationen  sind  hier  ausführlich  angesetzt: 
Formel  31)  (pag.  376): 


L L. 

259°   3'  54"7" 

wsin  W 

9-885  4581 

HL £,) 

■29   31   57-35 

9-886  9366 

i(P.  +  P) 

95     7   53-57 

w  cos  W 

9-802  7209 

\{P.-Pi 

—    »5    56  38-35 

W 

50°  25'  29"9I 

»ini(P,  +  P) 

9998  2558 

W 

—  11    29  29-20 

sini(£ £.) 

9887  2023 

logic 

9998  5215 

cobI  [P,  +  P.) 

8«95>  5449 

hainH 

8.838  7472 

«i»l  (P„  —  P) 

9»998  9io9 

9,922  9486 

cas\(Lm  —  L,) 

9n803  8100 

hcosH 

8„653  4240 

eaai(P„  —  P,) 

8-849  6140 

H 

2360  52'  t  i"o 

*(*.  +  <« 

6l°54'  59"l' 

IT 

231    24   19-8* 

t  (*--*] 

—    5    27   51-23 

log* 

8915  7986. 

Die  so  ermittelten  Zahlen  sind  als  unabhängig  von   irgend  welchen  hypothetischen 
Annahmen  den  vorbereitenden  Rechnungen  anzuschliessen  und  können  in  der  zwei- 
ten  und   den   folgenden  Hypothesen   unverändert   in  Anwendung  gezogen  werden. 
Mit  den  oben  erhaltenen  Werthen  von  logr,  und  logr,„  findet  sich  nach: 
Formel  32)   (pag.  376): 
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70   38  39-48 

/,' 

7831  5972 

11«,  +  «,.) 

70    10   19-04 
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58   40  49-84 
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0006  5696 

jä"  +  K9,-»„) 

23°   55   59-40 

Bin/»1 

9-435  3014 

co»{W"  +  KD,  +  »»]) 

9-715  8444 

sin/, 

9-717  6507 

«in{£"  +  4(«. -«,.)! 

9»890  0919 

/■ 

31»  27'  53"66 
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9-431  6888 
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Formel   33)  und   34)   (pag.  376,  377)   (y,"  und  y,„"  sind   in  dieser   ersten  Hypothese 
der  Null  gleich  zu  setzen} : 

log(— 4T,T,„^y)     9-3886148  log(4r,*„,^y)     VJ15  1694 

Subt.     0-005  244° 
log*"     in3<>4  1079 
log{i  :  (1  +  >P:'x))    0065  9948  log{i  :  (1 

log»     9-75'  4845 

sin  2/,    99496094 


Add. 

0  005  7337 

logf,„" 

i„297  3801 

4-  *„"*)} 

0-064  9005 

log»,, 
cos  2/,, 

9776  9448 
9-658  0893 

au* 

■  ;,i  :izccl  "y 

Google 


r,„n„ 

0183  1147 

r,n 

0-1796185 

„»„C0S2/B 

9-841  2040 

r,ttcoB2f„ 

9-837  7078 

r,n 

0-179  6185 

r„,n„ 

0-183  "47 

Add. 

0-163  9838 

Add. 

0-161  7970 

r„sm2f,„ 

0132  7241 

r„sin  2/, 

0-1292279 

9-930  2722 

993"  5816 

r„o»2/„ 

0-343  6023 

r,.VOB2f, 

0.344  91 17 

2/„ 

3i°36'2i"74 

*/. 

31°  19'  25*57 

r* 

0413  3301 

r„ 

0-413  3301. 

Probe: 

2f>  +  zf-  =  °2°  55'  47~3'- 
Formel  35)   (pag.  377): 

Bei  der  Grösse  der  heliocen  Irischen  Bewegung  werden  die  g-\Verthe,  welche 
man  in  der  ersten  Näherung  mit  dem  Argumente  w  =  sin  \f*  entlehnen  kann, 
einer  Verbesserung  bedürftig  sein ;  die  zu  diesem  Zwecke  —  von  der  Zeile  :  J  +  /  +  § 
angefangen  —  erforderliehen  kleinen  Operationen  sind  auf  einem  Nebenblatt 
ausgeführt  und  die    so  erhaltenen  Werthe  von  £  in  die  untenstehende  Rechnung 
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'  j  + ;  +  0.852  63m        + 
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Formel  36)  (png.  377) : 
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»•597  8303 

log  (//„+/*„) 

»•624  4758- 

Die  Gleichungen   38)    (pag.  377)  werden 

nun   nach  den  bekannten  Metboden  |An- 

hang  III.   6),    7),    8)  und 

9)]  aufgelöst, 

nur  treten  überall  statt  //,  und  Il,„  die 

Werthe  II,  +  T,  und  />„ 

4-  r„  ein ;  die 

Auflösung  der 

Gleichungen  ergibt: 

logr 

=  0-428  2794 

log*  =  7-84 

7732 

logr, 

=  0-406  1976 

logy  =  8„4Q5  1266. 
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Die  Fehler  in  den  Logarithmen  von  r,  und  r,„  gegen  die  genauen  Werthe  betragen 
beziehungsweise  nur  —  7  und  +  33  Einheiten  der  siebenten  Decimale,  somit  gibt 
selbst  in  diesem  extremen  Falle  bereits  die  zweite  Hypothese  eine  lux  die  prak- 
tischen Bedürfnisse  völlig  ausreichende  Annäherung ;  um  aber  Nichts  an  der  Voll- 
ständigkeit dieses  Beispieles  zu  verabsäumen,  soll  nun  auf  diese  Zahlen  noch  eine 
dritte  Hypothese  aufgebaut  werden ;  die  vorstehenden  Zeilen  enthalten  die  Anlage 
der  Rechnung  in  ausführlicher  Form,  weshalb  hier  nur  die  Hauptmomente  derselben 
mitgetheilt  werden. 


Nach 

32)   (pag. 

37«): 

$,  =  69°  42'  24".  4 
0m  ~  70   38  44-09 

/.  =  >' 
2/.  =  62 

1 27'  38"78 

55   "7-50- 

Nach 

33)  UIul 

4)   (pag-  376,  377); 

log«  =  9-751  2410 
2/"  =  3i°36'i5"2i 
logr,,  =  0-413  2804 

log/»,,  = 

2/  = 

logr„  = 

9-7768771 

310  19'  2-36 
0-413  2804. 

Nach 

35)   (P«g- 

377): 

1„ 

,. 

tu 

l 

logm 

s 

«.OgÄ 

'«gl 

—  o°  7'  o"50              — 
-ho-pi0  289i               + 

8-588  6714 
+  148 

8-657  0071 

0'020  3642 

o°  21'  5o"91 
0086  3575 
9-353  0754 
+  2532 
9-389  3140 
0086  1 166 

—  o°  14'  5o"44 

+  00197157 

8-609  57°8 

+  171 
8.678  5941 

0-02I    2854 

1—  ■ 

+  0-048  0071,9               + 

0-219  3I°9. 

•+-  0-050  2324,1 

Nach 

36)  (pag. 

377): 

y"  =  +  0-054  994 
•/"'  =  -f-  0-004  0078 

r„"  =  + 
r~'  —  — 

0-008  979 
0-003  3646. 

Nach 

37)  (P»g. 

377): 

log'',  —  9-034  '77 
Subt.  =  o-ooi  1845 

iogr„,  =  8-030  909 

Subt.  =  0-000  1 107 

log! 

U,  +  r,J  =  1,597  8392 

bg(//„, +  r,„|  =  1.6244530. 

Die  erneute  Auflösung  der  Gleichungen  [vergl.  Anhang  III.  6),  7),  8}  und  9})  gibt 

log*  =       7-844  7697  logy  =       8,405  0546 

g,  —  N,  =  +  2-514  4839  p„  —  &.  =  +  2.404  0135 

logr,  =       0-428  2787  logVM  =       0*406  2008, 

womit  die  Hypothesen  beendet  erscheinen  und  sich  für  p,  und  p„,  die  Werthe : 
^,  =  +  2-901  8920         logg-  =  0462  6812 
<}m  =  +  2  963  9439        logpw  a=  o-47>  8700 
ergeben,   aus  denen  die  Elemente  nach  den  Formeln  des  Anhanges  III.   11   ff.   ab- 
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geleitet  werden ;    um   aber  eine  Controle   für  die  Werthe  u,  und  u,„  zu    erhalten, 
wird  nach  32)    (pag.   376}   ermittelt: 

6,  =  690  42'  24"o2  /,  =  310  27'  38"58 

ö,„  =  70   38  44.63         2/,  =  62    55   17-16. 
Die  Hauptmomente  der  Rechnung  gestalten  sich  weiter,  wie  folgt: 


Anhang  III. 

*.=  75°i4'3i"i5 

k  =  i37°36'37"2 

logtgÄ,  =  8„273  1939 

logtg£,„  ™  9-195  0168 

Anhang  III. 
Anhang  III. 

logr,  =  0-428  2787 

£3  =    8o°  58'  49"o4 
13): 

M<  =  354°  9'  44"i° 

logr,,,  =  0-406  2009. 

*'  =  io°  37'  32w97- 
«™  —  57°  5'  i"30 

K,„  —  «,  =  /,=     62°  55'   17"20. 

Zur  theil  weisen  lterückaichtigung  des  olien  um  o"o4  kleiner  gefundenen  Wertlies 
für  /„  wird  für  die  Folge  angenommen : 

"-  =  354°  9'  44"i7  w.»  =  57°  5'  '"35- 
Anhang  III.   15): 

2w„  =  —  o°43'4i"36  logÄ„  =  9.389  3097, 

log/,,  =       8-936  2979  log^«1  =  0-172  2319 
logm„=       9353  0709  ±g„  =  140  48'  l6"37 

!„  =  +  0.000  2532  £/,  =  15   43  49"29- 

Anhang  III.   16) :     . 

F„  =  320"  35'    i"36  v,  =  2890    7'  22"77 

G»=323      3     7-74         w„,  =  352      2   3995 

9  =      4    37   57-48         E,  =  293    26   35-00 

logy*  =  9-706  4086  Em  =  352    39  4048. 

Anhang  III.  17)  und  18): 

log^>  =  0439  6204  fi  aus  M,„  —  M ,  =  769*68450 

log/i  aus  logp  =  2-886  3126  togfci  *"S  Äh  —  Mi.  =  2-886  3127 

J<;  =  2970  41'  I9"i9  logfl  =  0-442  4626 

M„  =  353    15     847  n  =  146°  1'  io"44- 

Da  der  für  fi  aus  M„,  —  M,  reBultirende  Werth  den  Vorzug  grösserer  Genauigkeit 
für  sich  in  Anspruch  nimmt,  so  wird  in  der  weiteren  Rechnung  die  aus  dem- 
selben sich  ergebende  Zahl  verwendet.  Die  erhaltenen  Ceres-Elemente  zusammen- 
'  „«teilt  rind:  &CeteB 

Epoche  1805  Sept.  5,51336  mittl.  Pariser  Zeit 
M  ■-=  *97°4i'  i9"i9 
iz  =  146     1    10-44  ) 

q  =     80  58  4904  >  mittl.  Aquin.  18060. 
<  =     10  37  32-97  ) 
9  =       4  37   5748 
<{  =  769"68450 
logn  =  0442  4626. 
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Rechnet  man  nun  die  Darstellung  des  mittleren  Ortes,  so  findet  sich  (Anbang  III  19): 
M„  =  3260  19'  io"53,  v„  =  3200  43'  37^3 

-E„  =  323   34   17-94,         logr„  =  0413  2814, 

und  daraus: 

l„  =  990  49'  5"go,  fi„  =  +  70  16'  36*78 

(Beob.-Rechng.)        dK  =  —  0*03  dßn  s=  -+-  o"o2, 

so  dass  eine  völlig  innerhalb  der  UnBicherheit  siebenstelliger  Rechnung  liegende 
Darstellung  des  mittleren  Ortes  nach  der  dritten  Hypothese  bei  diesem  extremen 
Heispiele  erreicht  ist. 

Um  endlich  jenen  Rechnungsvorgang  zu  erläutern,  der  einzuhalten  ist,  wenn 
vor  Beginn  der  Rechnung  genäherte  Elemente  zur  Verfügung  stehen,  und  gleich- 
zeitig ein  Beispiel  der  für  eine  Kometenbahnbestimmung  oben  (pag.  379  ff.)  als  ge- 
boten bezeichneten  Modificationen  der  Methode  vorzuführen,  soll  die  Bestimmung 
der  Bahn  des  Kometen  I.  1866  ohne  bestimmte  Voraussetzung  über  die  Excentricität 
auf  den  folgenden  Grundlagen  vorgenommen  werden : 

mittl.  Berliner  Zeit  X  ß  L  log  S 

1865  Dec.  22-5       160  44'  31'n     -+-  6i°  54'  3o"4     271°  12'  ig"8     9-992  754 

„      27.0        o   56   10-2     +  29    13    19-5     275   47   299     9-992  671 

1866  Jan.      4-0     356    26    132     +    9   24  44-0     283    56  38-0     9-992  653. 

Diese  Cooidinaten  beziehen  sich  auf  das  mittlere  Äquinoctium  des  tropischen  Jahres- 
anfanges 1866:  die  Orte  des  Kometen  sind  geocentriache  und  für  Planetenaberration 
corrigirt.  Genäherte  parabolische  Elemente,  die  aus  anderweitigen,  wenige  -Tage 
umfassenden  Beobachtungen  abgeleitet  sind,  ergeben : 

für  die  Perihelzeit:   1866  Januar  94978  mittl.  Berliner  Zeit, 
,,    den  Logarithmus  der  Periheldistanz :  .9-991  974. 
Diese  Angaben  entfernen   sich   ziemlich  weit  von  den  wahren  Werthen,   sind   aber 
absichtlich  gewählt,  um  die  hohe  Convergenz  der  in  Vorschlag  gebrachten  Methode 
selbst  für  jene  Fälle  zu  erweisen,  in  denen  vor  Beginn  der  Rechnung  nur  ganz  rohe 
Näherungen  bekannt  sind. 

Zunächst  wird  nach  der  Formel  Anhang  III.  1)  der  Werth  von  K  gefunden: 
K  =  —  o-ooo  8 1 10,  log  K  =  6nqocj  02 1 ; 
trotz  der  starken  geocentrischen  Bewegung  liegen,  wie  dies  die  ausserordentliche 
Kleinheit  von  K  erweist,  die  drei  beobachteten  Orte  des  Kometen  sehr  nahe  in 
einem  grössten  Kreise.-  weshalb  eine  Bahnbestimmung  unthunlich  sein  würde,  wenn 
dieser  grösste  Kreis  nahe  an  dem  mittleren  Sonnenorte  vorbeiginge;  allein  die 
Ansicht  der  zur  Grundlage  der  Rechnung  genommenen  Werthe  zeigt,  dass  der 
mittlere  Sonnenort  nahe  dem  Pole  dieses  grössten  Kreises  zu  liegen  kommt,  eine 
Bestimmung  der  Radienvectoren  (vergl.  pag.  369)  also  mit  Sicherheit  möglich  ist, 
und  dass  r  nahezu  gleich  R  i vergl.  pag.  366)  sein  muss.    Es  ist  aber  oben  (pag.  369 
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bereits  darauf  hingewiesen  worden,  dass  dieser  Umstand  allein  eine  Bahnbestim- 
mung  nicht  mit  Sicherheit  ermöglicht  und  eine  solche  erst  durchführbar  ist,  wenn 
in  dem  ebenen  Dreiecke:  Erde  —  Komet  —  Sonne,  der  Winkel  z  am  Kometen  nicht 
nahe  qo°  ist,  also  :  _ 

sin«  :=  sini/j„  Sa, 

nicht  nahezu  der  Einheit  gleich  wird.  Da  nun  im  vorliegenden  Falle  die  parabolische 
Hypothese  log  r„  =  0-0040  gibt,  weiter  nach  der  obigen  Angabe  log  Ä,  =  9-9927 
und  der  scheinbare  Abstand  des  Kometen  von  der  Sonne  zur  Zeit  der  zweiten 
Beobachtung  i/»„=  85°46',   also: 

logsinz=  99875, 

ist,  so  kann  eine  völlig  sichere  Hahnbestimmung  nicht  erwartet  werden.  In  der 
That  bestätigen  die  folgenden  Rechnungen ,  dass  verhältnismässig  sehr  differente 
Elemente  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  den  Beobachtungen  geniigen 
werden.  Den  Beobachtungen  können  nun  Fehler  anhaften,  die  im  Verhältnisse  zur 
Sicherheit  der  Rechnung  gross  sind,  weshalb  den  Resultaten  der  Bahnbestimmung 
in  solchen  Fällen  kein  volles  Vertrauen  entgegengebracht  werden  darf;  da  aber  bei 
Kometen  sich  sehr  häufig  ähnliche  Umstände  zeigen  werden,  so  dürfte  für  dieselben 
sich  stete  die  Bahnbestimmung  aus  vier  Orten  empfehlen ,  deren  Methode  in  der 
folgenden  Abtheilung  auseinandergesetzt  wird. 

Nach  den  Formeln  31)  (pag.  360)  wurde: 

V,  =        97°  14'«"*     .  V»=  72°,44'  io"5 

P,  =       62    47     6-5     .  ?»=    9   5'   382 

N,  =  —  0-124  041        ,  JV„s=  + 0-291  792 

log/),  =  9-989272  >       \ügDM  =  9-972632, 

und  da  trotz  der  ausreichend  genauen  Resultate  der  ersten  Hypothese  die  Absicht 
vorlag,  zwei  Hypothesen  zu  rechnen,  so  wurden  nach  31)  (pag.  376)  die  folgenden 
Werthe  abgeleitet: 

log»1  =  9-301  986     ,     logA1  =       9-902  850 
W  =  86°34'8"7     ,         S1  =  —  6°  31'  5*3. 
Nach  8a]  und  9a)  (pag.  354)  fand  sich : 

G,=  i85°27'9"7 
!»«/  =  9-530  870        ,     logÄ,  —  9„5i5  123 
logA,  =  9-520  685        ,     logC,  =  9-498  147. 
Die  Lage  des  durch  den   mittleren  Ort  zu  legenden   grossten  Kreises  wurde   nach 
1 2a}  (pag.  285}  bestimmt ;   es  ergaben  sich  die  Werthe : 
Km  —  K  =  —  73098"4 
ß,  —  #„  =  +  188986-4 

JI  =       236»  16'  26"6 
logtg/  =       9-832  565, 

OppeWt»,    BiiniMtinmwgeu.   I.    5.  Anfluge.  51 
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und  damit  nach  4)   (pag.  275). 

log  (0,  sin  /)  = 

log(—  &,8mV)  = 

log(Cv„sin/)   = 

9-500  618       , 

9»546  358       ,     logcf,  =  9-748910 

9.61 1  475       ,     logcf„=  9.537  117, 

endlich  nach  6)   (pag.  380}  die 

von  den  Zwischenzeiten  abhängigen  Grösse 

logr,  =  9-138671     ,     /*,' 
log.r»=  9332  491     .     (>>' 
]ogi„,=  8888  794     ,     (i„ 

=  —  0036  3971     ,     log^i,"   =  8„56i  067 
=  -4-0-017  2615     ,     log/',"'  =  8-237079 
=  —0-0172615     ,     log^,„'  =  8n237  079 
'  =  —  0-053  6587     .     log/'-»"  =  8„729  640 

Um  nun  in  den  Ausdrucken  7)  (pag.  380)  die  in  den  Grössen  T,  A  und  -  auf- 
tretenden /-Symbole,  soweit  als  tlranlich,  genähert  bestimmen  zu  können,  wurde 
zunächst  mit  Hilfe  der  oben .  mitgetheiltcn  parabolischen  Elemente  in  bekannter 
Weise  ermittelt: 

<oi  =  —  24°58'  25*1  ,  log  r,  =  0-012  766 
p„  =  —  18  59  18-5  ,  log  r„  =  0-003  954 
»m=  —    7  51   >4'°      .       log  rm=  9-994  015; 

die  Berechnung  der  Grössen  (ij —  i)  nach  10)   (pag.  381}  gestaltet  sich,   wie  folgt: 


n> 

V" 

"?« 

2T 

9-439  701 

9 

033  521 

9-189  824 

r 

0-003  954 

0 

012  766 

0-012  766 

r' 

9-994  015 

9 

994015 

0-003  954 

Add. 

0306  028 

0 

310507 

0.305  458 

r  -f-  r' 

0-300  043 

0 

304  522 

0-309  412 

Vr+7 

0-150  021 

0 

152  261 

0-154  7o6 

(r  +  r')3f 

0-450  064 

0 

456  783 

0464  118 

log  W 

8-989  637 

9 

176  738 

8-725  706 

[n]  +  0-097  °42 

+  0 

150223 

+  0-053  175 

(nach  Tafel  VII)  /< 

o-ooo  173 

O 

000  411 

o-ooo  051 

siny 

8-989  810 

9 

177  149 

8-725  757 

siny2 

7-979  620 

8 

354  298 

7-451  5'4 

3coay 

0-475  039 

0 

472  155 

0-476  506 

sin  y1 :  3  cos  y 

7.504  581 

7 

882  143 

6-975  008 

cos  J  y1 

v  —  1    ^ 

9-998  960 
-  0-003  2034 

9 
+  0 

997  525 
007  66687 

9999  692 
+  O-OOO  044 

Wären  für  einen  vorgelegten  Fall  Näherungen  bekannt,  die  nicht  auf  die  parabo- 
lische Hahn  gegründet  sind,  so  miisste  man  sich  zur  Ermittlung  der  Grössen  (17  —  il 
der  Formeln  35)   (pag.  377)  bedienen. 
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Nach  36}   (pag.  377)  fand  sich ,   indem   für  2  und  y  die  für  die  Parabel  ge- 
fundenen Werthe  von  r,  und  r,„  zur  Rechnung  benutzt  wurden: 


logz     = 

9-086  434       , 

log 

;y    = 

8„334  U6 

r,"  -=  — 

o-ooo  4922     , 

r>»  =  - 

-  o-ooo  2707 

r.~=  + 

o-ooo  3123     , 

r,."  =  - 

-  o-ooo  6809 

und  somit  nach  7)   (pag. 

38o): 

A,:K 

—  408.944 

log  (4  »in 

*...':  <f.) 

8-842  003 

B.t,:  Kt, 

+  630  844 

log. 

—  48in/o,,T.T„,:  ff„t 

8,638  766 

C,t„:  Kr, 

—  218398 

Subt. 

9-778  197 

I 

+  3-502 

log  VI 

8-416  963 

log(£,T„p":  XV.) 

.,,360  989 

f.:  f. 

o-2ii  793 

log(C,T,„u,'":  Ar.) 

0,576  328 

log  VII 

0-461  670 

Add. 

o-o66  022 

log  VIII 

8,698  749 

log« 

1*427  01 1 

log/X 

9-091  195 

—  ^B,t,tm:  K 

1,235627 

log(Ä 

i„y":  Kt,) 

9„492  064 

—  4(7,1».':  K 

0-968  774 

log(Ci 

:„r,~:  Kr,) 

8,833821 

Subt. 

9-928  724 

Add. 

0-086  240 

log  /// 

0^,897  498 

logT 

9,578  304 

HxnJQ.r, :  ^,WT,„ 

+  1-634474 

log(sinJb,i, 

;„■:  (f-»„,) 

6,645  866 

-sin»^)..!.:^»,»., 

—  2-837  513 

log(- 

-äjiJQ,,z„y„;':  tfmT„) 

7-286  021 

sin/©..,:  (^5',„ 

-+-  1-186  746 

Subt. 

9-887  051 

/r 

—  0-016  293 

log  A 

7-173072 

log  (sin  Jiz>,T, *(„,':  <fmzm 

)       8,450457 

log  2 

6,894  158. 

log{—  ein  JuVT„u„,":  (fmrn, 

)      9.182578 

Add. 

9.910  997 

logF' 

9-Q93  575 

Für  die  Auflösung  der  Gleichungen  durch  Versuche  erschien  es  bequemer,  die  Gros- 
sen r,    A  und  2  mit  den  Werthen  II.    V  und  VIII  zu  vereinigen,  wodurch  man 

erhielt :  .      .  TT  ,     _, , 

log(/J4-  J*)  =  i„433  121 

\o%[V  +A)  =  9-098759 

log[r///+  2)  =  8..705  507. 

Es  konnte  nun  an  die  Auflösung  der  Gleichungen  5)  (pag.  380)  durch  Versuche  ge- 
schritten werden,  für  welche  meist  mit  Vortheil  x  und  y  als  Unbekannte  gewählt 
werden  können ,  doch  wird  für  Kometen  häufig  eine  abgeänderte  Wahl  der  Unbe- 
kannten erwünscht  sein,  auf  welche  Abänderung  weiter  unten  (pag.  406  ff.)  aufmerk- 
sam gemacht  werden  wird.  Die  zur  Auflösung  erforderlichen  Rechnungen  sind  auf 
pag.  405  und  406  ausführlich  mitgetheilt,  die  erläuternden  Bemerkungen  jedoch  mögen 
hier  vorangehen.  Für  y  wurde  im  ersten  Versuche  jener  Werth  genommen,  der  sich 
aus  den  parabolischen  Elementen  ergab,  x  aber,  um  nicht  ein  allzu  fehlerhaftes  q,  zu 
erhalten,  so  gewählt,  dass  sich  daraus  nahezu  der  aus  den  parabolischen  Elementen 
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folgende  Werth  von  q,  fand.  Demnach  wurde  für  den  ersten  Versuch  i 
log  xa  =  9088  100,  log  yQ  =  8n334  136,  aus  5)  (pag.  380)  in  Verbindung  mit  den 
oben  ermittelten  Grössen  $,  und  p,„  bestimmt  und  aus  diesen  nach  8)  (pag.  380)  r, 
und  r,„  abgeleitet,  welche  letzteren  Werthe  mit  Benützung  der  ersten  beiden  Glei- 
chungen in  7)  (pag.  380)  für  x  und  y  die  Endwerthe  xe  und  ye  finden  Hessen ,  die, 
weil  xa  und  ya  nicht  die  wahren  Werthe  von  x  und  y  darstellen,  die  Unterschiede : 

log  ^e — log  %a  ==  ~t~  o-ooi   121 
logye— logya=  +0021  218, 

zeigten.  Zur  Beseitigung  dieser  Differenzen  wurde  zunächst  log  xa  um  600  Einheiten 
der  sechsten  Decimale  vermehrt,  während  ye  ungeändert  belassen  wurde ;  die  Durch- 
führung der  Rechnung  ergab: 

für  d  log  xa  =  4-  0000  600 

log  xe —  log  xa  =  -f-  0003  932 

>°g  ?«—  ]og  ya  =  +  o-044  493  ■ 

Hierauf  wurde  log  ya  um  ■-(-  0.02  vermehrt,  während  log  xa  sowie  im  ersten  Versuche 

angenommen  wurde;    es  fand  sich: 

für  J  log  ya  =  +  0020  000 
log  xg —  log  *0=4-  o-ooo  377 
!°g  y„—  log  ya  =  —  0004  113. 

Bezeichnet  man  mit  (|)  und  \rj)  die  erforderlichen ,  als  linear  vorausgesetzten  Ände- 
rungen, die  man  an  die  Ausgangswerthe  in  Einheiten  der  gewählten  Änderungen 
anzubringen  hat,  so  bestehen  offenbar  die  Gleichungen: 

4-  o-ooi  121  =  —  0-002  811  (!)  4-  o-ooo  744  (ij) 
4-  0-021  218  =  —  0-023  275  (!)  4-  0-025  33'  in) . 
deren  Auflösung  finden  läset : 

kg  (!)  =  9n3092     .     d  kg  xa  =  —  o-ooo  140 
log  (v)  =  9-7942     ,     J  log  ya  =  '4-  0-012  451. 

Es  war  somit  für  den  vierten  Versuch  anzunehmen: 

log  xa  =  9087  960     ,     log  ya  =  8n346  587  ; 

welche  Werthe  aber,  da  die  erforderlichen  Änderungen  gross  sind,  demnach  die 
Voraussetzung  einer  linearen  Änderung  ziemlich  fehlerhaft  erscheint,  nicht  völlig 
zutreffend  befunden  wurden ;    der  vierte  Versuch  ergab : 

log  xe  —  log  xa  =  —  o-oob  01 4 

l°gy« — l°gyo=  —0-000386, 
weshalb  nochmals  die  Gleichungen : 

—  o-ooo  014  =  —  0-002  811  (!)  4-  o-ooo  744  (») 

—  o-ooo  386  =  —  0-023  275  (!)  4-  0-025  331  (?) . 
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aufgelöst  und  hierbei  die  rechten  Theile  unverändert  den  Resultaten  der  drei  ersten 
Versuche  entlehnt  wurden.  Hatte  man  sehr  fehlerhafte  Anfangeannahmen  gemacht, 
so  könnte  es  wohl  unter  Umständen  geboten  sein,  sich  die  diesbezüglichen  Coeffi- 
cienten  durch  willkürliche  Variation  der  Annahmen  des  vierten  Versuches-  von 
neuem  zu  verschaffen ;  für  den  vorliegenden  Fall  genügte  es  jedoch,  die  oben  ermit- 
telten, empirisch  bestimmten  Differentialquotienten  zu  benutzen ;  die  Correctionen, 
die  man  an  log£a  und  logy„  des  vierten  Versuches  anzubringen  hatte,  waren: 

*^log*0  =  -f-  o-ooo  001 

J\ogya  =  —  o-ooo  282  : 

die  Werthe  für  den  fünften  Versuch  sind  somit: 

logxQ  =  9^087  961 

logy*  =  8*346  305 ; 
bei  diesen  Annahmen  traten : 

log  x,  —  log«a  =  +■  0000  003 

logy«  —  kg?«  =  +  ooo°  °3°> 

als  Fehler  auf,  die  innerhalb  der  Genauigkeitegrenzen  der  logarithmischen  Rech- 
nung liegen. 

Nach  diesen  Erläuterungen  wird  das  folgende  Rechnungsschema,  in  welchem, 
um  Raum  zu  sparen ,  die  Rechnungen  für  die  fünf  Versuche  neben  einander  ge- 
stellt worden  sind,  leicht  verständlich  sein. 

Versuch  t.  *.  ].  4.  j. 

logx0      9-088 100    9-088  700    9-088 100    9-087  960    9-087  961 

logy*      8«334i3°    8.v344i3°    8*354»3°     8,346587    8,346305 

///y,      9-231634     9-231634     9-251634     9-244085     9243803 

Subt.      9-997260    9-997260    9-997 131     9-997180     9-997 182 

{H+r)-\-IIIya      1*430381     i»43038i     i„43°252     1  »43030»     i»430303 

{{II+r)+IIIy)xa  —3-299750— 3.304314— 3. 298769-3-298077-3-298  too 

p,  +0-202250 +0-197  686 +0-203  231  +0-203923+0-203900 

Vfy*      6»75»°99     6,751099     6,771099     6,763550    6,763268 

Suht.       9-998045     9'998o45     9997953     9-997988     9"997989 

( y^-A\-k-Vlya      9-096804    9-096804    909671 2     9-096 747    9-096 748 

{\V-\-A)-\-VIy}za  +0-015307  +0-015329+0-015304 +0-015301  +0-015301 

IV+{{V+ji)-\-VIy}xa  — 0000986—0000964— 0000  989 —0-000992 —0-000992 

IXya      7*42533'     7*42533»     7*44533'     7«437782     7*437 5°o 

Add.      0-022205    0-022205    0-023  224 

^  [VIII+2)+IXVa      8,7277"    8„7277i2     8,72873» 

UriII+2)+IXy)xa      7*815812  '7«8»64»2     7*816831 

Subt.      9'999|oi8    9-999016    9-999015 

Vll+HVin+Si+IX^      0460688    0-460686    0-460685 

log?.       9305889     9'295  976     9'307990 


0-022835 

0022  820 

8,728342 

8*728327 

7,816302 

7,816288 

9999016' 

\  9-999016 

0-460686 

0-460686 

9-309466 

9309417 

DigitizGd  by  Kj OOQ  IC 


i;fV/+((F///+2)+/Jfy0}*0]e,+o-58422»  +0-571034 +0-587050 +0-589050 +0-588983 
?»  +0583  235  +0-570070 +0-586061  +0-588058 +0-587991 


f,-Ä 

9-513605 

9507488 

9514909 

9-515826 

9-515795 

frr-Ä 

9464553 

9-444479 

9.468  744 

9-471682 

9-47«  583 

tg«, 

9524333 

9-518216 

9-525  637 

9-526554 

9.526523 

tg8m 

9-491921 

9-47"847 

9-496 112 

9-499050 

9.498951 

C08Ö, 

9-976976 

9-977583 

9.976844 

9.976751 

9-976  754 

COS  6\„ 

9-980026 

9981717 

9979654 

9-979  39° 

9-979  399 

log  r, 

0-012  296 

0-011689 

0-012428 

0-012521 

0-012518 

log  r,„ 

9-992  606 

9-990915 

9992978 

9993  242 

9-993  233 

Subt. 

8-666341 

8690 170 

8660886 

8656977 

8-657114 

Add. 

0-310987 

0311  541 

0310863 

0-310776 

0-310779 

r„  —  r. 

8,658947 

8,681085 

»«653864 

8,650  2 1 9 

»»650 347 

r,„+  r. 

0-303  593 

0-302456 

0-303841 

0-304018 

0-304012 

i°gy« 

»«355354 

8,378629 

8,350023 

8,346  201 

8«346335 

log*« 

9-089221 

9-092632 

9-088477 

9-087946 

9-087964 

log*,— log  *„ 

+O-O0I  121  +0-003  932  +0-000377— 0-O0OO14 +0-0OO003 

l°g  y«—  log  Va 

+0-02I  218+OO44493 — OOO4  113- 

-o-ooo  386  +0-000030 

Es  ist  oben  erwähnt  worden ,  dass  bisweilen  mit  Vortheil  eine  abgeänderte  Wahl 
der  Unbekannten  in  Anwendung  gezogen  werden  kann,  um  die  Rechnung  etwas 
bequemer  zu  gestalten ;  diese  veränderte  Methode  soll  hier  auseinandergesetzt  wer- 
den. Wählt  man  nämlich  als  Unbekannte  ?,  und  log  ya,  wobei  die  ersten  Annahmen 
über  diese  Unbekannten  den  parabolischen  Elementen  entlehnt  werden  können,  so 
hat  man  zunächst  (vergl.  erste  Formel  5)  pag.  380) : 


hW/y.+  r' 

zu  bestimmen,  mit  diesem  Werthe  von  xa  und  den  Anfangsannahmen  über  p,  und  logyQ 
nach  der  zweiten  Formel  in  5)  (pag.  380)  den  Werth  von  („,  dann  aus  9,  und  p™ 
nach  8)  (pag.  380)  die  Werthe  von  r,  und  r,„  zu  ermitteln  und  erhalt  mit  diesen  in 
bekannter  Weise  xt  und  yt,  welche  Grössen  im  Allgemeinen  gegen  xa  und  y„  Unter- 
schiede zeigen  werden ,  so  lange'  nicht  die  wahren  Werthe  für  q,  und  ya  der  Rech- 
nung zu  Grunde  gelegt  wurden ;  variirt  man  nun  einmal  q, ,  das  andremal  ya  ent- 
sprechend, so  wird  man  ganz  ähnlich,  wie  bei  der  voranstehend  auseinanderge- 
setzten Methode  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  erhalten,  die,  so  lange 
die  zulässigen  Grenzen  für  die  lineare  Änderung  nicht  überschritten  werden,  neue 
Näherungen  ergeben ,  welche  zur  weiteren  Verbesserung  der  zuletzt  gemachten  An- 
nahmen verwendet  werden  können. 

Es  soll  die  Anwendung  dieser  Methode  durch  ein  Beispiel  erläutert  und 
die  Auflösung  der  obigen  Gleichungen  nach  derselben  hier  ausfuhrlich  durchgeführt 
werden.    Für  die  drei  ersten  Versuche  wurden  die  Annahmen: 


|o»ya 


+-  0-203  °°° 
8,334  136 


+-  0-204  oo° 
8„334  136 


■+•  0-203  °°° 
•8n344  136, 
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benutzt.,  welche  nach  den  weiter  unten  mitgetheihen  Rechnungen  zut  Bestimmung 
der  Verbesserungen  von  o,  und  log  ya  die  folgenden  Gleichungen  lieferten : 

+  650  =  +    634  [f)  +        64  fo) 
4-  17176  =  4-  5544  (I)  +  10000  (jj)  , 
aus  welchen  folgt: 

log(§)  =  99554       .  dQ>  =  +0-000902 

log (ijl^  0-0854     1  rflogy<i  =  +  0-012 173: 

man  hat  daher  für  den  vierten  Versuch  anzuwenden : 

0,  =  +  0203  902        ,        logya=  8„346  309  . 

Derselbe  lässt  in  der  That,  wie  dies  die  Zahlen  der  folgenden  Rechnungen  zeigen, 
für  x9  und  yt  bereits  Werthe  finden,  die  innerhalb  der  Unsicherheit  der  logarithmi- 
schen Rechnung  mit  xa  und  ya  stimmen ;  wie  man  sieht,  stimmen  die  so  erhaltenen 
Resultate  mit.  jenen  der  früheren  Rechnung  (vergl.  pag.  406)  innerhalb  der  Unsicher- 
heit der  sechsstelligen  Rechnung  und  man  bemerkt,  dass  das  letztere  Verfahren  con- 
vergenter,  so  wie  im  Allgemeinen  auch  etwas  genauer  ist,  so  dass  es  bei  der  that- 
sächlichen  Anwendung  wohl  den  Vorzug  verdient, 

Versuch  1.  2.  3.  4, 

p,  +0-203000  +0-204000  +0203000  +0-203902 
lo?y«  8n334  136  $„334136  8*344  136  8,34630g 
IHjfa       9-231  634       9-23'  034       9-241  634       9-243  807 


Subt. 

9997  260 

9-997  260 

9-997  196 

9-997  182 

<//+/-) +//Iy„ 

i»430  38i 

1,430381 

■»430317 

1.430  303 

<t.-I 

0,518382 

0,518  251 

0,518  382 

0,518  264 

log». 

9.088  001 

9-087  870 

9-088  065 

9.087  961 

'Xy, 

7,425  33' 

7,425  331 

7,435  331 

7,437  504 

Add. 

0022  205 

O-022   205 

0022  709 

0-022  820 

iria+si  +  ixt. 

8.727712 

8,727  712 

8,728  216 

8.728  327 

[{VUl+St+IXy.y. 

7,815713 

7,815  582 

7,816281 

7.816288 

Subt. 

9-999  018 

9-999  018 

9999  016 

9-999  016 

V7/+[(KI//+S)+/Xy.]». 

0-460  668 

0-460  688 

0.460  686 

0-460  686 

log». 

9-307  496 

9309  630 

9307  496 

9309  421 

(r//+[(F///+2j+/Xyslfl!aJff,  +0-586  386  +0589275  +0-586384  +0.588989 

Wfa        °ii75*  °99        6,751  099  6„76i  099       6„7Ö3  272 

Suht.         9-998  045        9-998  045  9-998  000        9-997  989 

[V-\-j4*:  +PY*/0        9-096804        9-096804  9-096759       9-096748 

[\V-irJil-\-Vlya\xa   +0-015  304  +0-015  299  +0-015  305  +0-015  301 

p,„  +0-585  397  +0-588  281  +0-585  396  +0.587  997 

l°g(^  —  Ä)        9-5'i4  602        9-5'5  928  9-514602        9.515798 

l«g<?.«--  -N»)        9-467  763        9-472  008  9.467  762        9-471  592 

*fc          9-525  330        9-526656  9525  330       9-526  526 

tgtf,„         9-495131        9-499  376  9-49513°       9-4989°o 
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C08  6, 

0-976  S75 

9.976  741 

9-976  875 

9-976  754 

cos  tf„, 

9-979  74! 

9'979  36l 

9-979  742 

9-979  398 

r, 

0012  397 

001!  531 

0-012  397 

0-OI2   518 

T:n 

9-992  890 

9-993  27" 

9.992  890 

9-993  234 

Subt. 

8-662  205 

8-656  535 

8.662  205 

8657  091 

Ädd. 

0-310  893 

0-310  767 

0.310893 

0-310  779 

r, —  r. 

8.655  095 

8.649  806 

8.655095 

8.650  32-5 

<:.+  r, 

0-303  783 

0.304  038 

0-303  783 

0-304  013 

'»«y» 

8.351  312 

8.345  768 

8,351  312 

8.346312 

l°g*. 

9-088  651 

9.087  886 

9.088  651 

9-087  961 

log  x„—  log  xa 

+  650 

+  16 

+  586 

0 

l»g  »«—  l»g  Ja 

+  '7  176 

+  11632 

+  7176 

+  3 

Für.  die   Folge   winden   die  nach  der  ersten  Rechnung  erhaltenen  Zahlen  benützt; 

nach  den  Endwerthen  de«  bezüglichen  letzten  Versuches  hat  man  anzunehmen: 
1081=9.087964       ,     log rw=  9993  233 
logy  =  8„346  335        ,  0,  =  i8°34'46"8 

log  r,  =  0-012  518        ,  Ö.»  =  17  30  31-1 

und  es  wird  mit  Benützung  der  Formel  32)  (pag.  376) : 
/„=  8ü25'"4"o- 


Nach  33)  (pag.  376)  findet  man  nun: 

V,"=  —0036  2839 

,'■      V„"= 

—  0-054  680 

nach  34)  (pag.  377): 

log«  =  9-808  114 

log  «„ 

=  9559  "' 

2fm=    5°  53'   '"' 

*/ 

=   io°57'26"9 

log  r„=  0-003  671 

■      logr„ 

=  0-003  °7 ' ; 

der  I'robe  zf„  =2/,+  zfm  wird  vollständig  Genüge  geleistet. 

Die  Anwendung  der  Formeln 

35)  (pag-  377)  giht: 

cu  —  o°io'  \<f-j       - 

-  o°  19'  4*9 

—  o°  8'  45"a 

log  /        7.367  523 

7.746  119 

6-836  174 

logm         7-384  863 

7.767  388 

6  851  935 

£        0-000  000 

0-000  000 

0.000  000 

logA         7.46a  83  t 

7-843  674 

6-930  759 

log  ijs       0-002  787 

0-006  652 

0-000  822 

17  —  I    +0-00321407   +0-00768730  +  0-00094638, 

Diese  Werthe  liefern  nun  mit  Benützung  der  Formeln  36)  (pag.  377}  neue,  wesent- 
lich genauere  Werthe  von  y,    nämlich:  1 
•/,"  =  —  o-ooo  4602     .     y,„'  =  —  o-ooo  2524 
y!"=  +  0-000  2942    ,    yw*=  —  o-ooo  6305, 
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die  sich  übrigens  so  wenig  von  den  oben  {pag.  403)  aus  den  parabolischen  Elementen 
erhaltenen  unterscheiden,  dass  wohl  schon  die  zweite  Hypothese  mit  Sicherheit  als 
Endhypothese  benützt  werden  kann ;  es  stellt  sich ,  wie  dies  nach  Durchführung 
dieser  Hypothese  erhellen  wird,  sogar  die  erste  als  völlig  genügende  Annäherung 
heraus. 

Die  Rechnung  der  drei  letzten  Formeln  in  7)  (pag.  380)  ergibt: 

logT  =  9*549699  ,  log(//  +  r)  =  i„432  734 
log^=  7-138  780  ,  log(K  +  A)  =  9-098  368 
log  2  =  6,863  759       ,       H(Vm+S)  =  8b7o5  053. 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  5}  (pag.  380)  führt  in  Verbindung  mit  den 
Gleichungen  7),  8)  (pag.  380)  und  mit  Benützung  der  oben  empirisch  ermittelten 
Differentialquotienten  leicht  zu  folgenden  Werthen : 

log*  =  9-088  459         ,  fl,  =  i8°32'44"i 

log  y  =  8„349  9i2         ,  #«=  17  24  18-6 

log  r,  =  0-012  431         >       log  (.  ~    9-3o8  039 
log  rm=  9-992  986         ,       log  cw  =     9767  992. 

Aus  0,  und  o„,  wären  die  Elemente  abzuleiten ;  um  aber  die  Überzeugung  zu  ge- 
winnen, dasB  die  Annäherungen  in  der  That  hinreichend  weit  getrieben  worden 
sind,  und  um  für  die  folgende  Rechnung  Controlwerthe  zu  erhalten,  rechnet  man 
nach  der  Formel  32)  (pag.  376}: 

/,  —  8°  22'  38"95, 
und  nach  33)  (pag.  376)  und  34)  (pag.  377) : 

log«  =9-808114         ,       log  n„=  9-559  221 

2/«=  5°  5»'  8"3         >  2/.  =  ioc54'9"6 

logr„  =  0-003  572         ,       logr,  =  0-003  572. 

Die  für  die  BeurtheÜung  der  erlangten  Annäherung  massgebenden  Werthe  von  n 
und  n„  zeigen ,  dass  dieselben  zwischen  der  ersten  und  zweiten  Hypothese  keine 
Abänderung  mehr  erfahren  haben,  dass  somit  bereits  die  erste  Hypothese,  daher  in 
um  so  höherem  Masse  die  zweite  ausreichend  ist ;  beide  Hypothesen  werden  die 
Orte  demgemäss  innerhalb  der  Unsicherheit  der  sechsstelligen  Rechnung  darstellen ; 
da  aber  sowohl  die  geocentrischen  Distanzen ,  als  auch ,  ob  zwar  in  geringerem 
Masse,  die  Radienvectoren  in  den  beiden  Hypothesen  eine  wesentliche  Verschieden- 
heit zeigen,  so  wird  man  schliessen  dürfen,  dass  die  Unsicherheit  der  zu  ermitteln- 
den Elemente  eine  ganz  beträchtliche  sein  werde.  Am  Schlüsse  des  hier  angeführ- 
ten Beispieles  werden  zur  Bekräftigung  der  eben  aufgestellten  Behauptungen  aus 
den  Zahlen  der  ersten  Hypothese  die  Elemente  und  die  Darstellung  des  mittleren 
Ortes  gerechnet,  hier  aber  soll,  um  den  Gang  der  Rechnung  nicht  zu  unterbrechen, 
sofort  au  die  Ableitung  der  Elemente  aus  den  Zahlen  der  zweiten  Hypothese  ge- 
schritten werden,    wobei  jene  Methoden  zur  Bahnbestimmung  aus  zwei  heliocen- 
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Irischen  Orten  in  Verwendung  kommen,  welche  sich  bei  Behr  excentrischen  Bannen 
empfehlen. 

Zunächst  wurden  in  der  bekannten  Weise  aus  p,  und  p,„  nach  den  Formeln  4) 
(pag.  21)  die  heliocentrischen  Coordinaten  abgeleitet  und  gefunden: 
l  =  85°59''3',3       >  L=  69°4o'22"7 

log  tg  b,  =  9-247  86g       ,  log  tg  bm  =     8-990  6qo 
log  r,  =  0-012  430       ,        log  r„  =     9-992  987. 
Die  beiden  Logarithmen  der  Radienvectoren  weichen  von  den  im  letzten  Versuche 
gefundenen  Zahlen  um  je  eine  Einheit   der  letzten   Stelle   ab;    für  die  folgenden 
Rechnungen  wurden  die  hier  erhaltenen  Zahlen  benützt. 

Nach  1}  (pag.  102)  finden  sich  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  und  die 
Neigung  wie  folgt: 

Q  =  23i°2i'6"4  ,         i  =  i62042'i6"9, 

nach  3)  (pag.  102)  die  Argumente  der  Breite: 

«,  =  1440  7' 5n2         ,         «.»==  1600  52' 22"6; 
für  die  folgende  Rechnung  wurde  aber,  um  der  Probe : 

2/»  =  «m—  », 
zu  genügen ,  angenommen : 

u,  =  144°  7'  4"g         ,         u,„=  1600  52'  22F'8. 

Mit  Hilfe  der  Formeln  26}  (pag.  89)  fand  sich : 

*»„  =  —  o°  19'  I4"3         ,         logm„  =  7.767  745 

log  l„=  7-741  889  ,         log  ij„5=  0006657. 

Um  die  übrigen  Elemente  abzuleiten,  wurde  das  folgende  Formelsystem  benützt: 


— 

%  1  co*f„\/r,  r,„f 

ezsinF,, 

= 

*m —  r,}  sin/„ 

egcoaF,, 

r„+rj  •»/„■—  m 

oo»/„ 
r,r„Bin/„« 
■(i  +  •) 

'.  =  JV- 

fn 

,      v„=  F„+f„ 

)  =  u,  — 

-V, 

,      tu  =  iv—  vm 

welches  leicht  aus  dem  am  Schlüsse  von  pag.  479  des  II.  Bandes  gegebenen  Aus- 
drucke, so  wie  aus  den  Formeln  27)  und  3  t)  (pag.  107]  und  32)  (pag.  108)  gefolgert 
werden  kann,  in  welch  letzterer  der  Werth  von  cOBgHYr,r„, nach  der  Relation  26) 
(pag.  107)  ersetzt  wurde.  Die  Perihelzcit  resultirt  [vergl.  Formel  Vllb)  (pag.  479)  des 
II.  Bandes]  mit  Hilfe  der  Tafel  XVIII  des  zweiten  Bandes  nach : 


:  t.- 


2) 
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in  welchen  Formeln  die  Übereinstimmung  der  beiden  Werthe  von  T  eine  gute  Con- 
trole  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  abgeben  wird.  Die  Rechnung  nach  diesem 
Formelsystem  stellt  sich  wie  folgt : 


(2coa/,Vr,r„,) 

0-598  158 

2ÖZC08i^, 

8-300  408 

«.•:(2C0!/.VrTr») 

8066  824 

9-977  727 

z 

8-060  167 

2ezsmF„ 

7.817  158 

Add. 

0-310  860 

F„- 

-l8"il'37"5 

Subt. 

8-66o  727 

2ez 

8-322  681 

r,„ —  r. 

8.653  714 

löge 

9.961  484 

r„+r, 

0303  847 

1+e 

0-282  198 

»in/,' 

8326  888 

'  —  ». 

8-928  740 

(r„+)-.)ain/,i 

8  630  735 

r,r,„  sin/,1 

8-332  305 

22 

8361  197 

log? 

9989  940 

Subt. 

9-934  552 

fi 

9.984  910 

(r„+r,)sin/„>—  2* 

8-295  749 

/■  +  « 

0-141  099 

V,— 

-  26»34'  I6"5 

f<« 

—  9° 48' 58"5 

fü 

170  41   21-4 

1» 

170  41   21.3 

n 

42     2  27-8 

n 

42     2  27-7 

«gl«. 

9.373 '42 

tg}w„ 

8.933  856 

tgl".* 

8746  284 

tg*«.' 

7867  712 

HA 

7-392  826 

löge. 

6-514  254 

6, 

■4-  0-002  4707 

ft. 

+  0000  3268 

P,' 

2-064  734 

p.. 

2-065  354 

P,' 

1-587041  ' 

p," 

1-588  157 

tgt".' 

8.119  42D 

<*'.i«-' 

6„8oi  568 

^'tgi". 

1.437  876 

P, 

"•gl"» 

0,999210 

A'lgl».' 

9.706  467 

P, 

'tgl».» 

8.389  725 

Add. 

OO07  987 

Add. 

o-ooi  066 

fl'tgi«,  +  P.'tgi«,« 

1.445  863 

pr«i{ 

v„+  P, 

"tgiu,," 

1.000  276 

log^/*, 

1  -289  674 

l0g2/«w 

0-844  087 

2*7,  +  19483  82 

2/«. 

+  6-983  72 

7*  (Januar) 

10-983  82 

T 

10-983  72. 

lie  Elemente  Bind  daher 

zusammengestellt : 

<f 

1. 1866. 

T  =  1866  Januar  10 

983  770 

mittl.  Berl.  Zeit 

7t  =    42°    2' 

27"8    | 

Q  ==  231    21 

64     [ 

mittl.  Äquin.  18 

id 

»  s=  162   42 

169    1 

log 

q   =     9.989  94O 

log 

e  =    9-961  484. 
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Rechnet  man  die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  und  bestimmt  die  wahre  Anomalie 
nach  der  auf  pag.  72  auseinander  gesetzten  Methode,  so  sind  die  Hauptmomente  der 
Rechnung : 

log  a  =  9-997  821  v„  =  —  20°  43'  8"o 

log?  =»  8-645  977  h>gfv  =  0003  572 

w  = —  20°2o'37"2  l*=*         o°56'  7"i 

log  x  =  o„36i  726  ß„  =  +  29- 13  19-2 

log  G  =  o-ooo  257  di.„coßß„  =  +  2"? 

log  H  =  o-ooo  000  dß„  =  +  0-3. 

Die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  ist  für  eine  sechsstellige  Rechnung  völlig  ge- 
nügend, da  in  Anbetracht  der  relativ  geringen  geocentrisch.cn  Entfernung  die  Fehler 
in  den  heliocentrischän  Orten  sehr  vergrösBert  in  das  Resultat  übergehen. 

Um  schliesslich  zu  zeigen,  dass  in  der  That  die  erste  Hypothese  schon  ge- 
nugende Resultate  liefert,  sollen  ganz  nach  der  eben  angegebenen  Methode  aus 
den  Zahlen  dieser  Hypothese  die  Elemente  abgeleitet  werden.    Man  wird  finden : 


i»g[( 


log«,  = 

9'3<>9  417 

logt-,  = 

0-012  518 

logfc.= 

9769  371 

log  r,„  = 

9993  234 

',  = 

85°  58'  5-5 

fl    = 

131°  11'    4"6 

l,,= 

69   34  12-0 

i    = 

162  43     0-7 

logtg  b.   = 

9-249  200 

«.   = 

143  57  58-9 

logtg  *,„  = 

8.991  833 

un,  = 

160  48  27-1  ; 

log  !)„'  = 

O-OOÖ  652 

tu    = 

1700   8'  28"4 

log*    = 

8.059  934 

1*    = 

41   19  330 

F„  = 

—  "7°  45'  15"' 

Taus«,  = 

10-615  20 

loga    = 

9-970  809 

»   7.  ««  = 

10615  >9 

-.):(,+.)]  = 

8- 526  273 

T   = 

10-615  225 

log}    — 

9.990  448 

loga    = 

o-ooi  227 

V,     = 

—  26°io'  29"! 

logß    = 

8-525  848. 

Vw  = 

—    9  20     i-i 

Me  Elemente  sind  also  zusammengestellt: 

<fl- 

866. 

T  —  1866  Januar 

10-615  "5 

mittl.  Berl.  Zeit 

«  =     41°  19'  33"o 

) 

3  =  23t    tt     4-6 

>   mittl.  Aequin.  1866-0 

i  =  162  43     0-7 

1 

log 

q  =     9.990  448 

log 

e  =     9970  809. 

Diese  Elemente  weisen  gegen  die  auf  pag.  41 1  angeführten  nicht  unerhebliche  Unter- 
schiede auf;  trotzdem  ist  die  Darstellung  der  mittleren  Beobachtung  durch  dieselben 
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ebenso  genügend,    wie  diejenige  durch  die  aus  der  zweiten  Hypothese- abgeleiteten 
Elemente.    Die  Rechnung  ergibt : 


W  =  —  20°  O'  48*2 

logr„  =  0-003  671 

log*  =  9*252540 

K  =        o°  56' 

8"6 

logG  =  0-000  187 

ß„—  +  29°I3' 

|8"2 

log  .ff  =  0-000  000 

di.„  coäß,,  =  +   l"4 

V„= 20°I7'  28"2 

dß,  =  +  i"3, 

womit  nicht  nur  die  oben  (vergl.  pag.  409)  aufgestellte  Behauptung,  dass  die  erste 
auf  die  parabolischen  Elemente  gegründete  Hypothese  schon  eine  ausreichende  An- 
näherung liefert,  erwiesen  erscheint, 'sondern  sich  sogar  zeigt,  dass  in  Folge  der 
Unsicherheit  der  sechsstelligen  Rechnung  die  Darstellung  des  mittleren  Ortes  in  der 
ersten  Hypothese  genauer  ist,  als  in  der  zweiten. 


II.    AbtheUung. 

Bahnbestimmung  aus  vier  Beobachtungen. 

1.  Aufstellung  der  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  geocentriscben  Distanzen. 

Es  treten,  wie  dies  oben  (pag.  366  ff)  dargethan  wurde,  nicht  selten  Falle  ein, 
welche  die  Bahnbestimmung  aus  drei  Orten  gar  nicht,  oder  nicht  mit  der  wünschens- 
werthen  Genauigkeit  durchzuführen  gestatten.  Im  Allgemeinen  wird  eine  geänderte 
Auswahl  der  Beobachtungen  diesen  Nachtheil  beseitigen ;  wenn  jedoch  die  Neigung 
der  Bahn  gegen  die' Ekliptik  sehr  klein  ist,  so  dass  die  geocentrischen  Breiten 
sich  der  Null  nähern,  so  wird  eine  Bahnbestimmung  aus  drei  Orten  unter  keinen 
Umständen  mit  Sicherheit  möglich  sein.  Es  ist  deshalb  nothwendig,  zu  einer 
Methode  überzugehen,  die  auch  in  einem  solchen  Falle  ohne  Schwierigkeit  auf  eine 
sichere  Bahnbestimmung  führt;  zu  dem  Ende  müssen  der  Rechnung  vier  Beobach- 
tungen zu  Grunde  gelegt  werden ;  da  diese  aber  acht  Bestimmungastiicke  geben, 
während  nur  sechs  Elemente  zu  ermitteln  sind ,  so  wird  man  zwei  Beobachtungen 
als  unvollständig  in  das  Problem  einzuführen  haben.  Der  Genauigkeit  der  Bahn- 
bestimmung wegen  sind  hierzu  die  beiden  mittleren  Beobachtungen  su  wählen  und 
es  sollen  für  dieselben,  wie  dies  ähnlich  beim  Kometenproblem  (vergl.  pag.  275)  ge- 
schehen ist,  gross  te  Kreise  substituirt  werden,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass 
sie  durch  die  beiden  mittleren  beobachteten  Orte  des  Himmelskörpers  hindurch- 
gehen. 

Bezeichnet  man  die  vier  Beobachtungszeiten  mit  t, ,  t„,  t°,  l,„,  die  Längen 
mit  l,,  X„,  1°,  l,„  und  die  Breiten  mit  ß,,  ß„,  ß°,  ß,„,  femer  mit  H  und  JI°  die. 
aufsteigenden  Knoten  dieser  Kreise  in  der  Ekliptik,  mit  /und  J"  deren  Neigungen. 
so  sind  die  Bedingungen,  denen  die  letzteren  GrÖBsen  geniigen  müssen,  dargestellt 
durch:  lg/.in(l»-JI)_tg((.     1 
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Unterscheidet  man  durch  analoge  Accente  die  zu  den  Beobachtungen  gehörigen 
Sonnenlängen,  -Breiten  und  -Entfernungen,  so  werden  sich  die  Gleichungen  8} 
(pag.  272],  wenn  man  in  denselben  einmal  alle  Längen  vom  Punkte  JI,  das  andre- 
mal vom  Punkte  11°  zählt,   in  folgender  Weise  schreiben  lassen: 


=  £„  sin  [l„  —  JI)  cos  ß„  —  Ä,  sin  (L„  —  II) 
[f,Biaßl  —  B,B,ticia)  + 

"|  {Q,„tiinp„,  —  JB,„B,„arc  1"]  = 

n(J„  —  B„Ä,arci" 


b{1,  —  n)conß,  —  ä(cob(X,  —  ji)}  + 

-^|{gmC08(C  —  JI)CQB/?„,—  ßwCOB(i„  —  II))  = 
C08(l„  —  H)C0Bfi„  —  R„iMB{L„—  II) 

a(A,  —  JI)cos£.  —  Ä,sin(i,  —  IT)}  + 

■Jt]  {?HF  Bin  {l„,  —  JI)  cos  ft„  —  R,a  sin  {Xw  —  JI) }  = 


+ 


,.,\' 


■  IF)coBß,  —  Ü,cos(X,—  JI°)}  + 
j  {?,„  cos  (A,„  —  n°)  cos  (Jw  —  R,„  cos  (X„,  —  n°)J  = 
=  q°  cos  (i;  —  JT°)  coa£?  —  ÄJ  cos  [Z.J  —  11°) 
^j  {?,flin  (J»  —  IT)  cos,?,  —  A,sin  [L,  —  JT°)J  + 

]  {Qm  sin  (A„,  —  II0}  cos/S„,  —  Ä„,  sin  (X,„  —  IT)}  =        3) 
=  tf  sin  (J°  —  JI°)  cos  ß%  —  J2°  sin  (X°  —  JI°) 
e,sin/?, —  Ä,S,arci"}  + 

|  fe,„  sin  /»„  —  R,„  B,„  arc  1 "}  = 
=  p°  sin  (J°  —  Ä°  5°  arc  1 ". 
Setzt  man  nun : 

cos  (Ä„  —  II)  cos/9„  =  cos«  ,      cos  (i°  —  JI°)  cos/f°  =  cos«0 

sin(A„  —  n)coeß„  =  sin  a  cos./    ,      sin(A°  —  JI°)  cobj9°  =  sinti0cos,/l> 
sin  ß„  =  sin  w  Bin  /    ,  sin  S°  =  sin  w°  sin ,/" , 


so  werden  u  und  u°  in  diesen  Relationen  völlig  willkürliche  Winkel  sein ,  sofern 
man  nur  J  und  J°  entsprechend  den  Gleichungen  1)  aus  den  Werthen  JI  und  H° 
bestimmt.  Denkt  man  sich  die  aus  4)  resultirenden  Werthe  in  die  Gleichungen  2) 
und  3)  eingeführt,  so  wird  man  in  2)  das  Product  der  zweiten  Gleichung  in  sin./ 
zum  Producta  der  dritten  Gleichung  in  cos  J  zu  addiren  haben ,  um  sofort  den 
willkürlichen  Winkel  u  zu  eliminiren;  in  analoger  Weise  wird  man  aus  den  beiden 
letzten  Gleichungen  in  3)  den  willkürlichen  Winkel  w"  zu  eliminiren  im  Stande  sein, 
und  man  erhält  sonach  zwei  Relationen  zwischen  g,  und  $,„  von  der  Gestalt: 
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\<r.+ 1. 


<f- 


;j<f?  +  »»[^<f5  = 


j  a  —  a  +  j 


".  * 


in  welchen  Relationen  zur  Abkürzung : 

0,  =  Ä,  {sin  (Z,  —  n)smJ —  B,  arci"coe./} 
©,,  =  lt„  {sin  (L„  —  JT)  ainJ —  B„  arc  i'cosJ) 
0^,=  Ä,„{gin(Z.w — II)sinJ — fi„,arci"cos/} 
0?=  Ä,  {sin(.L,  —  JT°j8inJ°  —  B,  arc  ."cos,/0} 
0°  =  B%  {sin  (Z°  —  JT°)  ßin  /°  —  5°  arc  i "  coa  J") 
q°  =  Ä„{Bin  {£,„  —  JI°)  sin  J"0  —  -Bw  arc  ."cos./0} 

^,  =  sin  (3,cos  J  —  ein  (X,  —  II)  coa  ß.amJ 

(f',»=  sin(JU  —  n)oOBß,„ainJ — 8in/S«cos/ 

cf?=  sin  £  cos  ./0 —  einjA,  —  n°)<xaßttnaJ0 

<$%=  Bin  (iU  —  JI°)  coB0wsin  J°  —  ain/^cos/0, 

gesetzt  wurde.  Ermittelt  man  aus  den  Gleichungen  5)  einmal  p,,  das  andremal  ow, 
so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  geocentrischen  Distanzen  die  Gleichungen: 


ter±.]  01 
"i  fi ' 


4  + 


i<f- 


■y.1  ff»      0-.. 


0, 

0», 

\r,r,.\f,         [r;,„]f 
tr,  r,]  #■_        [r,  r,;]  <r,; 
[',  ',.1  Q,    ,    [',  r-,,1  6»         O?     ,    \',  r„]  SÄ 
[r„  r.j  *•;  ">"  Ir„  rj  f,        ff  +  W  r J  rf-,"" 

[r,  r„]  <f „  _ 


Die  für  die  geocentrischen  Diatanzen  erhaltenen  Ausdrücke  lehren  sofort ,  mit 
welcher  Genauigkeit  die  Verhältnisse  der  Dreiecksnachen  subetituirt  werden  müssen, 
um  eine  hinreichende  Convergenz  zu  gewähren.  Denkt  man  sich  die  Symbole 
<?•>  (fm  (f°>  tjm  n^ch  Potenzen  der  Zwischenzeiten  entwickelt,  so  werden  sich 
für  dieselben  Reihen  von  der  Form: 


<r. 

=  0  (,„_/»,„»  +  ...) 

«f. 

=  0  (r,  +  f  ',*  +  ■  ■  ) 

(f.' 

=  a°M -/)»<;>+..  ) 

<fs 

=  o"(»f  +  (i°if<+  ••■) 

aufstellen  lassen.  Die  Berechtigung  dieser  Formen  leitet  man  leicht  aus  dem  Um- 
stände ab,  dass  die  ersten  beiden  Symbole  die  Sinus  der  sphärischen  Perpendikel 
aus  den  äusseren  Beobachtungen  auf  den  durch  die  zweite,  die  letzteren  beiden 
Symbole  aber  die  Sinus  der  Perpendikel  von  denselben  Punkten  auf  den  durch 
die  dritte  Beobachtung  gelegten  grössten  Kreis  darstellen ;  es  ist  sonach : 

__        z£& 
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Der  Nenner  des  ersten  Ausdruckes  in  7]  wird  demnach,  wenn  man  überdies  für 
die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  die  Reihen  nach  22)  (pag.  100)  substituirt, 
und  die  mit  den  Quadraten  von  %  multiplicirten  Glieder  fortlasst : 

ff  und  ß  werden  im  Allgemeinen  nnllter  Ordnung,  ihr  Unterschied  wird  jedoch  offen- 
bar von  der  Ordnung  der  Zwischenzeit  sein ;  denn  denkt  man  sich  für  einen  Augen- 
blick die  beiden  mittleren  Beobachtungen  der  Zeit  nach  unendlich  nahe  liegend, 
so  wird  nothwendig  ß°  =  ß.  Man  kann  somit  die  Behauptung  aufstellen,  dass  das 
Anfangsglied  der  Entwicklung  im  Nenner  mindestens  zweiter  Ordnung  in  Bezug 
auf  die  Zwischenzeiten  sei,  obwohl  dasselbe  für  die  kleinen  Planeten  wesentlich 
grösser  sein  wird,  als  die  übrigen  oben  vernachlässigten  Glieder  zweiter  Ordnung, 
welche  mit  den  negativen  dritten  Potenzen  der  Badjenvectoren  verbunden  erscheinen. 
Ein  ganz  ähnliches  Resultat  würde  erhalten  werden,  wenn  man  den  Nenner  des 
zweiten  Ausdruckes  in  7)  in  derselben  Weise  behandeln  würde.  Die  Glieder  im 
Zähler  beider  Ausdrücke  in  7)  stellen  selbst  gebrochene  Functionen  dar,  in  deren 
Nenner  stets  ^-Symbole  auftreten,  welche  nothwendig  erster  Ordnung  sind-  soll 
daher  durch  die  zu  entwickelnde  Methode  eine  theoretisch  genügende  Convergenz 
erreicht  werden ,  so  müssen  in  den  Verhältnissen  der  Dreiecksflächen  die  Glieder 
dritter  Ordnung  mitgenommen  werden.  Es  ist  sonach  unter  sonst  gleichen  Um- 
ständen die  Convergenz  der  Methode  der  Bahnbestimmung  aus  vier  Orten  um  eine 
Ordnung  geringer,  als  bei  jener  aus  drei  Orten.  Diese  Behauptung  steht  schein- 
bar im  Widerspruch  mit  der  Thatsache,  dass  Gauss'  Methode,  die  doch  nur  Glie- 
der zweiter  Ordnung  in  den  Verhältnissen  der  Dreiecksflächen  mitnimmt,  zum  Ziele 
führt;  man  darf  aber  hierbei  nicht  vergessen,  dass  Gauss  selbst  vorerst  als  Er- 
fordernis seiner  Methode  hinstellt,  die  Excentricität  der  Bahn  sei  eine  massige 
(si  modo  distantiae  a  sole  non  nimis  inaequales  fuerint,  cap.  166  der  theoria  motus). 
Nun  sind  die  Glieder  dritter  Ordnung  in  den  Verhältnissen  der  Dreiecksflächen 
mit  dem  Factor  ^-  multiplicirt ,  somit  von  der  Ordnung  der  Excentricität ,  ver- 
schwinden also  für  die  Kreisbahnen  und  werden  in  der  Anwendung  auf  kleine 
Planeten  numerisch  sehr  klein;  überdies  nimmt  Gauss,  wie  bekannt,  die  mittleren 
Beobachtungen  als  vollständig  an,  und  räumt  dadurch  den  vernachlässigten  Gliedern 
dritter  Ordnung  nur  einen  sehr  geringen  Einfluss  ein,  der  bei  Gleichheit  der 
Zwischenzeiten  völlig  verschwindet;  weiter  wird  der  Umstand,  dass  die  Planeten 
hahnhestinunungen  sich  wohl  meist  auf  Beobachtungen  in  der  Nähe  der  Opposition 
gründen,  bedingen,  dass  dann  die  ©-Symbole,  wenn  man,  wie  dies  Gauss  thut. 
nur  die  vier  Längen  und  die  mittleren  Breiten  vollständig  darstellt,  als  Grossen  erster 
Ordnung  betrachtet  werden  dürfen,  in  welchem  Falle  die  Mitnahme  der  Glieder 
zweiter  Ordnung  in  den  Verhältnissen  der  Dreiecksflächen  zur  Erlangung  einer 
genügenden  Convergenz  vollständig  ausreicht.  Man  kann  daher  die  Behauptung 
aufstellen,  dass  das  Gauss'sche  Verfahren  der  Hahnbestimmung  aus  vier  Orten, 
auf  kleine  Planeten   angewendet,    unter  allen  Umständen  eine  rasche   Convergenz 
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erzielen  wird;  die  Bestimmung  von  Kometenbahnen  jedoch,  bezüglich  weichet  die 
hier  erwähnten,  die  Convergenz  begünstigenden  Umstände  meist  völlig  fehlen  werden, 
wird  diese  vom  theoretischen  Standpunkte  bisweilen  geradezu  in  Frage  gestellt  sein. 

Da  demgemäsB,  wie  bereits  oben  bemerkt  wurde,  die  Convergenz  der  Hahn- 
bestimmung  aus  vier  Orten  im  Vergleiche  zu  jener  aus  drei  Orten  um  eine  Ordnung 
geringer  ist,  so  wird  man  bestrebt  sein  müssen,  diese  Convergenz  zu  verstärken; 
soll  nun  auf  die  der  Sicherheit  der  Rahnbestimmung  förderliche,  vollständige  Dar- 
stellung der  äusseren  Beobachtungen  nicht  verzichtet  werden,  so  bietet  sich  kein 
anderes  Hilfsmittel  dar,  als  in  den  Keinen  für  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen 
weitere  Glieder  mitzunehmen.  Die  vollständige  Entwicklung  der  Glieder  vierter 
Ordnung  würde  die  Rechnung  sehr  weitläufig  gestalten;  man  wird  aber  dieselben 
bei  Planetenbahnen  der  Hauptsache  nach  berücksichtigen,  wenn  man  nur  diejenigen 
mitnimmt,  welche  die  Exeentricität  als  Factor  nicht  enthalten.  Zu  der  Anwen- 
dung auf  Kometenbahnen  wird  diese  Annäherung  allerdings  nicht  genügen ,  doch 
wird  hier  der  Umstand,  dass  man  die  aus  den  parabolischen  Elementen  resultiren- 
den  Glieder  höherer  Ordnung  als  Näherungen  betrachten  kann,  das  Ziel  rasch  und 
sicher  erreichen  lassen ;  übrigens  darf  man  nicht  vergessen , '  dass  die  Mitnahme 
der  Glieder  vierter  Ordnung  nicht  geboten  ist ,  und  dass  man  mit  den  Gliedern 
dritter  Ordnung,  welche  die  hier  in  Vorschlag  gebrachte  Methode  streng  berück- 
sichtigt, ausreicht. 

Die  bisherigen  Betrachtungen  geben  aber  auch  die  Richtschnur,  nach  welcher 
die  Gleichungen  für  die  Bestimmung  der  geocentrischen  Distanzen  verwerthet  wer- 
den können;  bestimmt  man  nämlich  aus  jeder  der  Gleichungen  5)  die  Grosse  (»,„,  so 
erhält  man : 

_      __  V„  Tm]  j^_  Vr   r,„]     ty     1     J=4(L     l     lr"  T'«\  _&J_  g        I 

8) 


',„]  a 

i',  'A  Q,  ,  Q.  ,  (ü '-]  f. 
[r.r.]f„  +  f.,  +  [r,r„]f. 

'.]  f, 

*i  fs, 

[','„,]   Ol      .     ES     ,    IrS',,}  f.' 

\','S)  fr.  "■"  "fs.  "•"  lr.  r,Jl  f% 

in  welchen  Ausdrücken  die  Nenner  der  einzelnen  Coefficienten  nur  Grössen  erster 
Ordnung  enthalten;  es  lässt  sich  daher  die  Relation  zwischen  q,„  und  p,  im  Allge- 
meinen um  zwei  Ordnungen  genauer  bestimmen  als  die  geocentrische  Distanz  selbst, 
weshalb  man  gut  thun  wird,  den  Gleichungen  eine  solche  Gestalt  zu  geben,  dass 
diese  verhältnismässig  genau  zu  bestimmende  Relation  benützt  wird. 

Den  Gleichungen   8)  kann  mit  Benützung  der  Ausdrücke    25J  (pag.   101)  die 
folgende  Form  ertheilt  werden: 


'        fo+r. 

3 

e. 

.  f.  ' 

-In 

?,.+k+z 

f, 
f„ 

t.+ 

r,    O, 

f'm 

-zk*-)* 

+ 

',  f, 
'.'f. 

tp<  x 

e. 

."    0," 

?,  fr. 

-■ 

s.  fs.  +  fr. + 

7= 

™\ 

I,"  0," 
<  fr 

•PS. 

'„  0:  v„ 
c  fr.   ■• 

}• 

+  -| 

f.' 
fr. 

fZ'«.: 
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setzt  man  abkürzend 
a  =  ~ 

e 
s 

"-  f» 

so  wird 


_5& 

i  cfi. 
.  f„ 

,.är„  ' 


'.  W    ,    Ol 

:.  f., +  ~fi 

f  ef  u,c 

~~  <  ~<ri  v 

,•  ff 

!,  f% 

's.  fi  w?" 

-  ß  x  +  [i   +sx)9l 


?«  =  «o  +  ßox  +  (*o  +  e0x)Q,, 

und  die  Subtraction  und  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  ergibt: 
_(B-«j-Ka-ftj« 


*.=*(« 


-oj  +i(.*  +  W*  +  tt(*  +  4J  +t(«  +  «o)*}«.;  I 


a,  aOJ  Ö  und  30  sind  Constanten,  so  lange  nichts  an  den  Zwischenzeiten  geändert 
wird ;  ß,  ß„,  e  und  *0  werden  aber,  da  die  "F-Symbole  von  den  Gliedern  dritter  und 
höherer  Ordnung  beeinnusst  werden,  variabel  sein.  Es  sollen  nun  jene  Näherungen 
für  die  1*-Svmbole  eingeführt  werden,  welche  aus  den  Zwischenzeiten  und  den 
Radienvectoren  r,  und  r,„  erhalten  werden  können.  Vorerst  werden  jene  Trans- 
formationen vorgenommen  werden,  welche  sich  für  die  Anwendung  der  Formeln  auf 
Planetenbahnen  empfehlen,  wobei  den  oben  gemachten  Bemerkungen  gemäss,  die 
von  der  Excentricität  unabhängigen  Glieder  vierter  Ordnung  berücksichtigt  werden 
sollen. 

Die  Gleichungen  '  18)   (pag.   90)  ergeben,    wenn  man  eine  Kreisbahn  voraus- 
setzt (~^  =  o,  ^'  =  o)  ,   mit  Rückeicht  auf  16)   (pag.  0.8)  : 

[nrj-^^i-i^  +  rf,^ } 

[r„rw]=*,V£{i-t-£+Tk£ } 

[r,  rj  -  *„  V?{i  -  i  $  +  ,**  $ }  '. 

setzt  man  noch: 

rH  =  l(r,  +  rJ), 

so  sind  die  in  Betracht  kommenden  Glieder  vierter  Ordnung : 

3T,1  —  iot,  **,**  +  7T„,4      } 

3*b*  —  10  «■„*»„'  +  7*„,4      1 

3r„«  —  ior„SiS2  +  7<*      }i 


mltt 

'       '    4S(r,+0" 

"  [r,  r» 

'      +  4S  [r,  +  r„|« 

"  [r,  '." 

■      +«fr,  +  r„,)' 

[r,  r„ 

,              • 

"  ['.  '.? 

'        '    4SI',  +  '„f 
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es  kann  somit  geschrieben  werden: 

¥V  =  /•,'+  4«,*„y  +  (A*»'  +  Ap-'le-'z  +  jv' 
1V"=  ><„"+  4-^y+dW  +  Ac")  /*."*+)•»" 
■C'  =  "S'  +  4»?  »S  y  +  IW  +  Art')  WS'*  +  rö' 
*£"  =  er  +  4-^'y  +  (A«S*  +  AO  <"*  +  tf : 

in  welchen  Ausdrucken  zur  Abkürzung: 

P»' =-•,(«.'-*»■)    ,    <'  =  _j(t?'-o    1 

gesetzt  wurde ;  die  y -Symbole  stellen  die  Reste  der  Reihen  dar  und  können,  sobald 
nach  Abschluss  der  betreffenden  Hypothese  die  verschiedenen  ij  bekannt  sind,  mit- 
telst der  Formeln: 

?'",= ""  ''rJ"" ~ *'  —  >■»' — 4».«»»—  tttfA«.i«.'< 

-  (fc."  —  äi^y  -  (A'-H-  A  (•»")  (*."« 

—  eS  —  *'?'S,y  —  (ACH-  A  cS')  WS'  * 
-rC-^y-(A«S'+AfS"W». 

berechnet  und  zur  Bildung  der  folgenden  Hypothese  verwendet  werden ;  hierbei  sind 
für  x  und  y  die  Werthe  der  eben  beendeten  Hypothese,  die  cur  Ermittlung  der  ver- 
schiedenen Werthe  17  geführt  haben,  zu  verwenden;  in  der  ersten  Hypothese  wird 
man  die  y-Grossen,  wenn  für  dieselben  sonst  keine  Näherungen  bekannt  sind,  der 
Null  gleich  annehmen. 
Setzt  man  daher : 

//  =  So—  ä  ,       IV  =   e<"+  eWy  +  e&x  +  «<*>  | 

V  =  i(a  +  oj     ,        VI  =  &"+  &*y  +  #"*  +  #*> 

VII  =  i(d0  +  91     ,    VIII  =  £"»+  E*y  +  £<»la:  -(-  B*\\ 

und  gibt  den  Gleichungen  11)  (pag.  418}  die  Gestalt: 

_  I+IIIx  1 

*  "  n+ir*  l  .7) 

P„=  k+  rix  +  {rii+rnix)(t,,  \ 


il,.- 

■)-[»-■! 

>?,* 

(«„- 

1)  -  (1.-  ■! 

*?„* 

M  - 

■)  —  (!,"— 11 

1°* 

K  - 

)-(•>.'-■> 

,6) 


1  werden  die  in  16)  eingeführten  Symbole  die  folgende  Bedeutung  haben: 

Le„,a«  _jj  .°i_  &  .0;   .   0») 


»;    0, 
'■  f±. 


»Google 


«20 


/j(*>  =  Vl  —  v,° 

«' '  =    ff,  —  ff, 
«0>=    ,"-  „, 

ß<»=n,  —  „° 

£131=   j[°  —  X, 

/)<>!  =  (f,  —  y,° 

««1  =  eu,°  —  «;, 

«">=i(x,  +  «,°, 

£01=  4(0,°+  ff,) 

Bm  —  i(-»,+  >-,°, 

£01=  i(«,«+  «,) 

S»>=4(*,-f-,T°) 

£0)=i(j,o+zj 

B«)=l(V,+  y,1 

£»'=  J>,°  +  <.,), 

wobei  die  Grössen : 

=  4^T-  — 41,»,«; 


■ü- 


™I 


=  |'ffert,(A«S»+  AO  -  ^^r-riA»S'+  AKT) 


(A< 


'  ^"-lA'S'-r-Atf) 

S  0*,1 


>.« 


...ff-,,,' 

abkürzungs  weise  eingeführt  sind. 

In  der  Anwendung  auf  Kometenbahnen  werden  die  vorstehenden  Formeln 
einige  geringe  Modificationen  erfahren,  indem  man  nämlich  die  Grössen  (i$>,  *<", 
Bf»,  Ef»,  ferner  in  den  Formeln  13)  (pag.  419)  die  dritten  Glieder  rechte  vom  Gleich- 
heitszeichen, und  in  den  Formeln  15)  (pag.  419)  die  vierten  Glieder  der  Null  gleich- 
zusetzen und  in  der  ersten  Hypothese  sofort  y-Werthe  nach  15J  einzuführen  hat,  die 
den  stete  vorhandenen  parabolischen  Elementen  entlehnt  werden  können.  Es  dürfte 
überflüssig  sein,  hier  eine  Zusammenstellung  der  diesbezüglichen  Formeln  vorzu- 
nehmen ,  da  dieselben  im  Anhang  Aufnahme  gefunden  haben. 


2.  Bestimmung  der  geoeentrischen  Distanzen. 

Die  im  vorangehenden  Kapitel  aufgestellten  Gleichungen  zwischen  q,  und  q„ 
einerseits  und  z,  y  andrerseits,  welch  letztere  Grössen  einfache  Functionen  vonV, 
und  r,„  darstellen,  werden  in  Verbindung  mit  der  durch  die  äusseren  Beobachtungen 
gegebenen  Relation  zwischen  denselben  Grössen  eine  versuchsweise  Bestimmung  der 
Unbekannten  q,  und  p,„  ermöglichen.  Im  Allgemeinen  wird  es  sich  bei  der  Bestim- 
mung  einer  Planetenbahn  empfehlen,    x  und  y  als  Unbekannte  anzusehen  und  im 
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ersten  Versuche,  wenn  sonst  keine  Näherungen  bekannt  sind,  x  =  o-oi,  y  =  o 
zu  setzen ;  hat  man  einmal  bestimmte  Annahmen  über  diese  beiden  Unbekannten 
gemacht,  so  wird  die  Durchrechnung  nach  den  Formeln  16)  und  17]  (pag.  419)  zu- 
gehörige Werthe  von  0,  und  (>,„  ergeben,  aus  welchen  (vergl.  31)  pag.  360)  mit  Be- 
nützung der  folgenden  Hilfswerthe : 

cosip,=  COB/?,COS(il, —  L,)     ,  co8i/*,„=  co8/3,„cos(iw —  X,„) 

sini/»,cos.P,=  cos£sin(A,  —  L,)     ,  sin  y>,„  cos  ./*„,=  cvaßmam(X,„ —  Z,„) 

sin ip, sin P,  =  sin/?,— coBV,B,aici",  sin  </»„  Bin  ./*„,=  sin£„_ aonfimSmtKi"  )   0 
N,=  fi,cosi/f,                     ,  JV„=  M,Mcosip,„ 

D,  =  2J,sini//,  ,  Dw=  .fl„sin  tp„ , 

leicht  die  Radienvectoren  r,  und  r,„  nach : 


un0,  cosfl,     '  '"  iinö,,,  cos6„, 

berechnet  werden  können.    Dieselben  führen  vermöge  der  Relationen : 

'~T^f    ■      >  =  ?&,■  ") 

auf  durch  xe  und  ye  zu  bezeichnende  Endwerthe,  welche  mit  den  Anfangswerthen  xa 
und  ya  nur  dann  stimmen  werden ,  wenn  für  die  letzteren  Grössen  die  richtigen  An- 
nahmen gemacht  wurden ;  die  im  Allgemeinen  auftretenden  Unterschiede  wird  man 
zur  Einfuhrung  wesentlicher  Verbesserungen  der  Anfangswerthe  benützen,  welche 
Verbesserungen  nach  den  in  10)  (pag.  371)  angegebenen  Formeln  vorzunehmen  sind. 
Die  in  dem  vorliegenden  Fall  anzuwendenden  Werthe  für  o, ,  a,„ ,  ß,  nnd  ß,„  ergeben 
sich  leicht  aus  der  Differentiation  der  Gleichungen  16)  und  17)  (pag.  41g);  man  findet 
nämlich,  wenn  man  die  mit  x1  multiplicirten  Glieder  vernachlässigt : 

_    d?L_  III— IVq, 
*'  —     dx   ~~    II+IVx 

a  -  *?l  _  ßQ>~  *w*  , 

p'  ~~   äy   ~   II+IVx  x  3) 

a,„=  *=  =  n+VIIIe,+  (VII+VlIIx)ar 
ß,„=  ip=  {BM+  £<%)*  +  {VII+VIIIx)ß,, 

welche  Coefficienten  in  io)  pag.  371)  eingesetzt,  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Un- 
bekannten ergeben,  deren  Auflösung  sofort  die  Verbesserungen  für  die  ersten  An- 
nahmen über  x  und  y  mit  um  so  grösserer  Annäherung  finden  läsBt,  je  mehr  die 
hierbei  vorausgesetzten  linearen  Verhältnisse  zutreffen.  Die  Berechnung  der  Aus- 
drücke in  3)  gestaltet  sich  thatsächlich  sehr  einfach ,  weil  die  daselbst  auftretenden 
Coefficienten  schon  im  Verlaufe  des  vorangehenden  Versuches  erlangt  wurden.  Ist 
der  heliocen  tri  sehe  Bögen  sehr  massig,  so  wird  man  bei  der  Bestimmung  von  Pla- 
netenbahnen, ähnlich  wie  dies  bei  der  Methode  aus  drei  Orten  geschehen  ist  [vergl.  12) 
pag.  371],   die  Formeln  in  der  folgenden,  wesentlich  einfacheren  Gestalt  anwenden 
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dürfen:  Jx  =  log^B —  log#a  . 

log  (->-  3  Mod.)  =  o„i  1491 ,  J 

woraus  sich  mit  einer  in  den  Betracht  kommenden  Fällen  genügenden  Annäherung 
ergibt : 

<*log*a  = 3        4+* I 

<&«  =  &—  y«>  J 

hierbei  wird  zu  setzen  sein : 

_  III— IV?,  \ 

a'  ~   II+IVx 

aw=  FI+  P/ify+  (FZT+  Vnix)a, 
ßm  «=  B 1«  +  £< J)  «,  4.  ( F7/  +  F7//*)  /», ,     ) 

in  welchen  Formeln  die  Grössen  ß,  und  ß„,  gegen  die  in  3)  enthaltenen  Ausdrücke 
eine  etwas  abgeänderte  Bedeutung  erhalten.  Indessen  wird  bei  der  Methode  der 
Bahnbestimmimg  aus  vier  Orten,  in  welcher  die  Glieder  dritter  Ordnung  massgebend 
sind,  die  Verbindung  der  Formeln  3)  (pag.  421)  mit  jenen  in  10)  (pag.  371)  den  Vor- 
zug verdienen,  weil  dadurch  die  Bestimmung  der  beiden  Unbekannten  in  wesent- 
lich genauerer  Weise  möglich  wird. 

Will  man  die  oben  entwickelten  Methoden  auf  die  Bestimmung  einer  Kometen- 
bahn anwenden,  so  wird  man  die  Auflösung  der  Gleichungen  mit  Vortheil  in  ver- 
änderter Gestalt  vornehmen.  Es  wird  sich  nämlich  in  diesen  Fallen  empfehlen,  als 
Unbekannte  q,  und  y  in  das  Problem  einzuführen  und  hierbei,  wenn  sonst  keine 
Näherungen  für  diese  Unbekannten  vorhanden  sind,  im  ersten  Versuche  jene  Werthe 
anzunehmen,  welche  aus  den  parabolischen  Elementen  gefunden  wurden.  Die  erste 
Gleichung  in  17)  (pag.  41g)  kann  geschrieben  werden: 
_     IIa,—  I 

x  ~  in—iv9l  ' 

woraus ,  sobald  über  $ ,  und  y  bestimmte  Annahmen  gemacht  sind ,  ein  Wer th  für  x 
resultirt,  der  in  der  zweiten  Gleichung  in  1 7)  den  zugehörigen  Werth  von  g,„  ergibt. 
Bezeichnet  man  den  so  erhaltenen  Werth  von  x  mit  xa  und  die  Annahme  über  y 
mit  y„ ,  so  wird  die  Durchrechnung  der  Formeln  2a)  und  2b)  Endwerthe  xB  und  y„ 
für  diese  Grossen  finden  lassen,  die  im  Allgemeinen  mit  den  Anfangswerthen  nicht 
stimmen ;  variirt  man  aber  in  entsprechendem  Mass  einmal  q, ,  das  andremal  ya 
und  benützt  diese  variirten  Werthe  bei  zwei  weiteren  Versuchen,  so  werden  sämmt- 
liche  drei  Versuche  in  bekannter  Weise  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten 
liefern,  welch  letztere,  wofern  man  mit  den  linearen  Änderungen  ausreicht,  die 
Verbesserungen  der  ursprünglichen  Annahmen  für  die  Unbekannten  ergeben,  min- 


5) 
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destens  aber  zu  neuen  Näherungen  fuhren,  die  in  ähnlicher  Weise  weiter  ausgenutzt, 
bald  die  wahren  Werthe  der  Unbekannten  werden  erlangen  lassen. 

Hat  man  —  sei  es  für  eine  Planeten-  oder  Kometenbahn  —  durch  eine  der 
eben  auseinandergesetzten  Verfahrungsweisen  die  den  Gleichungen  entsprechenden 
Werthe  von  r,,  r,„,  q,  und  f,„  gefunden,  und  hält  man  die  durch  die  vorgelegte 
Hypothese  erhaltene  Annäherung  für  ausreichend,  so  wird  man  in  bekannter  Weise 
aus  p,  und  ?,„  die  Elemente  ableiten;  glaubt  man  aber,  um  hinreichende  Näherun- 
gen für  die  Elemente  zu  erhalten,  weitere  Hypothesen  bilden  zu  müssen,  so  be- 
rechnet man  zunächst  (vergl.  pag.  375  ff.)  die  für  alle  folgenden  Hypothesen  «instanten 
Hilfswinkel  nach: 

K.sinTT=sini(iw-Z,)sini(P,„+P,)   ,  Äsinff  =  Bm£(Z,„—  £,)cos£{P,„-|-P,)  | 
wcosJr=cosJ(£,„— •  L,)sm\{P„r- P,)    ,  hcosB=cos^(L,„— L,)cos{{Pm— P,)\   6) 

W'=w-\{ym+y,)  ,       R'  =  H  +  \[y,„-y;}  ,  \ 

dann  mit  Hilfe  der  aus  dem  letzten  Versuche  sich  ergebenden  Werthe  6,  und  8,„- 

sin/,*  =  vß<x»{W  +  4(ft  +  (?„,)}*  +  Ä*sin{ff'  +}{$,  —  $mjp  \ 
+  ww(8,„—  V,„)«n(fl,—  v,)»ü»PwS,arc  i"+  ea»[0,—  tf>,)«n  [»,„—  il>m)n*P,Bmvni",f 

und  erhält  den  heliocentrischen  Bogen  zf„  zwischen  dem  ersten  und  letzten  Ort. 
Nun  berechnet  man  [vergl.   13)  pag.  419]: 

Vm'  =   ft,„'  +  4  x,  t„,  y  +  (ftx„,*  -H  JgftJ}  (tjx  +  y„'     | 

f,"  =  /*,„"  -f-  4  -^y  +  (A  *J  +  A*»1  *-"*  +  y-" 

^'  =  tä  +  4 «?  Cy  +  (A*Ä»  +  A<]  rtS'*  +  #'       8) 

*T  =  /'S"  +  4-^y  +  (A«Ä'  +  A<")  rtT*  +  yTi  | 

in  welchen  Formeln  für  die  j'-Symbole  jene  Werthe  zu  wählen  sind,  welche  in  der 
betreffenden  Hypothese  Verwendung  gefunden  haben ,  also  nach  der  ersten  Hypo- 
these der  Nullwerth.  Ferner  ist  hervorzuheben,  daes  die  mit  x  multiplicirten 
Glieder,  wenn  man  die  vorstehende  Methode  auf  die  Bestimmung  einer  Kometen- 
bahn anwendet,  wegfallen  (vergl.  pag.  420).  Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung 
der  f-Symbole  (vergl.  pag.  100)  wird  man: 

frjrf  —  «    —  L.  L±*JT«L  W  rm]  _  -    _  »,°    L±**m.        1 

\r,  r„]  —  "    —  t„  1  +  *  rm"        '         [r,  rw]  ~  w   ~  %,    1  +  *  ¥°»       I        . 

[*>  M  _  „  _  v        1  [r,r?l  _  no  _  <.         !  [ 

K  '™1        %       *„  1  +  *  3V       '         [r,  r„]  —  B"  —  t„    1  +  *  SPS"'    I 

setzen  und  mit  diesen  n-Werthen  die  Grössen  r„,  /,,  /„,  r°,  /°  und  _/*  nach: 

r„sin2/m  =  rwn,,8in2/„  ,      r£  sin  2/2  =  r„t%  t&n  2f„ 

r„cosz/„  =  r,n  +  r„,n„cos2/„      ,       r°  cos  2/°  =  r,»°  +  r£«?cos2/„ 

r„8ni2</,  =  r,srin2/,  ,      r^aim/?  =*=  r,n°sin2/1„  j.  10) 

r„coB2/,  =  !■„,«„  +  r,noo»2f„      ,       r£coB2</',0  =  rMn°  +  r,»°co82/„ 

Probe :   2/,  -=  2/,  +  2/m  =  2/°  +  2/2, 
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ermitteln.  Die  Berechnung  der  Werthe  t;  [vergl.  26)  pag.  89]  wird  nach  den 
folgenden  Formeln  11)  geführt,  in  welchen  man  für  jede  der  fünf  in  Betracht 
kommenden  Combinationen  die  entsprechenden  Werthe  von  17,  t,  f,  r  und  r'  zu 
Bubstituiren  hat;  in  welcher  Weise  dies  geschieht,  zeigt  das  in  11}  vorangestellt« 
Schema: 


■tott:  q||  ?, 

1.,,  1 1° 

VÜ: 

1. 

■1  f 

f, 

l 

}','. 

h 

fl 

/. 

)8/V^)s 


tg(45°  +  "»)='|//7 


/  = 


ginj/*  +  tg>w* 


t  +  *+f 

Nun  berechnet  man  nach  15)  (pag.  419)  neue  Werthe  für  die  y-Symbole,  welche 
in  den  Formeln  16J  und  17)  nur  die  Grössen  III,  IV,  VI  und  VIII  verändern 
werden,  mit  diesen  sind  die  Gleichungen  17)  abermals  durch  Versuche  aufzulösen. 
Das  eben  erörterte  Verfahren  ist  solange  fortzusetzen,  bis  die  verschiedenen  «-Werthe 
der  Formeln  9)  von  Hypothese  'zu  Hypothese  keine  Änderung  erfahren. 

Bei  ersten  BahnbeBtimmungen  können  die  Beobachtungen  vor  Beginn  der 
Rechnung  nicht  für  Planeten  aberratio  11  corrigirt  werden,  da  zu  dieser  Bestimmung 
die  Kenntnis  der  geocentrischen  Distanzen  nöthig  ist.  Berücksichtigt  man  dieselbe 
im  Verlaufe  der  Rechnung  in  ähnlicher  Weise,  wie  dies  oben  (pag.  296)  bei  der 
ersten  Bestimmung  parabolischer  Elemente  geschehen  ist.  indem  man  sich  g  nach 
Potenzen  der  Zeit  entwickelt  denkt,  so  werden  die  aus  den  ersten  Potenzen  der 
Zeiten  entstehenden  Correctionen  in  dem  Verhältnisse  der  Zwischenzeiten  ver- 
schwinden, in  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  wird  das  Product  derselben  in  die 
Aberration  auf  so  kleine  Correctionen  führen,  dass  deren  Einfluss  gegen  die  ander- 
weitigen Unsicherheiten  als  verschwindend  betrachtet  werden  darf;  man  wird  dem- 
nach, wenn  man  in  der  ersten  Bahnbestimmung  bei  der  ersten  Hypothese  stehen 
bleibt,  was  bei  der  hohen  Convergenz  der  hier  in  Vorschlag  gebrachten  Methode 
wohl  meist  stattfinden  kann,  die  Aberrationszeit  nur  insoweit  berücksichtigen,  dass 
die  Beobachtungszeiten  der  ersten  und  letzten  Beobachtung  vor  der  Ableitung  der 
Elemente  um  die  Beträge: 


corrigirt  werden;  hierbei  sind  die  angesetzten  Coefficienten  logarithmisch  zu  ver- 
stehen und  werden  die  Correctionen  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  erhal- 
ten. Bei  der  Darstellung  der  beiden  mittleren  Beobachtungen  wird  man  in  den 
vorliegenden  Fällen  für  q„  und  q"  mit  genügender  Genauigkeit: 

?-.  =  $■.  +  (?m—  9')~       ,        C°=  Q.  +  (Q,„—  9.)  ~%  }     U) 
(vergl.    32}  pag.  299]   annehmen   dürfen    und  danach   die   Beobachtungszeiten   ver- 
bessern, bevor  man  aus  den  Elementen  die  geocentrischen  Orte  ableitet. 
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Will  man  aber  auf  die  Zahlen  der  ersten  Hypothese  eine  zweite  aufbauen, 
so  wird  man  die  Zwischenzeiten  und  die  damit  im  Zusammenhange  stehenden  Coeffi- 
cienten  wegen  der  Planetenaberration  verbessern  und  hierzu  die  Werthe  $„  und  f° 
in  strengerer  Weise,  als  dies  nach  13)  geschieht,  ermitteln.  Man  berechnet  zunächst 
nach  der  bekannten  Formel  aus  q,  und  q„,  die  heliocentrischen  Coordinaten  [vergl. 
Anhang  III  11)],  aus  diesen  die  Elemente  i  und  Q  [Anhang  III  12)]  und  die 
Argumente  der  Breite  [Anhang  III  13)]  und  erhält  so  2/,,  =  u,„  —  «„  welcher  Werth 
überdies  mit  dem  aus  7)  (pag.  423)  abgeleiteten  übereinstimmen  muss.  Die  For- 
meln 8),  9),  10)  (pag.  423)  werden  dann  2  f„  if?,  2/,,,  und  2ff„  finden  lassen  und 
man  hat  die  Argumente  der  Breite  für  die  mittleren  Beobachtungen : 
u„  =  u,  +  2/,„  =   «„,  —  2/       1 

«2=  «,  +  2/s=  ««-~2/,°.  I 

und  daraus  nach  den  bekannten  Formeln  zum  Übergang  vom  heliocentrischen  auf 
den  geocentrischen  Ort  mit  eventueller  Vernachlässigung  der  Sonnenbreite: 
Q„cos(i„co6{l„ —  Q)  =  r„cosw„+  Rrcoa(L„ — 0) 
Q„cmß„Bm[i.„ —  Q)  =  r„  sin  «„cos*  +  fl„sin(.L„ —  Q) 
q„  sin  ß„  =  r„  sin  u„  sin  1 
q°  cos  ß°  cos  (A£ —  Q )  =  r°  cos«°+  R°  cos  (L£ —  Q ) 
Q°coaß°sin(l° —  Q)  =  r°smu°eoai  -\-  R°Bm{L° —  Q) 
p"sin/?J  =  r°siau°aiai. 
Aus  diesen  Formeln  wird,  wenn  man  die  erste  der  Gleichungen  einer  jeden  Gruppe 
beziehungsweise  mit  cos(A„ —  Q)  und  cos(Jt£ —  ß),    die  zweite  mit  sin(A„ —  Q)  und 
sin(/° —  Q)    multiplicirt   und    addirt,    die   dritten   Gleichungen    aber   unverändert 
läset,  leicht  abgeleitet : 

£„  cos  ß„  =  r„  {cos  u„  cos  (i.„ —  Q )  ■  1  ■  sin  u„  sin  {l„ —  Q )  cos  t)  +  S„  cos  (l„ —  L„)  | 
Q„emß»  =  r„  sinn,  sin  t 

p°  cos(J°  =  r£{co»  u?cos  (1° —  Q )  +  sin  u°  sin  (X° —  Q )  cos  1)  +B°cos  (1%  —  L°) 
ß£sin#J  =  r°  sin  t*°  sin  i.  ; 

Diese  strengere  Berechnung  von  ()„  und  q„°  erscheint  ziemlich  verwickelt,  allein 
eines  grossen  Theües  der  diesbezüglichen  Zahlen  bedarf  man  ohnedies  zur  Vor- 
bereitung für  die  folgende  Hypothese.  Im  Allgemeinen  und  besonders  bei  einer 
Planetenbahnbestimmung  wird  man  nicht  genöthigt  sein,  von  diesen  Formeln  Ge- 
brauch zu  machen,  wenn  man  die  mittleren  Beobachtungen  als  vollständige  ansieht; 
diese  Voraussetzung  ist  zwar  auf  Grundlage  der  bisherigen  Entwicklungen  nicht 
völlig  zu  rechtfertigen,  da  die  mittleren  Beobachtungen  durchaus  als  unvollständig 
angesehen  wurden ,  man  kann  sich  aber  über  dieses  Bedenken  hinwegsetzen  und 
rechnet  dann  zunächst: 

coai/f„  =  cob/7„cos(JI„ —  L^  cosi^JJ  =  cob/j"cos(JI° —  L°)  1 

sinu>HcosPn  =  cos/?„sin(Ä„ —  L„)        sintfi%coaP%  =  cos/?" sin (i° —  L°)  >  16) 
ainif>„amP„  — ■  sinß„  sin u>° sin ?£  =  sm/?°  ;  J 

Ojpolur,     BthrtMUBBUfM.    I.    1.  All*t*.  *  5J 
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da  nun  [vergl.  2)  pag.  291)  die  Relationen: 

r„*  =   B„a  —  2  e„  Ä«  cos  j*„  cos  (l„  —  i„ )  4-  f„* 
r«  =   R„*—z  e°  fi?  cos  #?  cos (l?—  L°)  +  g°\ 

bestehen,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  f„  und  qh"  schliesslich  die  Gleichungen : 

p„  =  Äw  cos  t/<„  ±  Kr«1—  (ÄTffln  i/*«j* 


<?"  =  -ß"  C08  ^n  —  Vrnl —  (Rh  am  "W)1 


■7) 


in  welchen  bei  der  Anwendung  auf  die  kleinen  Planeten  stets  nur  das  obere  Zeichen 
Geltung  haben  wird.  Wie  man  sieht,  leisten  die  Formeln  16)  und  17)  die  Be- 
stimmung  von  q„  und  q','  in  sehr  bequemer  Weise ,  wenn  sie  auch  vom  theoreti- 
schen Standpunkte  deshalb  nicht  völlig  gerechtfertigt  erscheinen  ,  da  zu  ihrer  Be- 
rechnung Zahlen  herangezogen  werden ,  die  den  Grundlagen  der  Rechnung  fremd 
sind.  Allerdings  können  die  Formeln  unter  Umständen  unsichere  Resultate  geben, 
doch  würde  dies  nur  bei  Kometenbahnen  der  Fall  sein,  bei  denen  man  kaum  je 
Veranlassung  haben  wird,  von  denselben  Gebrauch  zu  machen. 

Schliesslich  muss  darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  dass  bisher  über  die 
Lage  der  grössten  Kreise,  welche  gleichsam  die  mittlem  Beobachtungen  ersetzen, 
keine  Bestimmung  getroffen  wurde.  In  dieser  Hinsicht  wird  auf  den  diesbezüg- 
lichen Abschnitt  des  KometenproblemB  (pag.  282  ff.)  verwiesen ,  wonach  zur  Be- 
stimmung der  Lage  des  grössten  Kreises  die  Gleichungen : 


tgJ  sin(X„ 

-n)  =tgft 

<gj  «.(j. 

—  U)  =  k'"~ 
1      ß.-c 

tg  Ja  sin  (X  ° 

-  n-)  =  tgl«; 

*/"««(»; 

'     ß,—ß 

herangezogen  werden  können,  welche  wohl  meist  eine  ausreichende  Annäherung 
ergeben  werden.  Bei  den  kleinen  Planeten  jedoch  wird  man  von  diesen  Formeln 
keinen  Gebrauch  machen ;  denn  bei  der  relativ  geringen  Neigung  der  Planeten- 
bahnen wird  in  den  in  Betracht  kommenden  Fällen  die  geocentrische  Bewegung  in 
Länge  gegen  jene  in  Breite  meist  so  überwiegend  sein,  dass  man  ohne  wesentliche 
Beeinträchtigung  der  Genauigkeit  [ß,  —  ß,„)  :  (i,„  —  X,)  der  Null  gleich  setzen  darf, 

wodurch  man: 

/=   go°  /°=90°1 

erhält  und  die  Formeln  6)  (pag.  415)  sehr  vereinfacht  werden.  Die  im  Anhange 
für  die  Berechnung  einer  Planetenbahn  aus  vier  Orten  aufgenommenen  Formeln 
nehmen  auf  die  durch  Gleichung  19)  bewirkte  Vereinfachung  Rücksicht,  während 
die  für  die  Kometeobahnbestimmung  geltende  Zusammenstellung  die  Gleichungen  18) 
für  die  Bestimmung  der  Lage  der  grössten  Kreise  heranzieht. 
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app.  i. 

1   |™40'85 

—  i°  52'  44"8 

47    26.37 

—  0   28  317 

35    1554 

+  0   48   19-1 

28    5893 

+  1    32   24-7. 

3.  Beispiele. 

Als  Beispiel  der  ersten  Bahnbestimmung  eines  kleinen  Planeten  aus  vier 
Beobachtungen    sollen    die    folgenden    Beobachtungen   des   Planeten   (Gj    Angelina 

Boobaehtgaort.      Ortaseit. 
1861   März     7  Bonn     13*  7m34*3 
,,      24  Berlin     9  52    46-0 
April  10       ,,         9  22    160 
>>     29       i,        13     3    29'° 
Dieselben  wurden  absichtlich  einer  bereite  länger  verflossenen  Epoche  entlehnt,  um 
an  denselben  den  Vorgang  zu  erläutern,  den  man  bei  der  Benützung  älterer  Jahr- 
gänge   des   Berliner    astronomischen  Jahrbuches    rückeichtlich    der  Heduction    der 
Beobachtungen  und  der  Bestimmung  der  Sonnencoordinaten   mit  Vortheil  befolgen 
kann ;  die  Zwischenzeit  {53  Tage)  wurde  hauptsächlich  aus  dem  Grunde  wesentlich 
grösser  gewählt,   als  dies   sonst  bei  ersten  Bahnbeatimmungen  vorkommt,    um  die 
hohe   Convergenz  der  hier  in  Vorschlag   gebrachten   Methode  darzuthun   und   den 
Beweis  zu  liefern,    dass  man   bei  solchen  Rechnungen   wohl  stets  mit  der  ersten 
Hypothese  ausreichen  wird. 

Mit  der  Läugendifferenz  Bonn  2  5™  11*6  West,  von  Berlin  wurde  die  Zeit  der 
ersten  Beobachtung  auf  den  Berliner  Meridian  übertragen ,  hierauf  wurden  die  Zeit- 
angaben in  Decimaltheile  des  Tages  verwandelt  und  für  die  so  erhaltenen  Berliner 
Zeiten  dem  Berliner  Jahrbuche  1861  die  wahren  Dingen,  Breiten  und  Entfernungen 
der  Sonne,  ferner  die  Nutation  und  wahre  Schiefe  entlehnt  und  erhalten : 

Bari.  Zeit.        wahre  Sonnenlange.  w.  Breite.  log  it.  Nut.        wahre  Schiefe. 

1861  März    7-564420     347°28'  q"q8     +  o"o6     9-9970450     + 16"75    23°27'2g"5o 
,.      24-411  644         4  13  26-66     — 0-41     9-9990706     +  16-13  29-40 

April  10390 463       20  564276     +  0-65     0001  21 51     +15-55  29-11 

„     29-544086       3937    0-12+0-15     0-0034354     +15-23  28-63. 

Um  die  allgemeine  PräceBsion  zwischen  dem  Jahresanfänge  und  dem  Beobachtungs- 
datum und  die  Präcession  in  Breite  für  die  Sonnenorte  zu  ermitteln,  wurde  die 
Tafel  X  benützt,  welche  ergab : 


Tafel  X. 

Atgum.  I 

Prfic. 

Red.  d.  B. 

96-030 

+    9">7 

—  o"oi 

0-644 

+  n-49 

+  0-02 

5-292 

+  13-82 

+  O-oö 

IO536 

+  16-46 

+  o-ii; 

die  auf  das  mittl.  Äquin.  i86r-o  bezogenen  Sonnenlängen  und  Breiten  sind  somit: 
i-     347°27'44"o6         +  o"o7 

2.  4    12   59-04         —0-43 

3.  20   56   13-39         +o-59 
4-       39    30  2ß-43         +004. 

5*' 
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Mit  der    entsprechenden    wahren   Schiefe   wurden    nun   die    scheinbaren   Orte   des 
Planeten  nach  Anhang  I.  4)  in  scheinbare  Längen  und  Breiten  umgesetzt: 

1810   8'    i"i  —  i°33'i3"4 

177   18  29-0         —  1   41     8-8 


174       O    12-1 

172   16  155 


43     7-4 
39  49-8 1 


sodann,  um  diese  Coordinaten  auf  das  mittl.  Äquin.  18610  zu  beziehen  (Jahres- 
anfang: —  009  Januar),  die  Formeln  1)  (pag.  247)  in  Anwendung  gezogen,  nach 
welchen  sich  fand: 


Aberration  j 

—  *9V 

—  2o"34 

—  008 

—  18 

27 

—  i3"89 

—  Nutation 

-  16-75 

-16-13 

— 15 

55 

~!5-23 

—  PraceBs. 

—    9'"7 

—  11-49 

— 13 

82 

—  16.46 

Jl 

—  45-89 

—  48-04 

—  47 

74 

—  45.69 

Aberration  J 

—  013 

O-OI 

+  0-07 

—  O-Ol 

+  0 

—  0 

28 

Ol 

+  o-44 

—  O-Ol 

Präcession 

+  001 

+  O-OI 

0 

00 

o-oo 

Jß 

—  0-13 

+  007 

+  0 

27 

+  0-43. 

Zur  Elimination  der   Parallaxe   und   der   Sonnenbreiten  wurde  der  locus  actus  ein- 
geführt;   die  Hauptmomente  des  bezüglichen  Verfahrens  sind: 


<p' 

50°32'  5 

52°I9  I 

520 19  I 

520 19  1 

log  7th 

0-9459 

0-9459 

0-9459 

0-9459 

6 

■82°35'9 

I50°30'i 

■59°3°'7 

*33°47'7 

1 

156     7-9 

131  58-8 

138  188 

200  49-7 

sin  l 

98571 

9-7827 

9-8070 

9-9649 

cos  h 

98415 

99006 

9.8849 

9.5870 

JL 

+  53*79 

—  29"ä7 

-■'""35 

-3'  n'j  1 

^log.R 

+  4891 

■4-  4206 

+  3228 

+  4017  (Einheiten  d.  7.  Dec.) 

dt 

—  6 

—  5 

—  5 

—  8  {Einheiten  d.  6.  Dec.). 

Grundlagen  dei 

Rechnung 

haben  sonach  zu  gelten: 

t 

l 

P 

L 

log* 

März   7-564  414       181°   7 

15"2      — 

•°33'23"5 

347°28'37"8 

9-997  534 

„     24-411  639       177   17 

41-0    — 

1  41     8-7 

4  12  29-8 

9.999  491 

April  10-390  458       173  59 

24.4     — 

1   43     7-1 

20   54   5IO 

0-001  538 

„    29544  078       172  15 

298     — 

1  39  494 

39  33     3-7 

0-003  ^37- 

Die  nach  Anhang  IV  vorgenommene  Bahnbestimmung,  welche  die  beiden  mitt- 
leren Breiten  unberücksichtigt  lässt,  erscheint  hier  vollkommen  ausgeführt,  um  daran 
die  zweckmässige  Anordnung  der  Rechnung  zu  veranschaulichen. 
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Nach  Anhang 

IV.  A.  1]: 

iL—  l, 

—  3°49'  34*2 

«—  *. 

—  7°   7'  5o"8 

b* —  Kt 

—  5      2    II-2 

i^« 

—  I  43  54-6 

tän{l„—  l.) 

8.824  318 

»in(l;—  l,) 

9,093  892 

Bin(i„ — 1„) 

8,943  442 

sm[i„, —  X°) 

8,480317 

<f. 

8,824  '58 

<f° 

9.093  732 

f. 

8,943  259 

<r% 

8,480  134 

L.—  K 

I70°io'  56"8 

l.—i; 

■73°29'>3"4 

L.—  K 

[86  54  48-8 

L°—K 

206  55  26-Ö 

L 1» 

222    15    22-7 

i--« 

225  33  393 

sin(Z,  —  XJ 

•     9-23"  754 

•in(£,  —  JJ) 

9-054719 

«in(L„—  K) 

9.080  524 

.in(i;—  «) 

9»655  915 

8in(L«—  IJ 

9,827  659 

8in(£« —  i%) 

9,853  696 

e. 

9  229  288 

0? 

9-052  253 

o. 

9,080015 

OS 

9,657  453 

GW. 

9,831  496 

OS 

9.857  533 

Nach  Anhang  IV.  A. 

*)■■ 

l,  —  L, 

I93°38'37"4 

1 L, 

!32°42'  26"l 

cos(i,  —  Li] 

9,987  568 

COS&W Art) 

9.831  39I 

aia[l,  —  £,) 

9,372  698 

sin(JL—  Lm) 

9-866  186 

sm  i/i,  cosP, 

9i^72  538 

siin/i,.,(x>sP,„ 

9-866  003 

9,997  138 

9-999  661 

Bin  *J\  sin  P, 

8.433  9«" 

sin  t/)„,  sin  P,„ 

8.462  897 

Bin!/., 

9-375  4<» 

sintp„, 

9.866  342 

COßl//, 

9,987  408 

OOHpm 

9,831  208 

JV, 

—  0-965  922 

N„ 

—  0-683  983 

log/J, 

9-372  934 

log-D. 

9-870  179 

Nach  Anhang  IV.  A. 

3): 

t„,—  U,  +  36-132  439 

*«—  t?  ■ 

4-  19-153620 

k—  t,  +  16-847  225 

C— l  +  33-826  044 

t,«—  t,  +  52-979  664 

log(t»_  (,) 

1-557  897 

log(<„^  <») 

1-282  251 

log(<„-<,) 

1-226  529 

logW—  *) 

■•529252 

log(t-  1,) 

1724  109 

I, 

9-793  478 

T? 

9-517  832 

*m 

9-462  HO 

'S 

9764  833 

»., 

9.959  690 

I,1 

9-586  956 

ff» 

9  035  664 

I»' 

8-924  220 

«s1 

9-529  666 

••' 

9-919  380 
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Subt. 

9-8o3  53O 

Subt. 

9-832  109 

-\K 

9.480  495 

-Jrt' 

9»36i  775 

löge» 

9n°°5  434 

log  C.°' 

9486714 

Subt. 

9-953  T>1 

Subt. 

0162  293 

-in 

9-873  08a 

-i< 

9.691  959 

log*C 

9.998021 

log  Hm 

9„8i6  898 

Art 

9.082  55S 

Art' 

"TbÜIsm 

A  ««' 

8.651  219 

A«' 

9-256  665 

Art 

9.475  >42 

Art" 

9,294019 

Subt. 

9.799  069 

Add. 

0.178842 

Subt. 

9929421 

Subt. 

8-953362 

ni:rt 

8.88 1  624 

ny:< 

9-435  507 

logJIi 

8487  058 

log«S' 

8-922  221 

n;:rt 

logli 

9.404  5»3 
9.40z  584 

lognj" 

8„210  027 

8-026  925 . 

Nach  Anhang  IV.  A 

■4): 

0-331  368 
0n286  029 
0-189  016 

4*?1 

9752  999 
o„572"9 
9-637  724 

*»5  T.» 

0-497  580 

t„:  T,° 

0194  857 

-a:<f. 

0.136  756 

-«  =  <fS 

'»'77  319 

4*.** 

9-857  648 

4*?<S 

9-884  725 

Q.:<f. 

0-888  237 

as^tfs 

'■377  399 

ei 

9»öo5  434 

rt 

9486714 

i.a:»»cT„ 

0.617  397 

«,°Q°:«S(fS 

oM325  118 

fii 

8-487  058 

ns' 

8-922  221 

*c 

9.998021 

rö" 

9,816898 

—  «,a:i»cf„ 

0.634  33* 

—  ««:»,;  efS 

i„372  176 

n; 

9402  584 

JIS" 

8-026  925 

| 

—  4-14378 

1- 

-  2-11406 

Zu  a  < 

—  4-30860 

zuaa|  — 

23  56005 

1 

+  7-73102 

l-^  23-84511 

a 

—  072136 

'''o       — 

-  1-82900 

zu  x,( 

4-  1-67044 
+  4-28901 

m'1+ 

-  0-64838 
'5-455'8 

x. 

+  5-95945 

x,°    + 

14-80680 

ZU  V,  { 

—  2-98569 

—  0-98720 

zu  v°  \ 

-  1-62122 
11-53570 

V, 

—  3-97289 

v,°   — 

13-15692 

ZU  7t,  | 

—  0127  191 

ZU  Tt,°  i 

-  0-176  742 

—  1-088  730 

-  0-250  669 

it. 

—  1215  921 

it,°      - 

-0-427  4"- 
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Nach  Anhang  IV.  A.  5) : 

«v:  rm         0-331  368 

*":  C        9-752  999 

(f ,  •  <f„,         9-880  899 

<f?-<f?„        0-613  598 

4.T,1          0-189  0I° 

4i,°i        9-637  724 

K        9*605  434 

M,°'        9-486  7"4 

*><f,  ■  V,»<fm             0-212  267 

*?<??••  «£<fS         0-366  597 

Tl'„        8-487  058 

11°,'        8-922221 

S     +  1  630  296 

h     +  2-3z5  932 

0,     —  0,657  205 

a,°    +  0-713  363 

v,     +  1-174  668 

v°    +  1-783  700 

X,     +  0050  041 

%?    +0-194455 

Nach  Anhang  IV.  A.  6): 

/     +1-107  64° 

V     —  1275  180 

ß(U  —  8.847  35o 

£»•+10.383  125 

ßm  +9.184030 

gm  _  8.564  905 

ßW  —0-788  510 

BIS)  —0-821  666 

log^t»       0963  033 

log  BW        0*932722 

log/?«       9,896  807 

logBW        9„9i4Ö95. 

Nach  Anhang  IV.  A.  7): 

//      +  0-695  636 

F//     +1-978  114 

«(1)  +  I-37Q  568 

J?<"  +  0-028  079 

e<2)  _|_  0-609  °32 

£<*>  +  1-479  >84 

8P)  +0-144414 

£«1  +0-122  248 

löge"'       9784  640 

log  BW       0-170022 

löge'3'       9-159  609 

log£43)       9.087  242 . 

Nun  beginnt  die  Auflösung  durch  Versuche;  die  Resultate  der  drei  Hypo- 
thesen nach  Anh.  IV.  A.  8)  werden,  um  Raum  zu  sparen,  unten  nebeneinander 
mitgetheilt ,  ebenso  die  Zahlen,  welche  die  Benützung  der  Formeln  Anh.  IV,  A,  9) 
gegeben  hat.  Für  den  ersten  Versuch  wurde  za=  0-01,  ya=  o  angenommen  und 
ergab  die  Durchrechnung  xe — xa=  — 0-0014  1078,  y, —  ya=  +o-on  2034,  welche 
Zahlen  in  Verbindung  mit  den  Differentialausdrücken  [Anh.  IV.  A.  9)]  auf  die  Werthe 
*„  =  +  0-008  2580,  ya—  +  0012  481  führten,  die  nun  dem  zweiten  Versuche  zur 
Grundlage  dienten;  für  diesen  fand  sich  xe  —  xa  =  +0-00000948,  y9  —  y„  = 
=  —  0-000  0072.  Um  mit  dem  dritten  Versuche  die  Rechnung  zum  Abschluss  zu 
bringen,  wurden  die  Differentialansdrücke  mit  den  neuen  Werthen  des  zweiten  Ver- 
suchs berechnet,  wiewohl  man  hierfür  ohne  allzu  grossen  Schaden  auch  die  Zahlen 
des  ersten  Versuches  hätte  benützen  können.  Die  Durchführung  des  dritten  Ver- 
suches zeigt ,  dass  durch  denselben  in  der  That  den  zu  Grunde  gelegten  Zahlen 
völlig  genügt  wird. 
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Nach  Anhang  IV.  A.  8) : 

Verwich 

I. 

1. 

1- 

logza 

8-ooo  ooo 

7.916  875 

7.917  476 

tog^a 

—  00 

8-096  249 

8-095  728 

i»(I>y0 

o-ooo  ooo 

+  0-114  02° 

40-114  488 

ß™xa 

—  0-007  885 

—  0-006  512 

—  0-006  521 

III 

—  8-855  235 

—  8-739  236 

—  8-739  383 

emya 

0000  000 

+  0-007  °°i 

+  0007  592 

B^Xa 

+  0-001  444 

+  o-ooi  193 

+  0001  194 

IV 

+  1-372  012 

+   1-379  3°2 

+  1-379  354 

BVya 

o-ooo  000 

—  0-106  898 

— 0-106  770 

B™xa 

—  0-008  217 

—  0006  785 

—  0-006  795 

VI 

+  10374  908 

+  10-269  442 

+  10-269  560 

*my. 

o-ooo  000 

+  0-018  462 

+  0-018  440 

mxa 

+  O-OOl   222 

+  o-ooi  010 

+  O-OOI  011 

VIII 

+  0-029  3OJ 

+  0-047  551 

+  0047  530 

log  III 

°»947  2°° 

o»94i  474 

0,941  481 

log  IV 

0137  358 

0-139  678 

0-139  676 

log  VI 

1-015  984 

1-011  547 

1*011  552 

log  VIII 

8-466  882 

8-677  160 

8-676  968 

HIxa 

—  0-088  552 

—  0-072  169 

—  0072  270 

IVxa 

+  0.013  72° 

+  o-pn  391 

+  0-01 1  406 

VIxa 

+  0-103  749 

+  0-084  8°5 

+  0-084  924 

VIIIx„ 

+  o-ooo  293 

+  0-000  393 

+  0-000  393 

log  (/+///*„) 

0-008  212 

0-015  138 

0-015  095 

log  (// +ir*j 

9-850  865 

9-849  436 

9-849  445 

io»e. 

0-157  347 

0-165  7°2 

0-165  650 

aff{Pir+F77/zj 

0-296  316 

0-296  338 

0-296  338 

[vn+vm^f, 

-f-  2-842  253 

+  2-897  613 

+  2-897  267 

Q- 

+  1  436  637 

+  1464  543 

+  1-464367 

f«, 

+  1-670  822 

+  1  707  238 

+  1-707  011 

■<*(.?, -A3 

0-380  674 

0-385  690 

0-385  658 

i^ifb-Äj 

o-37»  955 

0-378  620 

0-378  579 

tgÖ, 

1-007  740 

I-OI2  756 

1-012  724 

tg0w 

0-501  776 

0-508  44] 

0508  400 

sin  0, 

9-097  9'5 

9-997  962 

9.997  961 

sin  ö,„ 

9.979  464 

9-980  057 

9-980  054 

log*", 

0-382  759 

0-387  728 

0-387  697 

logr„ 

0-392  491 

0-398  563 

0398  525 

Subt. 

8-355  27' 

8-402  48- 

8*402  20- 

Add. 

0-296  191 

0-295  646 

0-295  650 

*m—  •"» 

8-73803. 

8-79021- 

8-789  90- 
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r,„+  rr  o-688  682 

log  y,  8049  35- 

log*«  7-933  954 


0-60,4  209 
8-096  oo- 
7-917  373 


0-694  '75 
8095  72- 
7-917  475 


4-  0-010  00000  +  o-ooS  25800 

+  0-008  58922  +  0008  26748 

—  0001  41078  +0-00000948 

O-OOOOOOO  +  0-OI2  481O 

+  O-OI I  2034  +  0-012  4738 

+  001 1  2034  —  0-000  0072. 


Nach  Anhang  IV. 

A.  9): 

1 

tu  Versuch  l 

.  iu  Versuch  1. 

u  Vorsuch  1 . 

zu  Versuch  s. 

IV«, 

O2947 

o-3054 

E«'q,    +21252 

+  2-1662    ' 

Add. 

0-0873 

0-0903 

sm+£(>jf,   . 

-6-4397 

-  6-3987 

Zähl. 

■.0345 

1,0318 

log(BW+£"fJ 

0,8089 

o„8o6i 

log«. 

1,1836 

1,1824 

(«01+  jmj,)».- 

—  0-06440 

—  005284 

«oip, 

9.942O 

9-9503 

{VII+VIIIru)ß,  +023168 

+  0-19160 

Sunt. 

9-9565 

99556 

Iok/S. 

9-2234 

91423 

Zähl. 

O9195 

O-9186 

ar  sin  f?, 

1.1815 

1,1804 

za  Zähl 

8-9195 

8-8355 

a,„ftin  ß,„ 

'.2757 

1,2761 

logft 

9.0686 

8-9861 

Add. 
o,Binö,+  a,„8int*„ 

0  2565 
'»5322 

0-2558 

Vlllf,,    +0.0421 

-t-  00696 

1,5319 

ri+ruit.+ 

IO-417O   - 

+-  10-3390 

3:(i-.+  r«)< 

7.7224 

7-7003 

[VII+VIIha)a.- 

-30193      - 

—  30-I09 

log(<-,-  .) 

9,2546 

9,2322 

log  «,, 

■  „2962 
9.0665 

1,2960 
8-9841 

log". 

99140 

99187 

ft«in». 

c,<L 

9.9104 

99158 

ßmma.6m 

9-2029 

9.1224 

c„d, 

6-9932 

6-8854 

Add. 

O-2382 

02374 

Suht. 

9.9995 

9-9996 

p.nn»,+  ß,tm6,. 

94411 

9-3598 

log(i  :  n) 

99099 

9-9154 

logrf. 

7-1635 

7-0601 

logX, 

0-0865 

0-0817 

r„,  a.  Bin  6, 

'n5740 

',5700 

logX„ 

7,2536 

7,1447 

r,  a,„8inö„, 

■»6585 

1,6638 

log  1", 

00041 

0-0033 

Suht. 

93320 

9-3337 

l«g  Yr. 

9,9198 

9,9099 

log  Diff. 

0-9060 

0-9127 

log  {*# —  za) 

7,1495 

4-9768 

»:(r,+  rj> 

89237 

8-9126 

log(»e—  S»J 

80493 

4,8573 

log  c,„ 

9-8297 

9-8253 

(».-».lar.-io' 

—  17219 

+  114-4 

r„p,sin0. 

9-4590 

9-3827 

k,-«JV»' 

—  201 

+  0-1 

r,J?„sinöm 

9-5057 

95101 

^•10' 

—  17420 

+  1145 

Suht. 

9-5299 

9-5326 

!y.  —  »•)*»•■<>' 

+  113080 

—  72-55 

log  Diff. 

8,9889 

8,9"  53 

{'.—  *.)>V">' 

+  11730 

—  77-04 

log«,-  .) 

7,9126 

7,8279 

^y  ■  10' 

+  124810 

—  149-6. 

log*. 

9.9964 

9-9971 

I.  Ailue. 

U 
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Die  im  letzten  Versuche  gefundenen  Werthe  von  p,  und  („, : 
log  q,  =  0-165  65° 
logi?,,=  0-232  237, 
sind,  da  für  dieselben  z"a=  xt,  </„  =  ye  wird,  zur  Ableitung  der  Elemente  zu  ver- 
wenden.   Verbessert  man  die  Beobachtungszeiten  für  Aberration  nach  Anh.  IV.  A. 
10),  so  rinden  sich  für  dieselben  die  Werthe: 

i.März     7564414  —  0-008452    =   März     7555962 

2.  ,,      24-411639  —  0-008898    =      ,,       24-402741 

3.  April  10390458  —  0-009  346    =  April  10-381  112 

4.  ,,      29-544  078  —  0-009  852    =       ,,      29-534  226 ,  ■ 

welche  bei  der  folgenden  Ableitung  der  Elemente  und  bei  der  Darstellung  der  mitt- 
leren Beobachtungen  in  Betracht  kommen.  Da  für  die  Rechnung  der  Elemente  ein 
ausfuhrliches  Beispiel  schon  vorliegt  (vergl.  pag.  387  ff. ) ,  10  genügt  es ,  hier  die 
Hauptzahlen  mitzutheilen.  , 


Nach  Anhang  III. 

11):     l,  = 

I75°36'28"5 

l„  = 

189°  29'  15*7 

log  tg  b,  = 

8,211993 

log  tg  bm  — 

8„29Ö  694 

logr,   = 

0.387  696 

log  rm  = 

0398  525. 

Nach  Anhang  III. 

12):     Q    = 

31 1°  9'34"o 

i    = 

I°I9'58"2. 

Nach  Anhang  III. 

.3):     «,    = 

224   27   22-6 

«...  = 

238  20     6-8 

«,„—  w,  =  if„  = 

3°  52 

'  44"2- 

Nach  Anhang  III 

15):    ««»  = 

o°lo'42"9 

log  *,,  = 

7'923  759 

log  /„  = 

7-57"  597 

log  V  = 

0-007  979 

logm,,  = 

7846  517 

t»  - 

3°13'32"i 

t,  = 

+  o-ooo  001 

u.  - 

3  28  II- 1. 

Nach  Anhang  III. 

16):    F,  - 

58° 40'  S5"5 

«,  = 

5i°44'33"4 

G.  = 

52  36     9.9 

t>„  = 

°5  37  17 

6 

f  = 

7  24     32 

-B,  — 

46     9     5 

7 

log  }•'  — 

9-068  186 

E„,  — 

59     3   14 

1. 

NachAnh.III.17), 

l8|:logJ>  = 

0-421  019 

M.   = 

40  49  44 

7 

log  //  aus  log  p    s= 

2-907  580 

M,.= 

52  43  27 

0 

log  ft  aus  (M„, —  M,)  = 

2907  572 

u    = 

172  42  49 

2 

logf    = 

2.907  576 

n    = 

123  52  23 

2. 

danach  log  a    = 

0-428  287 

Legt  man  die  Epoche  auf  186 

Mälz  7-5,   so 

gelte 

n  die  folgenden  Elemente 

®  Angelina. 

Epoche  ■ 

861  März  7-5 

mittl 

Beil.  Zeit 

Jl*  =     40°48'  59"5 

M  =  123  52 

23.2 

1    mittl. 

Äquinoct. 

Q  =  311     9 

340 

I           1 

36i-o 

1  —       1   19 

58-2 

if  =       7  24 

3'2 

u  =  8o8"30< 

log  a  =  0428  2 

87- 
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Die  in  der  Darstellung  der  beiden  mittleren  Orte  unter  Benützung  der  eben  ange- 
gebenen, für  Aberration  genähert  corrigirten  Zeiten  auftretenden  Hauptzahlen  sind : 
Nach  Anhang  III.  19):     M„  =   44°36'  42"!  M°  =  48°25'25"8 

E.  =   50  17  21-2  £°  =  54  25  36.4 

v»  =   5°  «3  5'-5  t>£  =  60  41     3.5 

log  r„  =      0-390  988  log  r°  =     0-394  460 

K  =    >73°59'24"9 
ß°  =  —  1  43     9.4 

f  (tt„  cos  ß„  =  —  o"g  «ö£  cos  ß°   =  —  o"5 

Beob.-  Rechnung  {   ,  , 

Wie  man  sieht,  werden  die  mittleren  Längen  innerhalb  der  Unsicherheitsgrenzen 
einer  sechsstelligen  Rechnung  dargestellt,  woraus  die  hohe  Convergenz  der  hier  in 
Vorschlag  gebrachten  Methode  erhellt  und  die  Richtigkeit  der  oben  gemachten  Be- 
hauptung, dass  man  durch  dieses  Verfahren  bei  ersten  Bahnbestimmungen  stete  mit 
der  ersten  Hypothese  ausreichen  wird,  gefolgert  werden  muss,  denn  die  im  vor- 
liegenden Beispiele  gewählte  Zwischenzeit  von  53  Tagen  wird  bei  ersten  Bahnbe- 
Stimmungen  der  kleinen  Planeten  kaum  je  überschritten  werden.  Die  Darstellung 
der  unabhängigen  Breiten  ist  eine  befriedigende  und  lehrt ,  dass  den  zu  Grunde 
gelegten  Beobachtungen  keine  wesentlichen  Fehler  anhaften. 


Um  an  einem  zweiten  Beispiele  jenen  Vorgang  darzulegen ,  welchen  man  zu 
befolgen  hat,  wenn  mehrfache  Hypothesen  gebildet  werden  müssen,  soll  der  Theo- 
ria motus  (pag.  200  der  th.  m.)  das  Vesta- Beispiel  entlehnt  werden.  Gauss  corrigirt 
im  Verlaufe  der  Rechnung  die  Beobachtungszeiten  für  Aberration,  da  aber  bei  so 
grossen  Zwischenzeiten  fast  ohne  Ausnahme  Näherungswerthe  für  die  geocentrischen 
Distanzen  bekannt  sind,  so  wurden  hier  sofort  die  für  Aberration  verbesserten  Zeit- 
angaben eingeführt,  wozu,  um  identische  Grundlagen  für  die  Rechnung  zu  erhalten, 
jene  Beträge  herangezogen  wurden,  die  Gauss  (pag-  203  der  theoria  motus)  selbst 
verwendet  hat.  Man  wird  demnach  als  Grundlagen  der  Rechnung  anzunehmen  haben: 


(Par.  Zeit)  Jahrestag 

1 

C 

L 

Hü 

1807     89  497  827 

■78°43'  38"9 

+ 

I2°27'    6"2 

9°"'  33"7 

9.999  799 

'37-335  581 

■74     '   3°-" 

+ 

10    -8     7-8 

55  56     o-6 

0-005  '38 

192-407  337 

187    45    42'2 

+ 

6  47   25-5 

108  35  20-3 

0007  174 

251-272  756 

213  34  15-6 

+ 

4   20   21-6 

165     9   187 

0003  062 

welche  Coordinaten  sich  auf  das  mittlere  Äquinoctium  18070  beziehen.  Die  Rech- 
nung kann  der  Hauptsache  nach  wie  bei  ersten  Bahnbestimmnngen  vorgenommen 
werden,  weshalb  man  mit  V ortheil  von  der  Formelzusammenstellung  im  Anh.  IV.  A. 
Gebrauch  machen  wird ;  die  für  die  Bildung  weiterer  Hypothesen  und  Näherungen 
erforderlichen  Zusätze  sollen  in  dem  hier  durchgeführten  Zahlenbeispiel  aufgewiesen 
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Nach  Anhang  IV.  A.  i)  wird  man  erhalten: 

log  (f.  =  8«9°3  376 
log  (f  ,„=  9-802  687 
logO,  =  9„422  144 
loga.  =  o.„95°7°4 
logQ»  =  9,191  119 

nach  Anhang  IV.  A.   2): 

sin  i/>,  =       9-448  671 

cos  tp,  =       9n9^2  '43 

JV,  =  —  0-959272 

log  D,  =      9448  470 


logcf?=  9185  632 
logcf£=  9637  620 
log  0?  =  8„445  098 
log  ©2  =  9«999  373 
log  QS  =  91.587846. 

sin  W  =      9-874  868 
cos  </»,»=      9-820  738 

AT„,= +o-666  500 
logß,„  =      9  877  93°- 


Nun  wird  man  sofort  einschaltend  logtc2,  logA2,  W  und  H'  nach  6)  (pag.  423) 
berechnen : 


W      =  —  6°i9'53"6 

H'      =i9°46'n"8 

logw*=       9335  184 

logÄI  =  9-894  114 

Nach  Anhang  IV.  A.  3)  findet  man: 

log/*,,,'  =  o„6-25  208 

log/«,?/  =  0448  901 

log^„,"=on974  183 

logu£"  =  o„788  688 

log/I,,/  =  0581   632 

iogiiy/=t  0-849  396 

log //,«"=  I-366   122 

log //£"  =  0026  317, 

nach  Anhang  IV.  A.  4) : 

0   =+      3-51885 

a0  =  -+-    2-687  40 

x,  =  —    40622  72 

»?  =-  2233"  01 

v,  =  +      2-673  94 

»■?  =  -+- 16.22939 

7t,  =  +  106-694  4 

nf  s=  +    3-582  1  , 

und  schreibt  hierbei  die  in  der  zweiten  und  folgenden  Hypothese  nöthigen  Factoren 

der  y-Grössen: 

log  (i~fv)  ^S«^^1 

log  (^|J  =  8,564  882 

log  (~  V^")  =0677  157 

log  (=^°/)  =  0-558  208, 

besonders  heraus;  ebenso,  nachdem  aus  Anhang  IVA.  5): 

Ö  =  —  0300  319 

d0  =  +  0-202  030 

»,  =  +  1-267  °4! 

^  =  +  0-567  959 

v,  =  —  1-937496 

v°  =  -f-  1448  620 

X,  =  —  1-146079 

Z?  =  +  1-428277, 

gefunden  wurden,  die  für  die  Folge  nöthigen  Factoren  der  y-Functionen : 

log  (~^h)  =  9»477  583 

log(So*ä  =  9-305416. 

•  Google 


Nach  Anhang  IV.  A.  6)  und  7,: 

/       =  4.    0-83145  V  =+    3-105125 

/JCU    ==—18-29171  jB«'>  =—3147686 

log^1'  =          1,1132  114  logB11'  =         0-975  5°8 

log/!?3»  =         2013  311  logB«>  =          1-741  453 

//    —  4-    0-502  349  VII  =  —    0-049  '44 

em    ■-= —    0699  082  E">  =  +    0-917  500 

logt™     =             0-5a9  702  logE™  =             9,388169 

loge|S'  =         0-410669  logi?3'  =         9-149  524. 

Für  die  zweite  und  die  weiteren  Hypothesen  kommen  folgende  Formeln  (vgl. 
pag.  420)  in  Betracht: 


*-£%*■•- 

föfc 

),-■ 

*-ß§S)*- 

«-{&!*■■ 

<  -@ß)* 

JW  =  tp,  —  ,p° 

ß»i  =  1  (T,  +  r?) 

:<*»  =  to?  —  w. 

»<>_  1«+«.,) 

in  welchen  die  verschiedenen  j*-Werthe  den  Zahlen  der  vorangehenden  Hypothese 
zu  entnehmen  sind.  Damit  nun  dies  vorliegende  Beispiel  nicht  allzuviel  Baum  in 
Anspruch  nehme,  sollen  die  Resultate  der  vier  Hypothesen,  die  gebildet  werden 
m usB ten,  um  eine  ausreichend  genaue  Annäherung  zu  erhalten,  neben  einander  gesetzt 
werden.  Die  Auflösung  der  Gleichungen  durch  Versuche  kann  nach  Anhang  IV.  A. 
8)  und  9)  durchgeführt  werden,  wenn  man  sich  nur  statt: 

/*»  geschrieben  denkt:  /J»>  -+-  ßl*> 

iiu  -  -        e<»    +e<*) 

B»i  -  #»  +  B<-*> 

Eli)  _  01)  4.  EW , 

wobei  übrigens  in  der  ersten  Hypothese  die  mit  dem  Index  (4)  versehenen  Werthe 

der  Null  gleich  zu  setzen  sind.     Es  findet  sich  so: 

Hypothese:  1.  1.  j.  4, 


Ym 

0 

—    0-083  302 

— 

0-065  z*9 

—    0067  288 

y,„" 

0 

—    0-15,1  481 

' — 

o-i33  943 

—    0-136  619 

Ym 

0 

+    0-047  420 

+ 

0035  162 

4-    0-036  554 

Im" 

0 

—    0-095  H3 

— 

'0-090  606 

—    0-091  755 

p>  +  p» 

-  18-291  710 

—  18583  646 

— 

18-534  09 

—  I8-54I  505 

eil.    +  «hj 

—    0699  082 

—    0-714  519 

_ 

0711  586 

—    071 1  905 

B"'  +  #*> 

—  31-476  860 

—  31-968590 

— 

31.927  396 

—  31-934  870 

»')  +  EM» 

+    0-917  500 

4-     0934  798 

+ 

0-930  856 

4-    0931  296 

log* 

8-058  178 

8-064  °7° 

8-063  299 

8-063  4'° 

logy 

B»37>  75« 

8,364  601 

8n3<>7  999 

8.367  616 
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+    i-294985       +    I-283.797       +     1-285550       4-    1-285303 


?» 

+  2097  95  > 

4-    2-688417 

+    2689  359 

4-     2689  202 

e. 

82°  53'  54"ä 

82°  51'  48"o 

820  52'  7"8 

820  52'     5"o 

e„. 

69    36    46-2 

69    31     29-1 

69   32    0-3 

69    31     550 

log', 

0-356  348 

0354  221 

o-354  555 

0354  507 

logt-,,. 

»■335  9°0 

0-334  107 

0-334  283 

0-334  253 

und  nach   den  Formeln  7)  pag.  423),   in    welchen,   da   die  Sonnenbreiten  der  Null 
gleich  sind,  die  beiden  letzten  Glieder  in  Wegfall  kommen: 

2f»        5°°  '7'  28"6         500  21'  24*4         50°  21'  5"4         500  z\'  g"o. 
Nach  8),  9),   10)  (pag.  423)  wurde  nun  ermittelt: 


¥m 

—  4.327  198 

—  4-407  423 

—  4390  661 

—  4-392  5"5 

f," 

—  9-202   I  19 

—  9349  238 

—  9-332  524 

—  9-335  089 

f,?.' 

+   2-723  32O 

4-  2-774  602 

■+-  2.760  895 

+  2-762  457 

!*T 

—  6-242   571 

—  6-335  794 

—  6-332  108 

—  6-333  "6o 

log« 

9873  998 

9-874  791 

9874  734 

9874  746 

log»,, 

9-5I9   140 

9-520  668 

9-520  480 

9-520  508 

log«° 

9-606  424 

9-607  816 

9-607  645 

9-607  671 

log«? 

9-835   704 

9-836  667 

9-836  586 

9-836  601 

2/,, 

140  19'  41*0 

140  22'  i8"6 

"4°  21'  47"5 

logr. 

0-347  609 

0-346  458 

0-346  669 

*f. 

35°  57'  47K7 

35°  59'  5"8 

350  59'  i8"o 

log'.. 

0-347  608 

0346  460 

0-346  668 

2/?, 

3'°27'5""7 

3i°3o'i3"4 

3'°29'54"3 

log'S 

0-340  057 

o-339  151 

0339  280 

*f? 

180  49'36"8 

i805i'u"o 

■  8°5i'ii"3 

logr° 

0-340  056 

o-339  152 

0339  280 

Wie  man  sieht,  unterscheiden  sich  die  Werthe  von  n  aus  der  dritten  von 
jenen  aus  der  vierten  Hypothese  so  wenig ,  dass  man  wohl  mit  Sicherheit 
schliessen  kann,  die  fünfte  Hypothese  werde  Resultate  liefern,  die  höchstens  um 
1 — 2  Einheiten  der  letzten  Stelle  von  jenen  der  vierten  Hypothese  verschieden  sind; 
da  aber  die  »-Werthe  für  die  Darstellung  der  mittleren  Beobachtungen  massgebend 
sind,  so  wird  man  sich  auch  den  Schhigs  erlauben  dürfen,  dass  schon  die  Zahlen 
der  vierten  Hypothese  die  mittleren  Längen  innerhalb  der  Unsicherheitsgrenzen 
einer  sechsstelligen  Rechnung  darstellen  werden ;  es  kann  demnach  an  dieser  Stelle 
die  Bildung  weiterer  Hypothesen  abgebrochen  und  an  die  Ableitung  der  Elemente 
aus  den  Werthen  q,  und  q„,  der  vierten  Hypothese  geschritten  werden.  Zur  Bil- 
dung der  ■/ -Werthe  der  zweiten  und  folgenden  Hypothesen,  welche  bereits  oben 
(P*?-  437)  aufgeführt  sind,  ist  die  Durchrechnung  der  Formeln  u)  (pag.  424)  nöthig. 
Für  die  verschiedenen  Werthe  (17  —  1 )  ergeben  sich : 
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tj,  —  i     +  0-063  6369  +  0-064  2547  +  0-064  1756 

i)m  —  I     +  0010  0005  +  0010  1 143  +  o-oio  095a 

i}f  —  1     +  0-016  7868  +  0-016  9426  +  0-016  9251 

jj°  —  1     4-  0-048  9978  +  0-049  499°  H~  0-049  423' 

ij«       +0-130  9488  +0-132  6069  +0-132  3936, 

und  hieraus  nach  15J  (pag.  419)  die  oben  angeführten  /Grössen. 

Die  Herleitung  der  Elemente  aus: 

f,  =  +  1285  303 

1>m  =  +  2-689   2°2i 

führt  eu  folgenden  Zahlen: 

Anh.  III.  11):     /,      =  1830  26'  2i"i  l,„       =  2340  5'  io"9 

logtgA,  =  9-091  465  logtg4,„  =  8-976  192 

logr,      =  0-354  508  logrw      =0334  254 

Anh.  III.   12):     Q     =  1030  10'  59"o  i        =      70    8'  2o"6 

Anh.  III.  13):     w,     =    80  19  48-9  «,„      =130  40  57-9; 

(u„ — «,)  findet  sich  mit  dem  oben  erhaltenen  Werthe  2/,,-=  $o°  2t' g"o  voll- 
kommen übereinstimmend,  so  dass  an  u,  und  u,„  keine  weiteren  Correctionen  an- 
zubringen sind. 

Nach  Anh.  III.  15); 

2w„    s=s  —  o°4o'4"8  log^„    £=9-135331 

log/„  =  8-721    268  log I}«1  =0-108  OIQ 

log»i,r  =      9082  798  ^g„      =  1 1°  47'  1  i"i 

t,       =  +  0000102  J/„      =12    35   1725 

Nach  Anh.  III.   16): 

F„        =  3i8°43'36''o  v,    =  2930  33'    i"5 

G„        =  321    40  286  v,„  =  343    54   10-5 

V  =536-5  Ef   =298     6     6-4 

logys  =  9.616  229  £«=345    1450-8 

Nach  Anh.  III.   17),   18): 
(i  aus  {M,„  —  M.)  =     978"69i7  M,  =  3020  33'    8"i 

log/i        =2-990646  J<;„=346   31   559 

loga        =  0-372  907  n     =  249   57  46-4. 

Es  sind  sonach  die  Elemente,  wenn  für  die  Epoche   die  Zeit  der  ersten  Be- 
obachtung gewählt  wird :  r\V    * 

Epoche  =  1807  März  30-497  827  m.  Par.  Zt. 
M     =  3020  33'    8"i 
'\        =*>•>    "4e"4|mittl.Äqum„ot. 

»=78   20-6  I  ' 

tp       =       s      3     6-5 
11        ^978-6917 
loga  =  0-372  907. 
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Die  bei  der  Darstellung  der  beiden  mittleren  Orte  auftretenden  Hauptzahlen  sind: 


Anh.  m.  19):                     M„     =     3i5°33'26"5 

M%  =  330p3i'44"8 

E.      =     3"i    47  45-8 

££     =  327    50  38-0 

v»       —     307   54  53-o 

<     =    325        2    58-2 

logr„=     0-346  641 

l°Srnö  °-339  2°o 

berechnet :  {    " 

\ß„         =  +  IO    8    11-2 

J°  =  i87045'4i"7 
ßS     ==+6   47   15-1 

,       ,                       „      ,                  (<tt„COSÄr=                   — 0H2 

Beobachtung  —  Rechnung  {          , 

(        dß„    =              —  34 

dK 

costf?  =  +  o"5 
<W  =             + 10-4 

Die  Längen  werden  innerhalb  der  TJnsicherheitsgrenzen  einer  sechsstelligen  Rech- 
nung dargestellt ,  für  die  unabhängigen  Breiten  bleiben  Fehler  übrig ,  die  bei  der 
verhältnismässig  geringen  Genauigkeit,  welche  den  Beobachtungen  zugeschrieben 
werden  muss,  als  massige  bezeichnet  werden  dürfen.  Bei  Gauss,  der  sich  der 
mittleren  Beobachtung  anschliesst,  bleiben  in  den  äusseren  Breiten  bei  weitem  grössere 
Fehler,  nämlich :  ,„  _ 

fl/tf      =  +   22   4 

dßm  =  —  185, 

übrig.  Derselbe  bemerkt,  dass  die  von  ihm  gefundenen  Elemente  kleiner  Ände- 
rungen bedürfen,  um  die  Breitenfehler  gleichmassiger  zu  vertheilen,  und  erwähnt, 
dass  die  von  ihm  ermittelte  Neigung  (7"  8'  i4"8)  um  6"  zu  vermehren,  die  Länge  des 
aufsteigenden  Knotens  (1030  16'  37"3)  um  4*40",  die  wahre  Länge  in  der  Bahn  zur 
Zeit  der  ersten  Beobachtung  (i83°3o'  5o'!2)  um  2"  zu  vermindern  wären;  vergleicht 
man  die  hier  berechneten  Elemente  mit  den  Gauss'schen,  so  findet  sich  die  Nei- 
gung um  5*8  grösser,  die  Knotenlänge  um  5'  38"$  und  die  Länge  in  der  Bahn  um 
a"3  kleiner,  so  dass  dieselben  der  Hauptsache  nach  die  von  Gauss  geforderten 
Correctionen  enthalten. 


Um  endlich  die  Methode  der  Bahnbestimmung  aus  vier  Orten  auf  die  Be- 
stimmung einer  Kometenbahn  anzuwenden,  sollen  die  folgenden  vier  geocen  tri  sehen 
Orte  des  Kometen  I.  1866  gewählt  werden,  welche  sich  auf  das  mittlere  Aequi- 
noctium  1866-0  beziehen  und  neben  welchen  die  auf  dasselbe  Aequinoctium  be- 
zogenen Sonnencoordinaten  angesetzt  sind : 

Mittt.  Beil.  Zeit  1  ,1  Z.  log  li 

1865  Dec.    225       i6°44'3i"6       +  6i°  54' 3o"4       2710  12'  io/'8       9-992754 

,,     27-0         o   56  10-2       +Z9    13   195       275   47  29-9       9-992671 

1866  Jan.     40     356   26  13-2       +    9   24  440       283    56  38-0      9-992653 

9-o     355   27  302       +    4   32  395        2»9      2  20-6       9-992731. 

Nach  Anhang  IV.  B.   1)  findet  sich: 

fl  =  2370  22'  5o"6  11°  =  2000  30'  4o"2 

J  =    33   52   17-1  J"    —    22     6  562. 
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Nach  Anhang  IV.  B.  2): 

logcf .  =  9-749  394 

log<f„=  9*627  785 

log0,     =  9-484  453 

logGV    =  9.532  083 

logQ,,   =  9-633  340 
Nach  Anh.  IV.  B.  3a)  und  3b): 
N,      =  —  0-124  °4' 
logD,=       9-989  272 
W    =    870  5a' 37*3 

klgW?2  =  9'372    2l6 

Nach  Anh.  IV.  B.  4)  bis  8): 
log/*«'  =  8.768  557 
log/**,"  =       9.052  466 

a       =  —  0-030085 

x,      =  +  0-230  151 

v,      =  +0-088  257. 

ö       =  +  3-822  427 

a,      =  —  0224334 

v,      =4-  0-264  677 

/      =0  +  0-027  773 

pm.  =  —  0.210768 

log^ßf  =       0.+55  537 

//  =3S    0-054    '72 

ew    =  +  0-41947' 
loge«i  =       8148  911 

Die  Berechnung  der  Formeln  Anh.  IV.  B.  ga)  liefert  (vgl.  pag.  381)  unter  der 
Annahme  genäherter  parabolischer  Elemente: 

T=  1866  Januar  9-4978  logy=  9-991  974 

tj,  —  1  =  •+■  o-oo8  63288  ij°  —  1  =  +  o-ooi  29822 

tj„  —  1  =  +  o-ooo  94475  ij,°  —  1  =  4-  0-007  66688 

»j„  —  1  =  +  0015  41986, 

und  somit  nach  Anh.  IV.  B.   10)  für  die  erste  Hypothese  die  y-Werthe: 
y,„'  =  —  0001  6971         ■/%,'  =  +  o-ooi  7554 
y,„"  =  —  0002  7647         y°"  =  —  0001  7013, 

aus  welchen  nach  Anhang  IV.  B.   11)  sich  ergibt: 

r,„  =  +  0-005  IO°  rS  =  +  001 3111 

r,  =  —  0006  487  r°  =  +  0006  615 

ßQi—  —  0-008  011  B^  =  -f-  0009  105 

e<s>  =  -f-  0-01 3  1 02  E131  =  +  0000  064 ; 


log<f?  = 

9-906  139 

logcfS- 

8932  059 

log©?   = 

9'543  358 

iogo;  = 

9565  532 

Togos  = 

9-568  326. 

N„ 

=  +  0.392  164 

log»,. 

=       9-955  123 

H' 

—  —  6°  54'  33"2 

log*' 

=       9-883  310. 

logcS' 

=       8-714  200 

log  KT 

—       8,772  192 

a0 

=  —  0-057  858 

x° 

=  +  0-440919 

*•? 

=  —  0197  198 

d„ 

=  +  3768  255 

0? 

=  +0-195  137 

«f 

=  +  0-278  767 

V 

=  —  0.043971 

Bfti 

— +  0-335  535 

log»» 

=       8,736157 

VII 

=  +  3  795  341 

Ein 

=  —  0-014  598 

logE» 

=       9-434"25 
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somit  wird  sein: 

jS»)  +  p*)=  —  o-2i8  779  ff1»  +  B"  =  +  0-344  640 

,  £it)  4-  ePl  =  4.  0-432  573  B»  +  fl3>  =  —  0-014  534- 

Zur  Lösung  der  Gleichungen  Anhang  IV.  B.  12)  wird  mit  Benützung  der 
parabolischen  Näherung  im  ersten  Versuche  p,  =  +  0-203  °°°i  l°8ya  ==  8«378  670 
gesetzt  und  gefunden  [vgl.  pag.  443] :  logze —  logar0=  4-  0-000  376.  logy0 —  logya  = 
= -(-0-032  091;  für  den  zweiten  Versuch  wird  log  ya  willkürlich  variirtund  für  diesen 
Logarithmus  angenommen:  8„4i8  670,  während  p,  unverändert  bleibt,  wonach 
loga:e  —  log«,,  =  +  0-001  300 ,  logye  —  logya  =  —  0-007  636  erhalten  wird ;  in 
einem  dritten  Versuche  endlich  wird  logy0  wie  im  ersten  Versuche ,  für  q,  aber  der 
Werth  +  o-2oi  oon  angenommen  und  unter  diesen  Annahmen  log?, —  log:ra  = 
=  4-0-002  686  und  logy, —  logy„  =  +  0051  496  ermittelt.  Setzt  man  alle  Ände- 
rungen als  linear  voraus  und  bezeichnet  mit  |  und  jj  die  erforderlichen  Änderungen, 
welche  man  an  p,  und  logya  des  ersten  Versuches  in  Einheiten  der  gewählten 
Variationen  anzubringen  hat,  so  finden  sich  aus  den  oben  mitgetheilten  Zahlen  die 
beiden  Gleichungen : 

+  o-ooo  376  =  —  0-000  924  ij  —  0002  310  | 
+  0032  091  =  +  °"°39  7*7  V  —  0-019  4°5  1 1 
aus  welchen : 

log»/  =  9-7848,  somit  rflogy„  =  + 0-024  372 
log  £  =  9^,6090,      ,,         rfp,     =  +  o-ooo  813, 

resultirt.  Man  wird  demnach  für5  einen  vierten  Versuch  die  Zahlen  p,  =  4-0-203  813, 
logya  =  8^403  042  verwenden ;  dieser  Versuch  wird  übrigens,  da  den  linearen  Ver- 
hältnissen nur  näherungsweise  genügt  wird,  nicht  völlig  ausreichen,  da  die  erfor- 
derlichen Änderungen  gross  sind;  derselbe  ergibt  in  der  That:  logz, —  log«B  = 
=  —  0-000  020,  logy,  —  logy0  =  —  0000  350.  Substituirt  man  nun  diese  Zahlen 
in  die  obigen  zwei  Gleichungen  links  vom  Gleichheitszeichen,  so  erhält  man  eine 
neue  Bestimmung  von  £  und  77  und  hieraus : 

<^logy„  =  —  o-ooo  153,         rfp,  =  —  0-000  020, 

als  Correctionen  der  Grundlagen  des  vierten  Versuches,  für  welchen  man  also: 

o,  =  4.  0-203  793  .         logy„  =  8B402  889 , 

anzunehmen  haben  wird  und  der  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  tbat- 
sächlich  den  Bedingungen:  log?,. —  logx0=  o,  logy,  —  l°gy<i=  °  genug*i  denn 
es  findet  sich: 

log2> — logx„=  o,         logy, —  logy„=  +  0.000018. 

Die  folgende  Zusammenstellung  gibt  die  für  diese  Resultate  notwendigen 
Zahlen,  nach  Anh.  IV.  B.   12)  in  ausführlicher  Form: 


DigitizGd  by  Vj OOQ  IC 


9- 

+  0-203000 

+  0203  000 

+  0.201000 

+  0.203813 

+  0-203793 

Hlfa 

$„378670 

8„4 18670 

8n37867o 

8^03042 

$„402889 

&U 

—  0-0068266 

-0.0074853 

—0-0068266 

— 0-007  2207 

—0-007  2185 

^ya 

—  O-OOO3370 

-00003695 

—0-0003370 

—0-0003561] 

—0-0003563 

log/r 

9-635  721 

9-635688 

9-635721 

9635  702 

9-635  702 

löge. 

9.3O7496 

9-307496 

9-303190 

9.309232 

9-309189 

IVq, 

+  O.087744O  +0-0877372 

+0.0868794  +0-0880916  +0-0880828 

III 

—  0-2256056 

—0226  2643 

-0-2256056 

—0.2259997 

-0-2259975 

Ha, 

—  O-OloggÖ^ 

—0-0109969 

-00108886 

—001 1 0410  — o-oi  1  0399 

(//.?,-/) 

8B588495 

8„588495 

8,587280 

»„588988 

8„588976 

(///  -  /*>,) 

9^96029 

9»49<>932 

9n494829 

9,497056 

9„497040 

log^ 

9092  466 

9.091 563 

9-092451 

9-091932 

9-091936 

&*>ya 

+  0001  303 

+  0001 428 

+  0001303 

+0001378 

+  0-001377 

E°>ya 

—  0-006498 

—  0-007  I25 

—  0-006498 

—0-006873 

—  0-006871 

log  VIII 

8B322  88i 

8„335038 

8„322  88i 

»„330556 

8„3305I5 

VIIIxa 

—0002  602 

—  0.002674 

—  0-002602 

—0-002  645 

—0-002645 

(VII +-  VIII xa) 

0-578953 

0-578944 

0-578953 

0-578948 

0-578948 

{VII-\-VIIIxa)Q,  +0769926 

+  0-769910 

+0-762340 

+0-773002 

+0-772924 

log  FI 

9-539005 

9-53916" 

9539005 

9-539099 

9-539097 

VIza 

+  0-042803 

+  0-042729 

+  0-042  801 

+0-042759 

+  0-042759 

V+VI*a 

—  o-ooi  168 

—  o-ooi  242 

—  0001  170 

—  O'OOl  212 

—  O-OOI  212 

9m 

+  0-768758 

+0-768668 

+  0761  170 

+  0-771790 

+  0771712 

(•?.  -  M) 

9-514602 

9-514602 

9-51 1938 

9-515680 

9515654 

(f.  -  ay 

Q-575873 

9-575  770 

9-567033 

9579356 

9-579  267 

tg#. 

9525  330 

9525  330 

9-522666 

9-526408 

9-526382 

tg9„, 

9-620750 

9-620647 

9-611 910 

9624  233 

9624  144 

C08Ö 

9-976875 

9-976875 

9977  142 

9976766 

9-976768 

COB0M 

9-965096 

9965  HO 

9-966386 

9-964  575 

9-964588 

log**. 

0012397 

0.012397 

001 2  130 

0-0I2  506 

O.OI2504 

logr«, 

9990027 

9.990013 

9.988737 

9.99O  548 

9-990 535 

Snbt. 

8-723  120 

8.723400 

8743  050 

8-714840 

6-715060 

Add. 

o-3i2359 

0*312366 

0-312884 

O-312 148 

0-312153 

r,„  —  r, 

8n7i3i47 

8„7i34i3 

»»731707 

8„705  388 

8,705595 

r„  +  r, 

0-302386 

0  302  379 

0-301 621 

0-302  696 

0-302688 

logy« 

8n4io76i 

8„4i'034 

8,430166 

8n402  692 

$„402907 

■*g*B 

9-092  842 

9-092863 

9-o95  137 

9.091912 

9-091 936. 

Mit  den  Werthen : 


logar^g-ogi  936 
log  y  =  8B402  907, 
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geben  die  Formeln  Anhang  IV.  8.   13): 


log  ¥„'  =  8,793  35* 

log«' =  8-713  232 

log  f,„"  =  9no64  667 

log*S"=  8,793  929- 

Nach  Anhang  IV.  B.   14]  findet  man: 

logn   =9873  831 

log»°  =  9-462  048 

logn„  =  9-416  448 

log»S  =  9-857  224, 

nach  Anhang  IV.  B.  15): 

/-=■ 

i°  56'  2"5 

2f-    =  5°  52'  42"8 

2/S     ='&°49'37"5 

logr,,  =0-003  658 

log'S  =  9  993  "94 

Zf,        =I7°59'22"2 

2/?     =  7°  2'  27"6 

logr,,  =  0003  658 

log»-S  =  9993  "95- 

Nun  werden  nach  Anh.  IV.  B.  9b)  und  10)  neue  Näherungen,  sowie  die 
Weithe  der  ^-Symbole  abgeleitet.  Die  Berechnung  der  fünf  verschiedenen  (ij —  1)-- 
Werthe  ergibt: 

r),  —  1  =  +  0-0086  7638  ij?  —  i=4-  0-0013  0828  • 

rj,„  —  1  =  4-  0-0009  4646  >/,°  —  1  =  +  0-0076  8838 

3j„—  1  =  4-0-0154  8321, 
und  hieraus: 

yj  =  —  0-001  5736         y°'  =  4-  0-0016  474 
y„"  =  —  0-002  5486         y°"  =  —  o-ooi  5  968, 
welche  Werthe  der  zweiten  Hypothese  zu  Grunde  zu  legen  sind. 
Nach  Anhang  IV.  B.  11)  findet  sich  weiter: 


r,„  =  +  o 

r,   =  —  o- 

e('i   4-  e»)   =4-0- 
Die  Auflösung  der  Glei 


004  683 
006  015 
218  391 
43'  694 


r°  =  4-  0012  306 
ij  =  +  0-006  208 

B">  4-  ß131  =  4-  0.344  029 
Et»  4-  E">  =  —  0-014  502. 


eichungen  Anhang  IV.  B.  12)  durch  Versuche  gibt  mit 
Benützung  der  oben  (pag.  442)  gefundenen  rr  und  |-Coefficienten  als  Lösung: 
p,        =4-  0-203  235  !°gy   =  8n4o8  598 

Q,„       =4-0-769583  logs   =9-092  587 

logr,  =       0-012  428  logr,„  =  9990  169. 

Aus  diesen  Werthen  erhält  man  nach  Anhang  IV.  11.  13): 

logf,„'  =  8„792  649  logfS'=  8-712  115 

log¥y'  =  9„o63  880  log"F£"=  8*793  3*<- 

nach  Anhang  IV.  B.  14): 

logn   =  9873  830  logn"  =  9-462  045 

logn„  =  9416  447  log"?  =  9-857  "4- 
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Diese  Wertbe  unterscheiden  sich  so  wenig  von  den  «-Werthen  der  vorangehenden 
Hypothese,  dass  man  mit  Sicherheit  erwarten  kann,  die  dritte  Hypothese  werde  keine 
anderen  Zahlen  für  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  liefern ;  man  kann  also  die 
Bildung  der  Hypothesen  als  abgeschlossen  betrachten  und  an  die  Ermittlung  der 
Elemente  aus  den  oben  mitgetheilten  Werthen  von  q,  und  g,„  schreiten. 
Nach  Anhang  IV.  B.  16)  findet  man: 


h  =  85°59'  5"o 
log  tg  b,  =  9-247  830 
logr,  =  0012  427 
nach  Anhang  IV.  B.  17): 

Q   =    2jl°2l' 25"g 

nach  Anhang  IV.  B.  18) : 

«,=  i44c7'22"7 
Für  u„r 


lm=  62°5Ö'  4"2 

log  tgi,„=  8795  822 

logr„,=  9-990  168; 

»  =  i62°42'  i4"8  ; 


m,»=  i67°53'24"8. 
,  =  2f„  ergibt  die  Benützung  der  ersten  Formel  in  Anh.  IV.  B.  15): 
2/»=  23°  46'  i"6, 
weshalb,  um  den  beiden  Resultaten  gleichzeitig  Rechnung  zu  tragen,  für  die  folgende 
Rechnung  angenommen  wird : 

«,  =  1440  7'  22"9  um=  1670  53'  24"7- 

Nach  Anhang  IV.  B.  19)   wird  nun  weiter  bestimmt: 


20t„=—  0°  44'  2"9 

£„=  o-ooo  000 

logm„  =       8-078484 

log  A„=  8-151  910 

log  l„=      8-046  043 

log  z„  =  8-358  042  ; 

Anh.  IV.  B.   20): 

F»=—  i4°42'»3"9 

9,  =  —  26°35'i4"8 

löge  =        9-961  172 

B,„=—     2    49    l3-0 

log?  =       9-989917 

a=      42    4    3-6; 

Anh.   IV.  B.  21)   mit  Benützung 

de: 

r  Tafel  XVIII  des  zweiten  Bandes 

0,  =  -f- 0-002  4939 

0M~  +0-0000271 

logi>,'=      2064  728 

logP|"'=      2-065  44" 

Iog-*Y=     1-587029 

log  iy"=    1.588313 

T  =    10-998  09 

T  =    10-99805   (Januar). 

Es  sind  sonach  die  Elemente  zusammengestellt : 

<f  i- 

1866. 

T  =   1866  Januar 

IO-' 

39807  mittl.  Berl.  Zeit 

n  = 

42' 

1  4'    3"6    | 

Q  = 

231 

21   25-9    >   mittl.  Äquin.  1866-0. 

1  = 

162 

42  14-8    ) 

log?  = 

9-989917 

löge  = 

9-961  172. 
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Um  die  mittleren  Beobachtungen  nach  diesen  Elementen  darstellen  zu  können,  be- 
rechnet man  mit  Hilfe  der  Tafel  Via)  die  Ausdrücke  nach  Anh.  IV.  B.  22): 

£    =  +0-044  6729 


loga  = 

9.997  7i7 

log//  = 

8-649  475, 

und  erhält  nach  Anh.  IV.  B.   23): 

log3f„=      i„i73  752 

log  M°  =      on842  695 

W„=— 20°2l'27"3 

wJJ  = —  f»°39'26"o 

log  X„  =        Q„262  O94 

log  z°  =      8ng34  647 

nB=  +  o-ooi  4916 

n°  =4-0.000  3302 

log<?„  =      0-000259 

logG°  =      0-000057 

log  H„  =                    0 

\ogH°  =                      0 

P„  = —  20°44'  io"2 

v°  =—9°  50'  7"i 

logr„  =      0-003  568 

log  r°  =     9-902  976 

H,=  i49°58'27"5 

u°  =  i6o°52'3o"6. 

Nach  Anh.  IV.  B.  24]  findet  sich: 

l„=        o°56'    5"7 

A,°  =  356°  26'  io"6 

,$„=  +  29   13   19-4 
und  hieraus: 

ß°  =  +  9  24  43-9. 

Beob.-Rechg.j                            „ 
\           dß„  =  4-  0  1 

<&°  cos  ßf,  =  4"  2  "6 
dp°=  4-o"i. 

Die  berechneten  Orte  liegen  innerhalb  der  UnsicheTheitsgrenzen  einer  sechsstelligen 
Rechnung  in  den  bestimmten  grössten  Kreisen ,  da  sich  die  auftretenden  Fehler 
durch  Änderungen  von  ein  bis  zwei  Einheiten  der  sechsten  Decimale  in  den  Loga- 
rithmen der  heliocentrischen  Coordinaten  wegschaffen  lassen. 
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HI.  Abschnitt.   Ermittlung  einer  Kreisbahn, 


Durch  die  Annahme  einer  kreisförmigen  Kahn,  in  deren  Centrum  der  Sonneu- 
mittelpunkt  sich  befindet,  ist  die  Anzahl  der  zu  bestimmenden  Elemente  auf  vier 
reducirt,  nämlich  die  Neigung  i ,  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  Q ,  den  Radius 
des  Kreises  a  und  das  Argument  der  Breite  %  für  eine  bestimmte  Epoche;  es  sind 
somit  zwei  vollständige  Beobachtungen  zu  deren  Bestimmung  ausreichend.  Bezeichnet 
man  mit  u  das  Argument  der  Breite  für  die  Zeit  t,  welche  man,  die  Epoche  als 
Ausgangspunkt  betrachtend,  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  zählt,  so  erhält 
man  zur  Berechnung  von  u  die  Relation : 

k  =  ui  +  q3/-'  —  «i  +  P<, 
in  welcher  u  die  bezügliche  mittlere  siderischc  Bewegung  darstellt. 

Es  sollen  die  zur  Rechnung  nöthigen  Formeln  sofort  in  der  Reihenfolge  auf- 
geführt werden,  in  welcher  man  dieselben  thatsächlicb  anzuwenden  hat.  Die  Grund- 
lagen der  Rechnung  seien : 

Beobacbtg.     Beobnchtgsaeit.    Beob.  Langen.    Beob.  Breiten.     Sonnenl&ngen.    log  Entfg  der  Sonne. 

1  t,  X,  ß,  L,  logÄ, 

2  t„  i„  ß„  l„  log-S;. 

Da  es  bei  derartigen  Bahnbestimmnngen ,  'welche  meist  nur  unternommen  werden, 
um  für  die  nächste  Zeit  genäherte  Ephemeriden  zu  erhalten,  selten  auf  die  grösste 
Schärfe  ankommt,  so  wird  es  sich  empfehlen,  die  Beobachtungen  ohne  Anbringung 
irgend  welcher  Correctionen  für  Präcession,  Nutation,  Aberration  und  Parallaxe  zu 
verwerthen,  man  wird  also  die  durch  die  Beobachtungen  angegebenen  Rectascensionen 
und  Declinationen  mit  der  wahren  Schiefe  der  Ekliptik  in  Langen  und  Breiten  um- 
setzen und  diese  so  erhaltenen  Coordinaten  in  Verbindung  mit  den  zugehörigen  wahren 
Sonnenlängen  der  Rechnung  zu  Grunde  legen.  Die  schliesslich  erhaltenen  Elemente 
werden  für  das  wahre  Äquinoctium  der  ersten  Beobachtung  geltend  angenommen 
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werde»  können,  wenn  man  die  kleinen  Veränderungen  der  Reductionselemente  in  der 
Zwischenzeit  übergeht.  Zunächst  berechnet  man  die  Hilfsgrössen  (vergl.  31)  pag.  360}: 
coei/»,=:  cos(5,cos(i,  —  L,)     ,  cosxf>„=  coa/S„cos(i„ — L„)\ 

sint^cosP,  =  coa  ß,  sin  (/.,  —  L,}     ,     smtf>„COBp„  =  cos /?„ain  [/.„ — L„}\      1 
sin  if;,  sin  P,  =  sin^S,  ,     sin  </>„  ein  2*„  =  sinj3„ 

sintp,  und  ain.t/<„  stets  positiv  zu  nehmen  ;  ' 

dann  ermittelt  man  (vergl.  26)  pag.  375  und  30)  pag.  376) : 

wsrnJF=  sin  £(£„—£,)  Bin  |[PH-P,}  ,   Äsinfl"  =  sin { (L„—Lt) cos  1{P„+P.)  1 
v>coBW=a>B^(L^—L,)Bia\(Pn—P,),   Acosfl  =  cosi(2,„—  £,)cos£(P„—  P,)  I   2> 

w=  w-  t(ip„+  v.)  -        &=  X  +  ifow—  «J 

Probe:     «*+  ä*  =  i.  ' 

Bestimmt  man  unter  einer  Annahme  über  o,  die  Winkel  z,  und  z„  (vergl.  29]  pag.  360) 
nach:  .  fi,sinV,  .  *„•"»*„  \ 


so  wird  die  halbe  heliocentrische  Bewegung  /  ausgedruckt  sein  (vergl.  29)  pag.  376) 

duXch:         sin/'  =  v>i*\tl\W-  *(*  +  *,)]«+  A*An[B'+  fa—  *,)]»       4) 

welcher  Werth  mit  dem  aus  dem  vierten  Kepler'schen  Gesetze  (vergl.  pag.  50) 
resultirenden,  in  Bogensekunden  ausgedrückten  Bogen: 

stimmen  muss,  falls  die  richtige  Annahme  über  a  gemacht  wurde.  Einige  Versuche 
in  Verbindung  mit  einem  einfachen  Interpolationsverfahren  werden  bald  den  wah- 
ren Werth  von  a  finden  lassen. 

Bei  der  Bestimmung  der  Winkel  z,  und  z„  nach  den  obigen  Gleichungen  3) 
kann  ein  Zweifel  entstehen,  ob  die  zu  dem  stete  positiven  Sinus  gehörenden  Bogen 
im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  zu  nehmen  seien.  i)a  »/>, ,  z,  einerseits,  $.-. 
z„  andrerseits  je  einem  ebenen  Dreiecke  angehören ,  so  dürfen  die  Bogen  \p,  +  '< 
und  ip„  -\~  z„  niemals  den  Betrag  von  180"  überschreiten;  sind  daher  tp,  und  i!'„ 
grösser  als  qo°,  wie  dies  hei  Anwendung  der  vorstehenden  Methode  meist  der  Fall 
sein  wird,  so  dürfen  z,  und  z„  nur  im  ersten  Quadranten  genommen  werden,  sind 
dagegen  ip,  und  \p„  kleiner  als  900,  so  können  unter  Umständen  sowol  die  im  ersten 
Quadranten  genommenen  Werthe  von  z,  und  z„  als  auch  deren  Supplemente  zu  1S0 
in  Betracht  kommen. 

Ist  der  wahre  Werth  von  a  ermittelt,  so  kann  an  die  Ableitung  der  Elemente 
geschritten  werden ;  um  hierbei  gute  Controlen  zu  erhalten,  wird  sich  die  Befolgung 
des  folgenden  Verfahrens  empfehlen.  Zunächst  leitet  man  aus  den  Werthen  von 
a  die  geocen  tri  sehen.  Distanzen  q,  und  qm  ab,  nach  (vgl.  pag.  360} : 

»,  =  B,  cosi/»,  -+-  aemz,     1 

(fn  =  R„  cos  tpu  +  a  cos  z„ ,  j 
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welche  Form  in  der  Reget  vor  der  scheinbar  beqi 

den  Vorzug  verdient.     Aus   den  geocen  frischen  Distanzen  finden  sich  die  heliocen- 
trischen  Coordinaten  [vergl.  4)  pag.  21]: 


ib  ((,— L,)  MB  6,  =  e,  cos  {i,— L,)  cos  ß,—R, ,    a  coe  [/„— i„)  cos  b„  =  p„  cos  (1„— XJcoi  ß„— ^,1 
D  (/,— £,)  cos  b,  ^  p,  sin  (1,— X,)  coa  0,         ,    a  sin  {(„—£„)  cosS„ = p„  mn  ( J,, — Z„)  cosft, 


1« 


Hierbei  müssen  die  Wertbe  von  a  identisch  mit  dem  durch  die  Versuche  erhaltenen 
gefunden  werden.     Neigung  und  Knoten  erhält  man  aus  [vergl.  i)  pag.  102]: 
tgiBin(?,  —  Q)  =  tgS, 

in  welchen  Formeln,  weil  dieselben  wohl  nur  auf  Planeten  angewendet  werden,  tg  t 

stets  positiv  anzunehmen  ist.      Die   Argumente    der  Breite  finden   sich   [vergl.  3) 

pag.  102I  nach:  ,,  .   . 

W         J  tg«,  =tg(*, -Q)sec.   1 

tg«,,  =  tg(/„~  S)sec".  I9' 
Als  Probe  hierfür  gilt: 

u„  —  u,=  if.  10) 

Die  in  Bogensekunden  ausgedrückte  tägliche  mittlere  siderische  Bewegung  p 
ergibt  sich  nach: 

p  =  — ,  logA"  =  3-550  0066.  J  11) 

Um  nun  eine  Ephemeride  abzuleiten,  berechnet  man  mit  der  wahren  Schiefe 
der  Ekliptik  e ,  welche  etwa  der  Zeitmitte  entspricht ,  die  bekannten  Äquatorcon- 
atanten   [vgl.  14)  pag.  18}  nach: 

n  sin  N       =       sin  t ,  sin  b  sin  B  =  sin  Q  cos  £         \ 

»cobjV      =       cos  Q  cost,        sin 0 cos  B  =  n cos  [N  +  <)    I 
sinosin^  =       cosQ,  sine  sin  0  =  sin  Q  sine 

mnacosA  = —  sin  Q  cos* ,        sine  cos  O  =  »sin  (N  +  e),  > 

und  setzt  abkürzend: 

A'  =  A  +  u, ,  a  =  aaiaa   \ 

B'  =  B+u,,  ß  =  aem6    l  13) 

C  =  O  +  «, ,  y  =  asinc,  ) 

dann  sind  die  wahren  heliocentrischen  Sonnencoordinaten  bestimmt  durch: 
x  =  a  sin  [A'  -{-  fit)    \ 
1/ =  ßsm  (B'  +  fit)    1  14) 
z=ysm(C  +fit),  ) 

in  welchen  Formeln  t  die  seit  der  Epoche  der  ersten  Beobachtung  verflossene  Zeit 
in  mittleren  Sonnentagen  darstellt. 

Oppollar.  Buhulwitkumngeig .   I.   2.  Anfligo-  57 
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Es  sollen  nun  die  vorstehend  entwickelten  Formeln  durch  ein  Beispiel  er- 
läutert werden,  in  welchem,  da  wie  in  allen  ähnlichen  Fällen  nicht  die  grösBte 
Genauigkeit  gefordert  wird,  die  Rechnung  nur  fünfstellig  geführt  wird.  Die  Be- 
obachtungen sind  dem  Planeten  (ff)  Angelina  entlehnt  und  liefern  als  Grundlagen 
der  Rechnung: 

mittl.  Berl.  Zuit:  X  ß  L  hgR 

i86r  März  9-5      1800  42'  36"        —  i°  34'  28"        3490  24'  10"        9-99727 
„     i8-s      178   39  25  —  1    39     2  358   21   53  9'99835> 

welche  Angaben  auf  das  wahre  Äquiuoctium  1861  März  9-5  bezogen  gedacht  sind. 


Nach  1)  (pag.  448)  erhält  man: 

if>,  =  1680  35'    6", 

P,  =  1870  58'  48" 

ty„  =  178    19  26  , 

■P*  =  *59   57  47; 

nach  2)   (pag.  448}  findet  sich : 

W  =  1810  15' 21", 

log»'  =  953930 

H'  =     0  52  55  , 

logÄ*  =  9-81544. 

Nun  sind  dte  Gleichungen  3),  4)  und  5)  (pag.  448)  durch  Versuche  aufzulösen.  Da 
die  Beobachtungen  einem  kleinen  Planeten  angehören,  so  kann  für  den  ersten  Ver- 
such a  =  25  angenommen  werden;  bezeichnet  man  den  aus  der  Formel  4)  (pag.  448) 
für  f  resultirenden  Werth  mit  fg ,  den  durch  die  Gleichung  5)  erhaltenen  mit  ff , 
so  ergibt  dieser  Versuch: 

fg—  fP  =  +  i'43"; 

es  muss  daher  die  Annahme  über  a  etwas  vergrössert  werden;  der  zweite  Versuch 
wurde  deshalb  mit  dem  Werthe  0  =  2-65  durchgeführt  und  ergab: 

/ff-/p  =  ~4". 

Durch  eine  lineare  Interpolation  findet  sich  der  verbesserte  Werth  von  a=  2-64439, 
mit  welchen)  der  dritte  Versuch  durchgeführt  wurde ;  da  sich  in  demselben : 

fg-fp  =  °> 
fand,    so   ist  der  letzte  Werth  als  der  wahre  zu  bezeichnen.     Die  Rechnung  dieser 
drei  Versuche  gestaltete  sich,  wie  folgt : 


« 

2-50000 

2-65000 

2-64439 

loga 

0-39794 

042325 

0.42233 

2, 

4°  3°'  44" 

4°  15' 22" 

4°  15' 55" 

2» 

0   40     4 

0   37  48 

0    37  53 

Vf.  + «.) 

'    35  24 

2    26  35 

2    26  54 

!(*.-*.) 

—     I    55  20 

—     ■    48  47 

—     1    49     1 

w—  vp.  +  'i 

178    39  57 

178   48  46 

178   48  27 

£f'  +  l(ü,-t) 

—     1      2  25 

—     0   55  52 

—     0    56     6 
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Bin{  IT'- J(2„ +  *,))*       6.73410 

663276 

663661 

Bm{H'  +  ifr,—  *J}'       6-51801 

6-42172 

6-42534 

log/        627340 

6-17206 

6-17591 

log//       633345 

6-23716 

6-24078 

Add.        0-27204 

0-26970 

0.26980 

sin/^1        660549 

6-50686 

6-51058 

ein/j,         8-30274 

8-25343 

8-25529 

f§        >°  9' 2" 

1°  1'  37" 

i°  1'  53" 

Vä       0-19897 

0-2 II 62 

0-21116 

«4     059691 

0-63487 

063349 

log/p        360631 

3-56835 

3  56973 

fP        i°  7'  19" 

i"  i'4i" 

i°  1'  53" 

fg  —fP  +        1   43 

—            4 

0. 

Nach  6)   (pag.  448)  erhält  man: 

log?,  =  0-22088      , 

i°ge»  =  0-21708, 

Dach  7)  (pag.  449): 

l,  =  1760  29'  2"    , 

4,=  ,78°: 

(2'  49" 

logtgS,  =  8„23758 

logtgo»  =  8„25428 

loga  =  0-42232          , 

log«  =  0-42232, 

nach  8)  (pag.  449) : 

a  =314°  23'  >7". 

i  =  i°  28'  36", 

nach  9)  (pag.  449): 

«,  =  222°  6'  18"    , 

K„  =  224°10'5", 

Die  nach  10)  (pag.  449)  folgende  Probe  s 

timmt  hie  auf  eine  1 

togensekui 

"}   (Pag- 449)  wird:                                      _     „ 

(l  =  &25"l2. 

Die  Kreiselemente  sind  daher  zusammengestellt,: 

Epoche:   1861  März 

9-5  mittl.  Berl.  Zeit 

w,  =  222°    6'  18"  1 
0  =  314   23   17 
.    =      1    28  36    J 

1  wahres  Aquinoct. 
!       der  Epoche. 

fi  =  825*12 

logo=  0-42233. 

Um  nun  aus  diesen  Elementen  eine  Ephemeride  zu  erhalten,    berechnet  man  nach 

12)  (pag.  449)  mit  der  wahren  Schiefe  (230  27'  29"): 

A=    440  23' 47"  log  sin  a  =  9-99992 

-B  =  3i3    55     o  logsinfi  =9-95907 

C  =  316   42  40  logsinc  =  961793 


57- 


y  Google 


und  erlangt  demnach  nach  13}  und  14)  (pag.  449)  zur  Bestimmung  der  rechtwink- 
ligen wahren  heliocentrischen  Coordinaten  die  Farmen: 

x  =  0-42225  sin(266°  30'  5"  +  825"! 2  (j 
y  =0-38140  ein  (176  1  18  +825"i2/) 
2  =  004026  ein  (178  48  58  +825"i2<), 

in  welchen  die  überstrichenen  Factoren  logarithmisch  angesetzt  Bind  und  t  in  Ein- 
heiten des  mittleren  Sonnentages  von  der  Epoche  1861  März  9-5  zu  zählen  ist. 
Leitet  man  hieraus  eine  Ephemeride  ab,  so  erhält  man  die  folgenden  Zahlen,  neben 
welchen  die  Correctionen ,  welcher  die  Ephemeride  bedarf,  um  mit  den  Beobach- 
tungen zu  stimmen,  angesetzt  sind: 


mittl.  Beil.  Zeit: 

« 

<t 

Ja 

Jt 

1861  März    9-5 

12*  o™   6' 

—  I°43'6 

O' 

o'o 

,,      17'5 

11   53     "8 

—  I      39 

O 

o-o 

,,     255 

II  46    27 

—  0   225 

+    5 

—  0-4 

April    2-5 

11  40      3 

+  0    171 

+  16 

—  1-4 

,,     10-5 

■■  34    35 

+  0   519 

+  36 

—  31 

,,     18-5 

II  3°    23 

+  1    19-5 

+  65 

—  5-7 

Eine  solche  Ephemeride  würde  den  Beobachtern  sehr  gute  Dienste  geleistet  haben, 
da  die  Fehler  für  nahe  liegende  Epochen  als  relativ  gering  zu  bezeichnen  sind. 
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vergL  pag.  25 

Mittl.  Zeit 

Rod.  auf 
Sterin  ei  t 

Mittl.  Zeit 

Red.  auf 

Stempelt 

Mittl.  Zeit 

Red.  auf 
Steraieit 

Mittl.  Zeit 

Red.  auf 
Sternseit 

P.p. 

0h  o»o' 

O-O* 

6*  s-15' 

+ 

■*o«o 

ütiiOUjgt 

+  2-0-0 

1gh1Sdi+4. 

+  3",°'o 

0« 

0*0 

6     S 

+  0  1.0 

+ 

16  34 

+  2      IA 

21  49 

+  3    1* 

17" 

+0  2.0 

17  *s 

+ 

22   40 

+  2      2.0 

»7  54 

+  3    ** 

1»  13" 

tB  16 

+  0    1.0 

»3   30 

+ 

l-o 

»8  45 

+  2     3.0 

33  59 

+  3    3* 

1»  so« 

0.] 

24  11 

+0  4-0 

19  36 

+ 

4* 

14  SO 

+  1     4* 

40    s 

+  3     4* 

2=1  16« 

0.4 
0^6 

jo  »6 

+  0     5* 

35  4" 

+ 

5* 

40  SS 

+  *     S-o 

46  10 

+  3     5* 

3™  39" 

36  ji 

+  0    6.0 

41  46 

+ 

6.0 

47     1 

+  2     6.0 

5*  '5 

+  3     6* 

4«  ifii 

4»  37 

+  0     7.o 

47  5" 

+ 

7-o 

Sl     6 

+  *     7.0 

18  58  20 

+  3     7* 

4"  5*' 

o.S 

48  4* 

+  Q      g.O 

6  si  S& 

+ 

8.0 

1*  J9  11 

+  2     B.o 

19     4  26 

+  3     8.0 

5"  *9* 

0.9 

0  S4  47 

+  0    9.0 

702 

+ 

9.0 

il     5  16 

+  2    9* 

10  31 

+  3     9* 

1     0  52 

+0 10.0 

6    7 

+ 

10.0 

11  21 

+  *  10.0 

16  36 

+  3   10.0 

6  S8 

+  0  11.0 

+ 

17  *7 

+  2    ILO 

+  3   '** 

13     3 

+  0  12.0 

18  17 

+ 

*1  1* 

+  2    12.0 

*8  47 

+  j   i*.o 

19     B 

+0 13.0 

24  23 

+ 

13-0 

29  37 

+  2    13.0 

34  5» 

+  3  13.0 

*5  "3 

+0  14.0 

30  18 

+ 

14.0 

IS  4* 

+  »  i4.o 

40  57 

+  3   '4* 

,;ls 

iS»  '  0.04 

31  19 

+  0  15.0 

1*  3! 

+ 

"S-o 

41  48 

+  *  IS* 

47      * 

+  3  'S* 

37  »4 

+0 16.0 

4*  18 

+ 

16.0 

47  53 

+  2  .6.0 

53     7 

+  3   "6* 

i8«  :  0.0s 

41  *9 

+  0  17.0 

48  44 

+ 

17-0 

13  53  SB 

+  *  17* 

■9  59  n 

+  3  "7* 

*2>   1  0.0* 

49  34 

+  0  >B.o 

7  54  49 

+ 

1S.0 

■4    0     1 

+  *  18.0 

20     s  18 

+  3   '8.0 

26*     0.0- 

»  SS  4« 

+0 19.0 

8    0  54 

+ 

19.0 

6    9 

+  2  .9.0 

11  *3 

+  3  "9* 

29>     1    0.0t 

33'      W) 

*     1  4S 

+  0  »0.0 

6  59 

+ 

1»  14 

+  *  10* 

17  28 

+  3  *o.o 

7  5<J 

+0  21.0 

"3     5 

+ 

18  19 

+  2    2I.O 

*1  34 

+  3  »•* 

'1  SS 

+  0    22.0 

19  10 

+ 

24  24 

+  *    22.0 

*9  39 

+ 1  *** 

+  0  *3-o 

*5  15 

+ 

23.0 

30  30 

+  t  *3* 

3S  44 

+  3  *1* 

26     6 

+  0*4-0 

31  20 

+ 

24.0 

16  35 

+  2  *4* 

41  49 

+  3  *4* 

32  11 

+  0  *S.o 

17  *6 

+ 

25.0 

4*  40 

+  *  »5* 

47  55 

+  1  »5* 

38   16 

+  0  26.0 

43  3' 

+ 

*6.o 

48  45 

+  2  16.0 

20  S4    0 

+  3  *6.o 

44  *» 

+  0  27.0 

49  36 

+ 

•4  54  5' 

+  *  27.0 

21     0     5 

+  1*7* 

50  27 

+  028.0 

8  55  41 

+ 

28.0 

■5     056 

+  2  18.0 

6  10 

+  3  *8* 

*  5*3* 

+  0  »9.0 

9     1  47 

+ 

29.0 

7      I 

+  2  29.0 

12  16 

+  3  »9* 

J     *  17 

+  0  30.0 

7  5* 

+ 

30.0 

11     6 

+  *  30.0 

18  21 

+  3  3°* 

>  43 

+  031.0 

ij  57 

+ 

31.0 

19  1* 

+  *  31-0 

+  3  HO 

14  48 

+  0  32.0 

+ 

32.0 

»5  "7 

+  *  12.0 

30  31 

+  j  3** 

20  J3 

+  0  ll-o 

16     8 

+ 

33* 

11    2* 

+  *  31* 

36  17 

+  3  33* 

26  s< 

+  0  34-0 

3*  11 

+ 

14-0 

37  *7 

+  *  14* 

42  42 

+  3  34-o 

33     3 

+  0  35.o 

18  18 

+ 

IS-o 

43  33 

+  *  15* 

48  47 

+  3  35* 

39     9 

+  0  36.0 

44  *3 

+ 

36.0 

49  18 

+  *  36* 

21  J4  s* 

+  3  36.0 

45  "4 

+  0  37.0 

50  28 

+ 

37° 

'S  SS  43 

+  *  37* 

22     058 

+  3  37* 

St   »9 

+  0  38.0 

9  56  14 

+ 

38.0 

■6     .  48 

+  1  38* 

7     1 

+  3  3«* 

3  S7  »4 

+  0  ,9.0 

10     2  39 

+ 

39.0 

7  54 

+  »  39* 

■3     8 

+  3  19* 

4     3  3" 

+  040.0 

844 

+ 

40.0 

'3  59 

+  2    4O.O 

«9  '1 

+  3  40.0 

9  35 

+  0  41.0 

'4  49 

+ 

41* 
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a  —  a'  und  9  —  9  sind  an  die  beobachteten  Orte  mit  ihren 
Zeichen  anzubringen,  um  geocentrische  Coordinaten  iu  er- 
halten. 

0  —  R  =  Stunden  winkel 
a  —  a'  wird  im  Zeitmass  erhalten 
J  -  d"      .      .    Bogenmass    » 

log  A  und  log  D  sind  in  Einheiten  der  letrton  Stelle  tu 
corrigiren,  wenn  die  angewandte  Parallaxe  zwischen  den 
folgenden  Grenzen  angenommen  wird: 
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—  0.197 

0.031 998] 
031 7017 

°Ji  SS47 
031  4066 

—  '477 

—  '479 

—  148o 

—  1481 

O.OO*  2117 

001  2017 
001  1917 

001 18*7 

E;£ 

—0.150 
—0.149 
—0.148 

—  0.147 

—0.146 

0.0*44711 
0*4  3177 

0140103 
013  8565 

—  '535 
-1536 

—  ■53» 

—  1538 

0.001  tu* 

001  7007 

00)  6796 
001  669' 

_  1482 

—  1540 

—  106 

—  0.19s 

—  0.194 

—  0.193 

0.031  1584 

—  1484 

—  1484 
_  i486 

—  i486 

"suis 

-Im 

—0.14s 
—  0.143 

0.013  70*5 
o*3  5484 
013  3941 

—  '54' 

—  1541 

—  '543 

—  »545 

0.001  658! 
001  6480 
0016374 

—  10s 

0308130 

—  0.141 

013  2399 

001  6168 

—  106 

—  0.191 

0306644 

001  1315 

—0.141 

oi j 0854 

001  6161 

—  1488 

—  1546 

-  iot 

—  0.190 

0.0305156 

—  1489 

0.0021125 

—  0.140 

o.otigjol 

—  'S4* 

—  '549 

—  1549 

—  'ist 

0.001  6056 

—  106 

—  0.189 

030  3667 

0021114 

—0.139 

0.* 7761 

001  5950 

-106 

—  0.188 

0301177 

—  1491 

002 1023 

-lol 

—0.138 

0**6113 

0015844 

—  0.187 

0300686 

0010921 

—0.137 

oil  4664 

001  5737 

—  0.186 

0199194 

149* 

0010811 

-0..36 

0*23113 

001  5631 

—  '494 

—  155' 

—  0.18s 

0.019  7700 

—  '494 

—  1496 

—  1496 

—  1498 

—0.13s 

0.021 1 561 

—  t5Jj 

—  1555 

—  1555 

—  1557 

0.001  5514 

—  106 

—  0.184 

—  0.183 

019  6106 

0010517 

-." 

—  0.134 

—  0.133 

021  8454 

0015418 
0015JU 

0193114 

001 0416 

—0.13* 

oll  6B99 

001  5*04 

—  0.181 

00*0314 

—  0.131 

0*1  5341 

001  J097 

—  •499 

—  MSB 

—  0.180 

—  0.179 

—  0.178 

0.0290117 
0187*15 

—  1500 

—  1501 

—  1502 

—  1504 

"üüü 

~!oi 

—  0.130 
—0.119 

0.01I  37I4 
Oll  1**5 
oil  0665 

—  1559 
-1560 

0.001 4990 
001  4881 
001  4775 

15 

—  0.177 

0*85713 

001  9907 

—  103 

—0.117 

0109103 

—  '563 

001  4667 

—  0.176 

018  4I09 

001 9804 

—  0.116 

010  7540 

0014560 

—  1504 

JO* 

—  »5*4 

—  (Ol 

—  0.175 

0.028  1705 

—  1507 
-1508 

—  1509 

0.001  9701 

—  0.115 

0.010  5976 

—  156s 
-1567 

—  1567 

—  I5?ö 

0.001  44S* 

0281  i99 

□01  9600 

—  103 

—  103 

—  0.1*4 

020  44»  1 

001  4144 

—  0.173 

—  0.172 

017  969* 
017BI84 
017  8675 

00t  9497 
001  9395 
001  9191 

—  0.113 

0*0*844 
0199707 

2',  T.lt 

i!ä 

—  1511 

—  103 

—  1570 

0.017  5>64 

0.001  9 189 

—  103 

—  103 

—  104 

0.019  81 37 

—  1571 

—  "573 

—  "574 

—  "575 

o.ool  )9ii 

—  0.169 

017  3*53 

027  11 4" 

—  IS»3 

—  iS'4 

00190B7 
001  8984 

—  0.119 

—  0.118 

0194993 

001  1803 
001  3695 

-lül 

—  O.167 

001  8881 

—  0.117 

0193419 

001 3S»6 

—  O.166 

OOI  8777 

019  '844 

001  3477 

— 1516 

—  103 

—  '577 

-1« 

—  0,16s 

0.026  7S9S 

0.001  8674 

—  103 

—  IOJ 

—  104 

—  0.115 

—  "ST8 

—  '579 

—  isSo 

—  1581 

0.00.  336R 

—  10) 

—109 

—  0.164 

—  9.163 

—  0.161 

0164559 
016  3039 

—  1519 

—  1510 

OOI  8571 

OOI  8467 

ooi  8364 

—  0.113 

018  B689 
0187II0 
018  553o 

ooi  3*59 
00t  3150 
00t  3041 

—  0,161 

00t  8160 

Ol 8  3948 

ooi  193 1 

—  15** 

—  U83 

—  109 

—  0.160 

0.025  9997 

—  1514 

—  1514 

—  '5*5 

—  '5*7 

0.001  8156 

0.018*365 

—  IS84 
— 1585 

—  "S«7 

—  1588 

o.ool  18 11 

—  O.159 

025  8473 

001  8051 

—  0.109 

oll  0781 

—  109 

015  6949 

001 7948 

—  104 

—  104 

—  0.108 

0179196 

—  0.157 

025  54*4 

001  7B44 

0177609 

001  1493 

—  0.156 

oij  3B97 

001  7740 

—  0.106 

0176011 

001  1383 

—  15*8 

—  105 

—  1589 

—  0.155 

0.015  1369 

—  ,519 

—  'S3o 

—  '53* 

—  153* 

0.001 763  s 

—  104 

—  ,oS 

— 105 

—  0.105 

0.0174431 

—  1590 

—  '59* 

—  '593 

—  1595 

0.001  i*7| 

—  0.154 

—  0.153 

0249310 

014  7778 

001  7531 

001  73*' 

—  0.104 

—  0.103 

0.7*841 
017  '»SO 

0169657 

001  ll6i 
001  105* 

-111 

—  0.151 

0146146 

104 

—  0.101 

0168061 

001  1I31 

—  '534 

—  105 

—  "595 

-'" 

—  0.150 

0.01447«* 

0.0017111 

—  0.100 

0.4166467 

0.001  17*0 

1 
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, 

log/ 

Diff. 

\ogE 

Diff. 

• 

1°«/ 

Diff. 

logi 

Diff. 

—  O.IOO 

0.016  6467 

—  1S97 

—  1398 

o.ooi  17*0 

—  0.050 

0.008  4993 

—  1665 

—  1665 

0.000  6017 

—  Q.099 

016  4870 

001 1609 

—  0.049 

000  5909 



—0.098 

016  1171 

001  1499 

008  1663 

0005791 

—  0.097 

016  1671 

001 1387 

—  0.047 

007  9995 

— 1668 

0005675 

— 118 

—0.096 

0160071 

-1601 

0011*76 

—  in 

-0.046 

0078327 

OOOSS57 

—  118 

—0.091 

0.015  8469 

=S3 

0.001  1165 

—  in 

—  0.045 

0.007  6657 

—  .671 
-1671 
-1675 

—  1673 

0.000  5439 



—  0.094 

0156866 

001  1054 

„, 

—  0.044 

0074986 

0005311 

—  118 

—  0.093 

0155161 

0010941 

—  0.043 

0073313 

0005*04 

°>5 J*SS 

—  1607 

—  0.041 

000  50B6 

—  119 

01s  1048 

001  0719 

—  0.041 

006  9963 

0004967 

-1677 

—  ti8 

—  0.090 

0.01  s  0439 

—  1610 

a.001  0607 

—  O.O4O 

0.006  8186 

—  1679 

0.000  4849 

—  119 

—  0.089 

0148819 

0010495 

—  0.019 

0066607 

0004710 

—0.088 

1       0147118 

001  03B* 

—  0.038 

0064917 

—  1681 
-1683 

— 119 

014560s 

—  1614 

—  0.O17 

006  3146 

0004491 

— 0.0B6 

014  1991 

—  0.OI6 

Oo6is63 

0O0  4374 

—  1615 

—  113 

—  16B4 

—  119 

—0.08s 

0.0141376 

— 1617 

0.001  0045 

—  0.O1S 

0.005  9*79 

0.0004155 

—0.084 

01407S9 

0009933 

—  o.o]4 

005  8193 

—  1687 

—  1689 

—0.083 

013  9141 

000  9810 

—  0.033 

005  6506 

0004017 

oij  75" 

0009707 

—  0.031 

0054817 

0003897 

—  0.081 

0135901 

0009594 

—  0,031 

0053117 

000  1777 

—  1611 

—  113 

—  119 

— 0.080 

0.013  4*80 

—  114 

0.005  "435 

—  1691 

—  1694 

—  1697 

O.000  3658 

—0.079 

0131657 

—  1615 

0009367 

—  O.019 

0049741 

0003538 

—  0.078 

013 1031 

00092S4 

—  0.018 

0048048 

0003418 

—  0.07  7 

0119406 

-1617 

0009141 

-..4 

—  0.0*7 

0046151 

0117779 

0009017 

0044655 

0003177 

—  1618 

—  114 

—  1699 

—  0.07s 

0.011  6lSl 

—  1610 
-.631 
— 163* 

—  .634 

0.0008913 

—  114 

—  "4 

—  0.O1S 

0.004  29J6 

—  1700 

—  1703 

—  1705 

0.000  3057 

, 

—  0.074 

0114511 

000  8799 

—  0.014 

000  1936 

—  0.073 

0111889 

00086B5 

—  0.023 

003  9S54 

000  1816 

0111157 

0008571 

003  7«5' 

000  1695 

—  0.071 

01196*3 

0008457 

003  6146 

0001574 

—  1636 

—  115 

0.011  7987 

—  1636 

—  1638 
-1640 

0.000  8J4» 

—  114 

0.0014440 

—  1708 

—  1709 

0.000  1453 

01.635. 

0008218 

—  O.019 

ooi  173* 

—  0.068 

011  4713 

—  0.018 

003  .0*3 

011  3073 

000  7998 

—  0.O1 7 

0019311 

0001088 

—  0.066 

011  1413 

0007883 

—  0.016 

—  164J 

—  HS 

— 1714 

0.010979» 

—  1643 

—  1645 

—  1646 

—  1648 

—  O.015 

0.001  5886 

0.000  1845 

010  «147 

0007653 

00*4171 

010650* 

0007538 

—  0.013 

001 1454 

—  0.061 

0104856 

0007411 

0001479 

—  0.061 

010  3108 

0007307 

000  1156 

—  1649 

—  116 

—  0.060 

0.010  1359 

—  t6jo 
-1651 

—  1653 

—  '655 

0.0007191 

—  116 

—  0.010 

0.001  7»95 

,„, 

0.000  1*34 

,„ 

—  0.059 

009  9909 

0007075 

001 5573 

—  1725 

—  0.0s  8 

0098157 

0006959 

—  0.008 

00.  3B4B 

0000988 

—  1*1 

—  0.057 

0096604 

000  6B43 

—  0.007 

OOI  2123 

0000865 

—  0.056 

009  4949 

0006717 

001  0395 

—  1656 

—  117 

—  172B 

—  1*1 

—  0.05s 

0.009  3193 

-I657 

—  I&S9 

—  1660 
— 1661 

0.000  6610 

—0.00s 

0.000  8667 

—  114 

009  1636 

0006494 

0006936 

000  0495 

—  0.053 

0089977 

000  6377 

0005*05 

—  «7J4 

—  '735 

0000371 

—  114 

00B  6656 

0006160 

—  116 

_  °'ooi 

0003471 

000.736 

oloo^ 

—  1663 

—  117- 

-.736 

-0.050 

0.00B  4991 

0.00060*7 

0.000 

0.0000000 

0.0000000 
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• 

lo»/ 

Diff. 

log  2? 

Diff. 

■ 

log/ 

Diff. 

log-B 

Diff. 

o.ooo 

0.0000000 

—  1738 

—  1739 

0.000  0000 

+  0.050 

9.991 1156 

9.999  3606 

+  o.ooi 

9.999  8162 

9.9999876 

+  0.051 

9909338 

999  3474 

+  o.ooi 

9996513 

999  975» 

+  0.05» 

990  75 '7 

999  334» 

-  133 

+  O.OO3 

999  47B2 

—  »743 

999  96*7 

+  0.053 

9905695 

999  3»09 

+  0.004 

999  3°39 

999  9502 

+  0.054 

990387» 

9993077 

—  «744 

—  1816 

-  «33 

+  0.00s 

9.999  1295 

—  1746 

9.9999378 

+  0.0SS 

9.990  1046 

9.999  1944 

998  9549 

999  9*53 

+  0.056 

9900119 

— 1819 

999**12 

+  0.007 

998  7802 

9999118 

+  0-057 

989  8390 

999  »679 

+0.008 

998  605  3 

—  I7iO 

9999003 

+  0.058 

989  6559 

999  »546 

—  «33 

+  0.009 

998  4303 

9998877 

+  0.059 

989  4717 

999  »4' 3 

—  1732 

—  115 

—  1834 

—  '34 

+  O.OIO 

9998  iSS« 

—  1754 

—  «755 

—  I7S6 

—  «7S9 

9.999  875» 

—  126 

-f-  0.060 

9.989  »893 

-.836 

—  '«37 

—  «*39 

—  184» 

9.999  2*79 

+  0.011 

998  0797 

999  8626 

+  0.061 

9*9 '057 

999  »«46 

—  '34 

—  134 

+  0.01* 

997  004» 

999  8300 

+  0.062 

988  9110 

9992012 

+  0.013 

997  7»  *6 

999  8374 

+  0.063 

9887381 

999  1878 

+0.014 

997  J5»7 

999  8148 

+  0.064 

988  5540 

999  «744 

—  1759 

—  1*6 

—  ■843 

—  «34 

+  O.O.J 

9-997  3768 

—  176» 

—  1763 

— 1764 

—  1766 

9.999  8121 

+  0.065 

9.988  3697 

—  «B4S 

—  1846 

—  1848 

—  1849 

9.999  1610 

—  '35 

—  '34 

—  «35 

—  «35 

+  o.o,6 

9971006 

999  799* 

+  0.066 

9881852 

999  «475 

+0.017 

997  0143 

999  7869 

—  127 

+  0.067 

9880006 

999 '34« 

+0.018 

996  8479 

999  774» 

+  O.o68 

9878158 

9991206 

+  0.019 

9966713 

999  7616 

+  O.069 

9876309 

999  1071 

—  1768 

—  1*7 

—  «B52 

—  '35 

+0.020 

9.996  494s 

—  1769 

—  177« 

—  «773 

—  «774 

9999  7489 

—  128 

—  117 

—  127 

+  0.070 

9-9*7  4457 

—  1853 
-'855 

—  i*S7 

—  1858 

9.9990936 

+  0.023 

996  ji 76 
996  1405 
995  9631 

999  7361 
999  7134 
999  7"07 

+  0.071 
+  0.071 
+  0.073 

987  2604 

987  0749 
986  8892 

999  0801 
9990665 
9990530 

—  136 

—  ■35 

-136 

+  0.014 

995  785* 

999  6979 

+  O.074 

986  7034 

9990394 

—  1776 

—  128 

—  1861 

—  .36 

+  0.O2J 

9.99S  6081 



9.999' 6851 



+  0.075 

9.986  s  173 

l(. 

9.9990158 

-.36 
-136 

+  O.OZ& 

995  «05 

—  "779 

—  1781 

—  1781 

999  67*3 

+  0.076 

9863311 

—  1864 

—  .865 

9990121 

+  0.027 

99S  *S*6 

999^595 

+  O.077 

986  1447 

998  9986 

+  0.018 

995 "745 

999  6467 

+  0.078 

9*5  9S*» 

998  9849 

-136 

+  0.019 

994  8963 

9996339 

+  0.079 

9*5  7714 

9989713 

— 1784 

—  129 

—  1869 

—  '37 

+  O.OJO 

9.9947179 

—  1785 

—  1787 
-1789 

—  1790 

9.9996210 

+  0.080 

9.98S  5*45 

—  1871 

9.998  9576 

—  »37 

+  O.O31 

994  5394 

9996081 

+  0.081 

9*S  3974 

99*  9439 

+  O.OJ2 

+  0.033 

+0.034 

994  3fc>7 
994181« 
9940018 

999 595* 
999  5813 
999  5694 

—  129 

—  129 

+  0.081 
+  0.083 
+  0.084 

98s  *'ol 
985  0227 
9848350 

—  1874 

—  1877 

9989301 
9989164 
99*90»7 

—  138 

—  '37 

—  179* 

—  129 

—  1878 

—  13« 

+  0.035 

9.993  8136 

—  1794 

9-999  SS6S 

—  130 

+  0.0B5 

9.9846472 

9.998  8889 

+0.036 

993  644* 

999  S435 

+  0.086 

9*4  459* 

998  8751 

—  '3* 

—  138 
-.38 

+0.037 

993  4647 

—  «797 

—  '799 

999  5306 

+  0.087 

984  *7'o 

—  1883 

998*61 3 

+  0.038 

993  »850 

9995176 

+  0.088 

984  0817 

99*  8475 

+0.039 

993  1051 

999  S"4» 

+  0.089 

9*3  894' 

998  8337 

— 1800 

—  130 

—  1887 

—  139 

+  0.040 

9.991  9151 

9.9994916 

—  130 

—  131 

+  0.090 

9-9*3  7054 

—  1889 

—  189' 

—  1893 

—  '895 

9.998  8198 

-13« 

+  0.041 

99»  7449 

-.804 
—  180S 

999  4786 

+  0.091 

983  5165 

998  8060 

+  0.041 

99»  5645 

9994655 

+  0.091 

9*3  3»74 

99*  79»' 

+  0.043 

992  3B40 

99945*4 

+  0-093 

9831381 

99*  778» 

—  140 

+  0.044 

991 1033 

999  4394 

+  0-O94 

982  9486 

998  7641 

—  1808 

—  '3' 

—  1896 

—  '39 

+  0.045 

9.991  0225 

9.999  4263 

+  0.095 

9.982  7590 

—  1I9I 

9-998  7503 

+  0.046 

991  8414 

999413* 

+  0.096 

981  5692 

99*  73*3 

+  0.047 

999  4000 

+  0.097 

982  3791 

99*  7**3 

+  0.048 

991 4789 

999  3869 

+  0.098 

982  1889 

99*  7083 

+  0.049 

99'  1973 

—  1817 

999  3737 

—  131 

+  0.099 

9819985 

—  1905 

99*  6943 

—  140 

+  0.050 

9.991  1156 

9.999  3606 

+  O..00 

9.981  8080 

9.998  6803 
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Tafel  Via. 

* 

loR/ 

Diff. 

logE 

Diff. 

' 

1°B/ 

Diff. 

log-E 

Diff. 

+  0.100 
+  0.10. 

+  0.101 

9.981  80B0 
981  617* 
981  4*6* 

—  1908 

—  1910 

—  1911 

—  1913 

9.998  6803 

998  6661 
998  6511 

—  141 
— 140 

+  0.150 
+  0.151 
+  0.1S* 

9.97*0325 
971  8319 
9716311 

—  *ooB 

9-997  954S 

997  9194 
997  9*44 

—  150 

+  0.103 

9812351 

9986381 

+  0.1S3 

971  410O 

997  9091 

+  0.104 

981  0438 

998  6140 

+  o-'S4 

971  1288 

997  8941 

— 1915 

—  201 S 

+  o.ios 

9.980  8J21 

—  1917 

—  1919 

—  1911 

—  '9*3 
-.9.5 

—  19*6 

—  1919 

—  1930 

—  1931 

9.998  6098 

—  "4*  . 

+  0.IS? 

9-971  0273 

— 1016 
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+  "699 
+  I701 
+  1702 

+  0.015 
+  0.016 

+  0.017 

aoo.6.1, 

+  0.065 

+  0.066 
+  0.067 

0.011  5J94 

+  18>S 

+  18.6 
+  1B1B 

—  0.081 

986  1266 

—  0.03z 

994  4987 

+  0.018 

003  1455 

+  ■759 

+  0.068 

0120843 

+  1819 

—  0.081 

9862914 

—  0.031 

994  6689 

+0.019 

003  3214 

+  0.069 

012  1661 

+  1650 

+  '703 

+  1760 

+  1820 

—  0.079 

—  0.078 

—  0.077 

9.9864564 
9866214 
986  7866 
9869519 

4-i6so 

+  1652 
-i-"6S3 

+  ■654 

—  0.030 

—  0.029 

—  0.028 

—  0.017 

9.994  B392 
9950096 
995  1801 

995  35o8 

+  1704 
+  l7os 
+  I707 
+  '7">7 

+  0.020 
+  0.021 
+  0.021 
+  0.023 

0.003  4974 
0036735 
003  8497 
0040260 

+  I76i 
+  1761 
+  1763 
+  1764 

+  0.070 
+  0.071 
+  0.072 
+  0.073 

0.0124481 
0126303 
0128116 
0119949 

+  18*1 
+  1823 
+  1813 
+  1825 

—  0.076 

987  n  73 

—  0.016 

995  S"5 

+  O.OI4 

+  0.074 

0131774 

+  '654 

+  1709 

+  1766 

+  1827 

—  0.07  j 

9.9872827 

+  1656 

-(-1657 
+  1658 
+  1659 

—  0.015 

9.9956924 

+  1709 
+  1711 
+  >7>* 
+  I7U 

+  0.025 

0.004  379° 

+  1767 
+  1768 
+  1769 
+  1770 

+  0.075 

0.013  3601 

+  1817 
+  1819 

—  0.074 

9874483 

995  8633 

+  O.Ol6 

0045557 

+  0.076 

013  54*8 

—  0.073 

9876140 
9877798 
987  94S7 

—  0.023 

996  0344 
996  1056 
996  3769 

+  0.O27 
+  0.028 
+  O.O29 

00473*5 
0049094 

+  0.077 
+  0.078 
+  0.079 

ol3  7»57 
01390B7 
0140918 

+  1830 
+  183' 

+  1660 

+  1714 

+  1771 

+  IB33 

—  0.070 

9.98B  1117 

4- 1661 
-j-  1662 
+  1663 

+  1665 

—  0.010 

9-996  S483 

, 

+  o.»3o 

0.005  »635 

+  1773 
+  1774 
+  '775 
+  .776 

+  0.080 

0.014  *7S' 

+  I834 

9881778 

—  0.019 

9967-98  i_;;;£ 

+  0.031 

0054408 

+  0.081 

0144585 

+  "835 

—  0.068 

9884440 
988  6103 

—  o.oiB 

—  0.017 

99*8914 
9970632 

+  17>8 
+  1718 

+  0.032 
+  ».033 

0056181 

005  7957 

+  0.081 
+  0.083 

0146410 
0148256 

+  1836 
+  1838 

—  0.066 

98B  7768 

—  0.016 

997  2350 

+  0-034 

005  9733 

+  0.084 

0150094 

+  1665 

+  ■7« 

+  1778 

+  1839 

—  0.065 

9988  9433 

4-  1666 
4-  1668 
4-  1668 
+  1670 

—  0.015 

9.997  4070 

+  1721 

+  .7" 
+  1723 

+  1724 

+  0.03  s 

0.0061511 

+  1778 
+  1780 
+  1781 
+  178* 

+  0.08s 

0.015  '933 

+  "840 

989  1099 

997  5791 

+  0.036 

01; 3773 

+  "84" 

-0.063 

9B9  *7&7 

—  0.013 

997  75'3 

+  0.037 

006  5069 

+  0.087 

015  5614 

+  "843 

—  0.062 

9894435 

997  9*36 

+  0.038 

0066850 

+  0.088 

0157457 

+  1844 

—  0.061 

9896105 

998  0960 

+  0.019 

006  8631 

+  0.089 

0159301 

4-1670 

+  .725 

+  1784 

+  1845 

—  0.060 

9^89  7775 

+  ■67* 
+■1673 

+  1673 
+  "675 

—  0.010 

9.998  »685 

+  1716 

+  «7i8 
+  1719 
+  1729 

+  0.040 

0.0070416 

+  1784 
+  1786 
+  1787 
+  1788 

+  0.090 

0.016  1146 
0162993 

+  "847 

—  0.059 

—  O.058 

9899447 
990  1 110 

—  0.008 

9984411 
9986139 

+  0.04. 
+  0.042 

007  3986 

+  0.091 
+  0.091 

+  1847 

+  '8;o 

—  0.057 

990  2793 

998  7868 

+  0.043 

0075773 

+  0.093 

+  1850 

9904468 

998  9597 

+  0.044 

007  7S6i 

+  0094 

016  8540 

+  1676 

+  I7JI 

+  17*9 

+  185* 

—  0.05  s 

9.9906144 

+  1677 
+  1678 
+  1679 
+  1680 

9.9991328 

+  173* 
+  "714 
+  »734 
+  '735 

+  0.045 

0-007  9350 

+  179" 
+  179* 
+  1793 
+  1794 

+  0.095 

0.0170391 

+  "855 

—  0.054 

99078»! 

999  3060 

+  0.046 

008  1141 

+  0.096 

017  «45 

+  "854 

—  0.053 

—  0.051 

—  0.051 

990  9499 

991  1178 
991 »858 

ES 

999  4794 
9996528 
999  8263 

+  0.047 

+  0.048 
+  0.049 

008  2933 

008  6510 

+  0.097 
+  0.098 
+  0.099 

OI7  4099 
OI7  5954 

0:778" 

+  "855 

+  "857 

+  1681 

+  1737 

+  1796 

+  1858 

-O.OJO 

9-99'  4S40 

0.000 

0.0000000 

+  0,050 

0.008  8316 

+  0.100 

0.017  9669 
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Tafel  VI  b. 

+  O.IOO 
+  O.IOI 
+  0.1O* 
+  0.10J 

+  °-"°4 

Logo 

Diff. 

» 

log  ff 

Diff. 

" 

logff 

Diff. 

»        1      logff 

Diff. 

0.017  9669 
01815*9 
oiB  3389 
oiBj»Ji 
OlB7"5 

+  1860 
+  1B60 
+  1S62 
+  1864 

+  0.150 
+  0.ISI 
+  0.152 
+  o.i53 
+  0.1 54 

0.0274161 
0176187 
017B115 
018  0044 
018  1975 

+  1916 
+  1928 
+ 19*9 
+  ■931 

+  0.200 
+  0.201 
+  0.202 
+  0.203 
+  o.*04 

0.0372311 

0374309 
037  6308 
0378309 
03B03II 

+  1998 

+  1999 

+  20O1 

+  2O02 

+  0.250 

+  0.1J1-1 
+  0.2S2 

+  o.*53 

+  0.154 

0.0474061 
0476136 

047  8212 

048  2369 

+  1075 
+  2076 
+  2077 
+  2080 

+  1864 

+  193* 

+  2004 

+  2081 

+  0.105 

+  0.106 
+  0.107 
+  0.108 
+  0.109 

0.018  8979 
019084S 

OI9  2712 
0194581 

OI964SI 

+  1866 

+  1867 
+  1869 
+  1870 

+  1871 

+  O.ISS 
+  0.156 
+  0..S7 
+  0.158 
+  0.IS9 

0.018  3907 
018  5840 
028  7774 
0189711 
029 1648 

+  1931 

+  "934 
+  '937 
+  '9J7 

+  1939 

+  0.205 
+  0.206 
+  0.207 
+  0.208 
+  0.209 

0.0382315 
03843»° 
0386317 
0388336 
039034s 

+  »005 
+  2007 

+  2012 

+  0.255 

+  0.256 

+  0.257 

+  0.258 
+  0.259 

0.048  44SO 

048  6532 
0488616 

049  0701 
049  *789 

+  2082 
+  1084 
+  2086 
+  2087 
+  1089 

+  0.110 

0.019  83« 

+  1872 
+  1874 
+  •675 
+  1876 

+  o.l6o 

0.0293587 

+  1940 

+  '941 

+  '943 
+  1944 

+  0.210 

0.039  *35  7 

+  20I2 
+  1015 

+  2016 
+  *OI7 

+  0.160 

0.049  4878 

+  1091 
+  2092 
+  2094 
+  1095 

+  0.111 

020  0194 

+  0.161 

01955*7 

+  0.111 

0394369 

+  0.261 

049  6969 

+  0.111 

+  O.HJ 

+  0.114 

OIO  3943 
020S819 

+  0.162 
+  O..63 
+  0.164 

019  7469 
0299412 
0301356 

+  0.112 

+  0.113 
+  0.114 

0396384 
0400417 

+0.262 
+0.261 
+0.264 

049  906 1 
ojo  iiss 

050  3250 

+  1878 

+  1946 

+  2019 

+  2097 

+  0.1  is 
+  0.116 

+  0.117 
+  0.118 
+  0.119 

O.OIO  7697 
0109576 

021 1456 

021  3338 

Oll    S211 

+  "879 
+  1880 
+  1882 
+  1883 
+  1884 

+  0.165 

+  O.166 
+  0.167 
+  0.168 
+  0.169 

0.030  3301 

030  5250 
0307198 
0309148 

031  1100 

+  1948 
+  1948 
+  1950 
+  1951 
+  '953 

+  0.11s 
+  0.116 

+  0.117 
+  0.2.8 
+  0.219 

0.040  2436 
040  4456 

040  6478 
0408501 

041  0516 

+  1010 
+  1012 
+  1013 

+  202S 
+  2026 

+0.165 
+0.266 
+  0.267 

+  o.*6B 
+  o.*69 

0.0505347 
0507445 

050  9546 

051  1648 
051  3751 

+  2098 

+  2IOI 

+  IIOI 
+  2103 

+  *ios 

+  0.110 
+  0.121 

+  0.112 
+  0.123 
+  0.124 

O.OII    710S 

011  8991 

022  0878 

011  2766 
011  4656 

+  1886 
+  1887 
+  1888 
+  1890 

+  i89< 

+  0.170 
+  0.171 

+  0.171 
+  0.173 
+  0.174 

0.031  3053 
031  5007 

031  6963 
03.  8910 

032  0879 

+  1954 
+  .956 
+  1957 
+  1959 
+  i960 

+  0.220 
+  0.221 
+  0.212 
+  0.223 
+  0.214 

0.041  *SS* 
041  45Bo 

041  8641 
041  0673 

+  *Ol8 

+  2030 
+  2031 
+  2031 

+  10I4 

+  0.270 
+  o.*7l 
+  0.272 
+  0.273 
+  0.274 

0.051  5856 
051  7963 
051  0071 
05**181 
0524293 

+  2107 

+  1110 
+  1112 
+  1113 

+  o.iis 

0.011 6547 

+  .892 
+  1894 
+  1895 
+  1896 

+  0.175 

O.032  1839 

+  1962 
+  1963 
+  .964 
+  1966 

+  0.225 

0.042  1707 

+1036 

+  2037 

+  2039 

+  0.275 

0.0s  2  6406 

+  2115 

+  2117 
+  2118 

+  21*0 

+  0.116 

02»  8439 

+  O.176 

0314801 

+  o.**6 

042  4743 

+  0.276 

0528511 

+  0.117 
+  0.128 
+  0.119 

0230333 
023  2228 

0234124 

+  0..77 
+  0.178 
+  0.179 

032  6764 
032  8728 
0330694 

+  0.1*7 
+  0.2*8 
+  o.**9 

041  6780 
04*  8819 
043  0B59 

+  o.*77 
+  0.278 
+  0.279 

0530638 
053  *7S6 
OS3  4B76 

+  1898 

+  1967 

+  2041 

+  2121 

+  0.130 

+  0.131 
+  0.131 

+  O.IJJ 

+  0.134 

0.0.36021 

023  79» 
0139822 

024  1723 

+  1899 
+  1901 
+  1901 
+  1903 
+  1905 

+  O.l8o 
+  0.181 
+  0.182 
+  0.183 
+  O.1B4 

0.0331661 

033  4630 

033  6600 
033*571 

034  0544 

+  1969 

+  1970 
+  1971 
+  1973' 
+  1975 

+  0.130 
+  0.231 
+  0.13* 
+  0.233 
+  0.134 

0.043  2900 
043  4944 
043  69B8 

043  9035 

044  1083 

+  *044 
+  2047 
+  2048 
+  M49 

+  0.280 
+  0.281 
+  0.181 
+  0.283 
+  0.284 

0.053699? 

053  9t*> 

054  i*4S 
OS4  337* 

■054  5500 

+  11*4 
+  2124 

+  21*7 

+  2128 

+  *130 

+  0.135 

0.014  SS  3' 

+  1906 
+  '9°7 
+  1908 
+  1910 

+  0.1BS 

0.0341519 

+  1976 

+  1977 
+  1979 
+  1980 

+  0.135 

0.0443131 

+  2051 
+  *oS3 
+  1054 
+  1055 

+  0.185 

0.054  7630 

+  »3' 
+  »34 
+  »35 

+  2136 

+  0.136 

014  7437 

+  0.186 

o34  4495 

+  0.136 

0445183 

+  0.286 

0549761 

+  0.137 

014  9344 

+  0..  87 

034  647» 

+  0.237 

044  7*36 

+  0.187 

OS5 1895 

+  0.138 

+  0.139 

015 1251 
oij  3162 

+  0.1BB 
+  O..B9 

034  8451 
0350431 

+  0.138 
+  0.139 

0449190 
045  1 345 

+  0.188 
+  0.289 

0554030 
055  6166 

+  >9" 

+  1981 

+  *o57 

+  »38 

+  0.140 

0.0*5  S073 

+  19U 

+  1914 
+  1915 
+  19«7 

+  0.190 

0.035  *4i  3 

+  1983 
+  198S 
+  1986 
+  1987 

+  0.240 

0.045  340i 

+  *oS9 
+  1061 
+  *o6i 
+  2063 

+  0.190 

0.055  8304 

+  2140 
+  214* 
+  *i43 
+  »45 

+  0.141 

025  6986 

+  0.191 

035  4396 

+  0.241 

045  S46i 

+  0.191 

0560444 

+  0.142 

+  0.192 

0356381 

+  0.142 

045  7522 

+  0.291 

0561586 

+  o.H3 

+  0.193 

0358367 

+  0.143 

04s  95*4 

+  0.293 

0564729 

+  0.144 

0162731 

+  0.194 

0360354 

+  0.244 

046  1647 

+  0.294 

0566874 

+  i9'8 

+  1990 

+  106S 

+  »47 

+  0.145 

+  1919 

+  19" 
+  19« 
+  1924 

+  0.195 

0.036  1344 

+  '990 
+  199* 
+  1993 
+  1995 

+  0.24s 

0.046371* 

+  2067 
+  1068 
+  2070 

+»071 

+  0.19s 

0.056  9021 

+  1148 
+  *15o 
+  215* 

+  »53 

+  0..46 

016  6569 

+  0.196 

036  4334 

+  0.146 

046  5779 

+  0.196 

057 11 69 

+  0.147 

026  8490 

+  0.197 

0366316 

+  0.147 

046  7  84  7 

+  0.297 

0573319 

+  0.148 

0270411 

+  0.198 

0368319 

+  0.148 

0469917 

+  0.298 

OS7  5471 

+  0.149 

0171336 

+  0.199 

0370314 

+  0.249 

047  1988 

+  0.299 

057  7624 

+  192J 

+  1997 

+  *073 

+  »55 

+  0.1  SO 

0.0174*6. 

+  0.200 

0.0372311 

+  0.2SO 

0.0474061 

+  0.300 

0.057  9779 
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+  -5.989 

+  15.864 

+  .5-800 
+  '5-735 
+  ,5.670 
+  15.605 
+  '3-538 

—  6 

—  S 

+    6"ol3 
+    6.136 
+    6-=6o 
+    6.384 
+    6.507 

+    6.630 

+    6.876 
+    6.998 
+    7-'K 

+    7-=4= 
+    7-364 
+    7-485 
+    7.607 
+    7-7=8 

+    7-W 
+    7!<69 
+    S.089 

+  «.»e 

+    8.3=8 

+    8.447 
+    8.566 
+    8.685 

+    8.9.1 

+    9-039 
+    9-156 
+    9-»73 

+    9-737 
+    9-833 
+    9968 
+  10.081 

+  B..96 
+  IO.3.0 
+  10.434 
+  10.537 
+  .0.649 

+  10.763 
+  10.873 
+  .0.985 
+  .'.000 

+  Ii.3'7 
+  11.4=7 
+  1..S36 
+  ...64S 
+  H-7S3 
+  ...86. 

:« 

..=7807 
t.ijftrf 

.■=7845 
,.=786, 
..=7884 

1 ,9798« 

1.180,9 
..=8o7 1 
..=8093 

..=8.83 

..28=52 

[.18199 

..=83=3 

1.383,7 
..2837. 
>.«B»5 

,.,S,30 
1*8444 

..=8469 

■  .I84D4 

..=S5,o 

■  =854, 

..=8570 

1.18595 

..=86,7 
..38672 
..=8698 

1.38725 
..=875' 
1.38777 
,3880, 
1.38830 

..38857 
i.=B88, 
■.=«911 
,.28938 
..28965 
.  .tapp 

-.0 
—  '9 

-19 
-,9 

69  58.6 

6935., 

69  13.3 

fr,  -6.S 
6030.8 

65  44.7 
65  3, .8 
6,58.8 

li,  35-8 
6,  .=.9 

63  J7-1 
63    4  = 

6.  3=-9 
60,7.3 

59  '6.4 
58  »J 

5831.1 

56  38.. 
56  .56 

54    o.S 
53  38.5 

+  0'. 
+  0.1 

+  0.1 

+  0.2 
+  0.3 

+  0.! 

+  0.3 
+  0.: 

+  0.3 
+  0.3 
+  0.3 

+  O.3 
+  0.3 

+  0.3 

+  0.3 

+  0.3 
+  <N 

+  o.H 

+  o., 
+  0., 

+  0., 
+  0., 

+  0.4 
+  0., 
+  0.5 
+  O.S 

+  0.5 

+  0.5 
+  0.5 

+  0.5 
+  0.5 

+  0.6 

+  0.6 
+  O.K 

+  O.Ö 

+  0.6 

+  0.6 
+  0.6 

+  0.6 
+  0.7 
+  0.7 

+  0.7 
+  1-7 
+  0.7 
+  0.7 
+  0.7 
+  0.7 

+  1-77-    - 
+  7.;;=    -'■ 

+  wu  — 

+  J.6S1.  "  - 
+  7'*4|  "  : 

+  tC-  -  ■ 

+  Mnj-. 

■ff-ÜJ     : 
+  7-49ä  -  1 

+  74Ü-; 
tun-: 

+  7-390'  -  r 

"  1 

+  7-35'  -  ' 
+  7-3"«  - : 

'  J     ' 

+  7-«*.  "  ■ 
+  7^1'  '-■ 

+  6-9.'"  -  -' 

+  fi.E;.l  — ' 

+*w  -' 

+  6.rr->  -■ 
+  6-7»  "  ' 

Die  Zahlen  der  zweiten  Subcolumnen  sind  mit  t  =  - 

angesetzt. 


und  sind  in  Einheiten  der  letzten  Decuulr 


DigitizGd  by  Vj OOQ  IC 


Arg. 

1 

<■.[.« 

6j.R 
63.9 

64.1 
64.  J 

64.4 

'■4-5 
6.,.6 
64.7 

.' 

*I      |          -*I 

(g<*>*  ÖIi 

fl 

c 

D 

logA 

H 

■' 

0.830* 
0.83,  ■ 

0.83** 

o.33,2 
0.835» 

o.a37* 

0.839= 
...84« 
o.a„, 

■^4« 

0.843, 
0.8441 
0.8,52 
0.8461 

0.8,71 

0.85,, 
o.8,,i 

0.854! 

O.SS5' 
o.3;6, 

o.B57* 
0.B58, 
0.8, 9= 

o.SSj* 

»«4- 

0.365, 

0.867, 
0.868, 

o.a,,, 
o.s7» 

::r 

+  0.7960* 

+  0.7969« 

+  0.J99B1 

+  0.8007* 
+  o.Bo,63 
+  0.80155 
4-  0.B0347 
+  0.80439 

+  0.80531 
+  0.806,4 
+  0.80718 
+  0.808.1 
+  0.60006 

+  0.8,000 
+  0.8)095 
+  0.B..9. 
+  0.8.187 
+  0.8,383 

+  0.B.480 
+  0.8.577 
+  0.B1674 
+  0.8177, 
+  0.8.B7. 

+  0.81970 

+  0.B..69 
+  0.81169 
+  0.3*369 

+  0.8.470 

+  0.6*673 
+  0.8,775 

+  0.8.08, 
+  0.B3085 
+  -.83189 
+  0.83*93 
+  0.8339« 

+  0,83503 
+  0.63609 
+  0.837,5 
+  0.838,. 
+  0.830,8 

+  0.84035 
+  0.84.43 
+  0.84,5- 
+  0.84360 
+  0.84,60 
+  0.84578 

-3 

-  o".g8 

-o,,8S 

-  0..78 

-  0.158 

-  0..3I 

-0*9« 
-0.089 
-0.083 
-0.076 
-0.069 

+  0.016 

+  0.030 
+  0.038 

+  0.045 
+  0.05» 
+  0.050 
+  0.066 
+  0.073 

+  0.080 
+  0.067 

+  O.I1S 
+  o..*i 

+  0.1,9 
+  0.136 

+  0..43 
+  0.150 

' 

+  I5"9°* 

+  15.980 
+  15.996 

+  16.0.6 

+  16.05* 
+  16.OJO 
+  16.089 
+  16.  ,07 
+  i6.ii« 

+  16.1*4 

+  16..63 

+  .6.. 8. 
+  i6.*oo 
+  16.119 

+  .6.*38 
+  '6*57 
+  .6.276 

+  iM'j 

+  i6.33* 
+  16.354 
+  16.373 
+  '«.393 
+  '6.4'3 

+  16.431 
+  '6.,5* 
+  >6.47* 
+  .6.49* 
+  .6.513 

+  16-533 

+  '6. 57* 
+  -6.59* 
+  .6.615 

+  16.635 
+  16.656 
+  .6.677 

+  i6-7'9 

+  .6.76. 
+  .6.78* 
+  16.804 
+  .6.815 

+  16.847 
+  ■6.868 
+  .6.890 
+  .6.9.1 
+  16.934 
+  '6.95s 

—  3 

—  8 

+  36"68* 
+  36.7,3 
+  36.76* 
+  36.805 
+  36.847 

+  36.889 

+  36.973 
+  37-015 
+  37.057 

+  37.100 

+  37.143 

+  37-186 
+  37.119 
+  37-*7* 

+  37.316 

+  37.404 
+  37.446 
+  3J.49» 

+  37.537 
+  37.58, 
+  37-6*7 
+  37.67* 
+  37-717 

+  K-7«3 
+  37.808 
+  37-8S4 

+  37-047 

+  37-993 
+  38.040 
+  38.067 
+  3S..34 
+  38..8. 

+  38.1,9 
+  38.176 
+  38.3*4 
+  38.371 
+  38.41. 

+  38.469 
+  38.5'8 
+  38.567 
+  3B.6.6 
+  38.665 

+  3S.7M 
+  38.764 
+  38.8.4 
+  38.864 
+  3a.9'4 
+  38.965 

+  *3 
+  *3 
+  13 
+  13 
+  13 

+  «J 

+  *3 
+  *3 

+  *3 

+  *3 
+  *3 
+  *3 
+  *3 
+  13 

+  ,3 
+  ,3 
+  *3 

+  *3 

+  *3 
+  *3 
+  13 

+  ,3 

+  *3 
+  *3 

+  ,3 
+  *3 

+  *3 
+  *3 
+  *3 
+  9] 

+  13 

+  *3 

+  ,3 

+  13 

+  13 
+  *3 

+  >3 
+  *3 
+  *3 

+  13 
+  *3 
+  *3 
+  =3 
+  <1 

+   !3 

+  ■5"47- 

+  .5-335 
+  .5.167 
+  15-197 

+  1S"7 
+  .3.056 
+  M.984 
+  14-9« 

+  14.766 
+  14.69* 
+  14.618 
+  14-54* 
+  M.46; 

+  14390 
+  .4-313 
+  M.*36 
+  M.157 
+  M-079 

+  ■3-999 
+  -3-9'9 
+  13-839 
+  '3-758 
+  .3.676 

+  13-394 
+  "3-51. 
+  '3-4*7 
+  '3-343 
+  .3.159 

+  '3-' 74 
+  13-086 
+  .3.00, 
+  i*-9>5 
+  11.8*7 

+  H.740 
+  .1.65. 
+  .1.56, 
+  .1-473 
+  .1-383 

+  11.191 
+  11.10. 
+  .1.100 
+  UM) 

+  M.8J1 
+  "-736 
+  11.644 
+  ■'•549 
+  n-454 
+  ■1.358 

+  1 
+  1 
+  ' 
+  1 

+  1 
+  . 

+  u"86t 
+  11.969 
+  .».076 

+  11.1*3 

+  11.189 

+  n-395 
+  11.500 
+  ,1.605 

+  .1.813 

+  .1.9.6 
+  .3.0.9 
+  ,3.'« 
+  13.114 
+  '3-3=5 

+  .3-4=6 
+  13-5=6 
+  .3.6W5 
+  .3-7*5 
+  .3-8=4 

+  .3.9=1 
+  14.0*0 
+  .4-1 '7 
+  '4*M 
+  14.3.0 

+  M.405 

+  14.781 

+  M.87* 
+  14.966 
+  '5.058 
+  15.1*9 
+  .5-139 

+  '5-3*9 
+  15.418 
+  15-507 
+  '5-595 
+  15.68s 

+  15-769 
+  '5.855 
4.15.9*0 
+  16.015 
+  16.109 

+  I6.-93 
+  .6.=t6 
+  .6.358 
+  -6.440 
+  .6.51. 
+  .6.60, 

:: 

■  .•«999 

,.190.9 

..,0.18 

1,9.56 

..aoiS.-j 
..,9138 

1.29311 

l-=95'5 

..59616 

1,29681 
1.19709 
..  1973 6 

..1979' 

,.2oB,9 

1.(9«  46 

■.=9873 

,.29918 
.49981 

1.30089 
,.30,69 

—  .9 

-19 

—  19 

—  .8 

;■.*■) 

'8  45-4 
48  ,7.3 
48    5.= 

4*53.6 
„  36.9 

40  48-5 
37  56.1 

+  o'7 
+  0.7 

+  0.7 

+  0.8 
+  0.8 

+  o.S 
+  0.8 
+  o.S 
+  o.B 
+  0.8 

+  o.B 
+  0.8 
+  0.8 
+  0.9 
+  0.9 

+  0.9 
+  0.9 

+  0.9 
+  0.9 
+  o-9 

+  0.9 
+  0.9 
+  0.9 
+  ..0 
+  1*> 

+  1* 
+  1.° 
+  w 
+  '.o 
*■!■* 

+  1.0 

+  1.0 

+    I.O 

+  I.I 
+  1." 

+  I.T 
+  1.1 
+  1.1 
+  1.1 
+  1.1 

+  1.1 
+  ■-, 
+  1.1 
+  1.« 
+  1.« 

+  1.1 

+   ..2 
+    1.» 
+    ,.= 
+  I.B 
+  ,.1 

+  6"7n 
+  6.681 
+  6.653 
+  6.613 
+  6.593 

+  6.J6* 
+  6.532 
+  6.501 
+  6.469 
+  6.438 

+  6.406 
+  6.37* 
+  6.34. 

+  6.,t6 

+  6.243 
+  6.109 
+  6..,6 

+  6.073 
+  6.038 
+  6.003 
+  5.966 
+  5.933 

+  S.»97 
+  5.B6, 

+  5.788 
+  5-75* 

+  5-7.5 
+  5.678 
+  S.64o 
+  5.603 
+  5-565 

+  5-5=7 
+  5-488 
+  5-4SO 
+  5-4» 
+  5-37* 

+  5-33» 

+  5-'S3 
+  5.1.3 
+  5-173 

+  S--13 

+  5.091 
+  5.05' 
+  5.010 
+  4.069 
+  4-9=7 

_ 

Die  Zahlen  der 


zweiten  Subcolumnen  sind  mit  t  = 


raultiplitiren,  und  bind  in  Einheiten  der  lebten  Decimale 


DigitizGdbyVjOOQU 


Ajg 

■' 

£, 

A 

{ g  Bin  (?), 

(i-COBff)! 

/l 

c 

D 

log* 

H 

■ 

«J.O 

65.. 

65.1 
Sj-3 

65.4 

65-5 
65-6 
65.7 
65.8 

65.9 

66.8 
66.9 

67.1 
15,., 

17-3 

67.5 
6j.« 

67.7 

6,.a 

67.9 

68., 

68. 9 

69.. 
69.1 
«9-3 
69.4 

695 
69.« 

69.7 
S„.8 

69.9 

„■87" 
0.873* 
0.87,7 
0.8751 
0.870. 

o.877' 
0.8781 
0.8791z 

0.S85. 
0.8871 

0.89,, 

0.8911 
0.8931 
^.894. 
0.8951 

0.897:, 
0.8,8. 
0.899, 

0.90.. 
0.9031 

0.90,1 

...9081 
0.909. 

0.918. 

=  ™ 

+  o.8457a 

+  0.8479« 
+  0.8,909 

+  0.85010 

+  0.85.3. 
+  0.85143 
+  0.85355 
+  0.85468 

+  0.85581 
+  0.85694 

+  O.Ss9>3 
+  0.86037 
+  0.86.51 

+  0.8606S 
+  0.86383 

+  0.B6616 
+  0.86733 

+  0.8685. 
+  0.86968 
+  0.87086 
+  0.87105 
+  0.87314 

+  0.87443 

+  0.87683 
+  0.87803 
+  o.B79=4 

+  0.8804S 
4.0.88,66 

+  0.884.0 
+  0.88531 

+  0.88655 
+  0.88778 
+  0.8890. 
+  0.80015 
+  0.89.49 

+  O.S9173 
+  0.89398 
+  0.89513 
+  0.896,8 
+  0.897J4 

+  0.89000 

+  0.90153 
+  0.90179 

Ei 

+  o".5o 
+  0.157 
+  0..64 

4  o.<77 

+  0..8, 
+  0.191 
+  0.^8 

+  o.»o, 

+  0.11 1 

+  0.11S 

+  0.131 

+  0.137 
+  0.1,, 

+  0.150 
+  0.257 

+  0.163 

+  0.169 
+  0.176 

+  0.19, 
+  0,300 
+  0.306 

+  0.31. 
+  0,3.8 
+  0.31t 
+  0.330 
+  0.336 

+  0.341 

+  °-347 
+  0.353 
+  o.35g 
+  0.36, 

+  0-375 
+  0-380 
+  0.386 
+  0.391 

+  0.396 
+  0.40. 
+  o.,o6 

+  0.4.6 

+  o.,i  r 
+  o.4' S 
+  0.430 
+  o.435 
+  o.,Jy 
+  0.444 

:, 

+ "6"955 
+  '6-977 
+  .7.000 
+  17*1' 
+  '7.044 

+  17.066 
+  17*89 
f  17.... 
+  "7.'34 
+  17-157 

+  '7-»79 
4-  17-101 
+  i7-ai5 

+  .7.148 

¥  '7.'7' 
4-  t7-»94 

f  .7.317 

f  '734- 
+  17-304 
+  '7.388 

+  l?-4» 

4-  '7-458 
4-  17-481 
+  17.506 

+  '7.530 
+  .7-554 
+  17.578 
+  .7.60. 
+  17.616 

+  17-675 
+  .7.699 
+  '7-714 
+  17-748 

+  17-773 
+  '7.797 

+  .7-8,7 
+  '7-»7J 

+  17.897 
+  .7.9« 
+  '7-947 
+  '7-97' 
+  '7-997 

+  .8*11 
+.  .8*48 
+  18.073 
+  .8*98 

+  .8.1,9 

—   9 

—  9 

—  s 

—  9 

+  38*965 
+  39-o.s 

+  39-117 
+  39.168 

+  39.i'9 
+  39-»7' 
+  39-3'3 

+  39-53- 
+  39-58, 
+  39.637 

+  39-743 

+  39.850 
+  39.004 
+  39.958 

+  ,0.0.1 
+  ,0.066 
+  40.." 
+  40.175 
+  ,0.130 

+  40-185 
+  40.340 
+  40.395 
+  40.451 
+  40.506 

+  40.56» 
+  40.618 
+  40.674 
+  40.731 

+  40.844 

+  40-957 
+  4..0.4 
+  4'-07» 

+  4'-I»9 
+  41.186 
+  41.14, 

+  41.360 

+  4'.,'8 

+  4 '-476 
+  4'-534 
+  41-591 
+  4'-65' 
+  ,'.710 

+  '3 
+  '3 
+  13 
+  13 
+  »J 

+  13 
+  i> 
+  '3 
+  13 

+  U 
+  13 
+  '3 
+  13 
+  13 

+  13 
+  13 
+  11 
**■ 

+  11 

+  11 
+  11 
+  1* 
+  1. 
+  11 

+  11 

+   31 

+   11 

+   11 
+  M 
+  11 
+  11 
+  11 

+  11 

+  n 
+  11 
+  11 
+  11 

+  11 
+  u 
+  u 
+  11 

+  u 
+  11 

+  H 

+  1' 
+  » 

+  .'"358 

+  11.*» 

+  1...65 
+  ...069 
+  10.97' 

+  10.87, 

+  'O.T74 
+  10.675 
+  .0.576 
+  .0.476 

+  10.376 

+  ^1" 
+  .0.071 
+    9.970 

+    9.868 
+   9765 
+   9-06. 

+    9-557 
+    9-4S3 

+    9.349 
+    9-144 
+    9..3S 
+    9-031 
+    8.916 

+    8.810 
+    8.7.3 
+    8.60J 
+    8497 
+    8.389 

+    8.181 
+    8.17» 
+    8*63 
+    7-953 
+    7-843 

+    7-733 
+    7.*>3 
+    7.5« 

+    7-189 

+    7.177 

+    6.951 
+    6.8,9 
+    6.716 

+    6.6.3 
+    6.499 
+    6.3B5 

+    6.156 
+    6.041 

+  1 
+  1 
+  1 

+  1 

:; 
:; 

+  * 

:; 

+  3 
+  3 

+  3 
+  3 
+  3 
+  3 

+  3 

+  , 

+  4 
+  t 

+  4 

+  4 
+  4 
+  4 

+  5 
+  5 
+  5 
+  5 
+  5 

+  5 
+  5 
+  5 
+  5 
+  5 

+  6 
+  6 
+  6 

+  6 

+  6 
+  6 
+  6 
+  6 
+  6 
+  7 

+  i6"6oi 
+  . 6.6Bo 
+  16.759 
+  .6.B3B 
4-  16.9.5 

+  16.99" 
+  17.069 
+  17.144 
+  17.H9 
+  '7-»94 

+  17.367 
+  -7-440 
+  '7-SH 
+  17-58, 
+  '7-654 

+  '7-?»4 
+  '7-794 
+  17.861 
+  '7-930 
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I.  Vorbereitung  der  Beobachtungen  für  die  Bannbestünmnng. 

J>ei  der  Auswahl  der  Beobachtungen  für  eine  erste  Bahnbestimmung  wird  man  Antue  i. 
zwar  möglichste  Gleichheit  der  Zwischenzeiten  erstreben,  doch  wird  man  von  dieser 
Bedingung  lieber  Abstand  nehmen  als  unsichere  Beobachtungen  in  Rechnung 
ziehen,  denn  Ungleichheit  der  Zwischenzeiten  vermindert  wohl  die  Convergenz  der 
Hypothesen  und  die  Sicherheit  des  Resultates ,  stellt  dieselben  jedoch  nicht  in 
Frage;  bietet  sich  die  Gelegenheit,  die  Beobachtungen  in  irgend  einer  Weise  zu 
controliren,  so  mache  man  davon  Gebrauch,  um  nicht  durch  Fehler  in  denselben 
die  Genauigkeit  der  Bahnbestimmung  zu  gefährden.  Gerade  bei  ersten  Bahnbe- 
stimmungen liegen  meist  nur  Beobachtungen  vor,  die  mehr  oder  minder  bastig 
reducirt  und  nicht  selten  durch  mangelhafte  Sternpositionen  und  Recbnungafehler 
von  Seite  der  Beobachter  entstellt  erscheinen ,  so  dass  bei  ihrer  Auswahl  und  Be- 
nützung die  möglichste  Vorsicht  empfohlen  werden  muss. 

Die  Vorbereitung  der  Beobachtungen  für  die  Babnbestimmung  kann  in  ver- 
schiedener Weise  vorgenommen  werden,  je  nachdem  genähert  richtige  Bahnelemente 
vorhanden  sind  oder  nicht,  und  soll  dem  entsprechend  unter  doppeltem  Gesichts- 
punkte betrachtet  werden. 

A.  Es  sind  keine  Näherungen  vorhanden. 
Dieser  Fall  wird  stets  bei  ersten  Bahnbestimmungen  eintreten.  Die  Ortszeit  A*i»ni  i.  a. 
der  Beobachtung  wird  durch  Anbringen  der  Längendifferenz  auf  den  Normalmeri- 
dian, für  welchen  hier  Berlin  gewählt  werden  soll,  reducirt  und  die  in  Stunden, 
Minuten,  Sekunden  und  deren  BruchtheUen  erhaltene  Berliner  Zeit  mit  Hilfe  der 
Tafel  XIX  des  II.  Bandes  (II,  pag.  633}  vorliegenden  Werkes  auf  fünf  bis  sechs 
Stellen  genau  in  Decimaltheile  des  Tages  verwandelt.  Zu  den  so  gefundenen  Ber- 
liner Zeiten  werden  die  Sonnenlängen ,  Radienvectoren  und  Sonnenbreiten  dem 
Berliner  Jahrbuche  durch  Interpolation  mit  Rücksicht  auf  zweite  Differenzen  ent- 
lehnt; man  belässt  bei  der  Breite  die  Hunderttheile  der  Bogensekunde ,  wahrend 
man  die  Sonnenlänge  auf  Zehntheile  der  Bogensekunde  und  den  Logarithmus  des 
Radiusvectors  auf  die  sechste  Decimale  abgekürzt  ansetzt,  weil  bei  ersten  Bahnbe- 
stimmungen wohl  eine  sechsstellige  Rechnung  ausreicht. 
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*.  Im  Berliner  Jahrbuche  sind  vom  Jahrgang  1868  ab  die  Sonnen-Längen  und 

-Breiten  auf  das  mittlere  Aequinoctium  des  zugehörigen  tropischen  Jahresanfangs 
bezogen;  fallen  etwa,  wie  dies  bei  ersten  Bahnbestimmungen  wohl  eintreten  kann, 
die  Beobachtungen  in  verschiedene  Jahre,  so  wird  man  die  entlehnten  Sonnen- 
coordinaten  durch  Anbringen  der  jährlichen  Fräcession  auf  das  gewählte  mittlere 
Aequinoctium  reduciren;  dieselbe 

in  Länge  — {    $o"2$5 -{-o"ooo  22Ö(t0 — 1850))  ~\ 

in  Breite  ={ —  o"^jg  -f-o"ooo  006  [t0 —  1 850}} sin  [L  —  II)  \  1)  [vergl.  58)  pag.  230] 

11=  i73°o'-|-o'548(*0—  1850),  ]' 

ist  additiv  an  die  Sonnencoordinaten  anzubringen ,  wenn  der  Übergang  auf  den 
folgenden,  subtractiv,  wenn  derselbe  auf  den  vorangehenden  Jahresanfang  ausge- 
führt werden  soll. 

Da  die  Beobachtungen  auf  dasselbe  mittlere  Aequinoctium  bezogen  werden 
müssen,  so  wird  man,  nachdem  die  ßectascension  aus  dem  Zeitmass  in  Bogenmass 
umgesetzt  ist,  die  beobachteten  Coordinaten  zunächst  auf  das  mittlere  Aequinoctium 
des  betreffenden  tropischen  Jahresanfanges  reduciren  und  hierzu  die  Formeln  ver- 
wenden, welche  die  vollständige  Fixstern-Aberration  enthalten,  nämlich: 
«=-»cheinb.o—  {f+g  sin(G  +  «]tg  * +  4  ein(ff  + «)mc>  +  Ä0sin{Ä0  +  «)  im  d}  » 
d  =  icheinb.(f— |jeoste+o)+fteos{a-+«)iiii«f+A0»»fÄ"Q+«)sin<r+(i  +  0«o«rfT  }  LTwg«.40J 
log  K  =  9-S34,  fi"o=3Sö°S  —  o"oi6K„—  1850),  »'„  =—0*0*4  — o"ooo  04^— 1850);  >      *"*"  *5 

die  Grossen  f,  g,  G,  h.  H  und  t  sind  dem  Berliner  astronomischen  Jahrbuche  zu 
entlehnen.  Würde  man  die  in  diesem  Werke  aufgenommenen  Aberrationstafeln  für 
die  Ermittlung  jener  Grossen  benützen,  so  hätte  man  h0  und  t0  der  Null  gleich 
zu  setzen. 

Begnügt  man  sich  mit  einer  geringeren  Genauigkeit,  so  können  die  von  h0 
und  t'fJ  abhängigen  Glieder  ganz  übergangen,  und  zur  Reduction  auf  das  mittlere 
Aequinoctium  die  für  einen  benachbarten  Fixstern  geltenden,  anderweitigen  Sech- 
nungen zu  entlehnenden  Werthe  benützt  werden. 

Wenn  die  Beobachtungen  in  verschiedenen  Jahren  liegen,  so  hat  man  die 
auf  das  mittlere  Aequinoctium  des  zugehörigen  tropischen  Jahresanfanges  reducirten 
Coordinaten  durch  Anbringen  der  jährlichen  Präcession  auf  jenes  mittlere  Aequi- 
noctium, welches  für  die  Sonnencoordinaten  gewählt  wurde,  zu  übertragen;  die 
diesbezüglichen  Formeln  sind : 

^J-{46"oS9  +  o»ooo»l4(/1,—  i8jo)(  +  {Muosi— 0^000  oB7(«„—  iB5o)}  «in  «  tg  rf     | 
^-(^.-o-oooo^-,^)!««.,  f      »*] 

diese  Correctionen  sind  an  die  mittleren  Kectascensionen  und  Declinationen  additiv 
anzubringen,  wenn  die  Übertragung  auf  den  folgenden,  subtractiv,  wenn  die- 
selbe auf  den  vorhergehenden  Jahresanfang  ausgeführt  werden  soll. 

Die  auf  das  mittlere  Aequinoctium  bezogenen  Bectascensioneu  und  Decli- 
nationen werden  mit  Hilfe  der  für  dieselbe  Epoche  geltenden  mittleren  Schiefe  der 
Ekliptik  e  in  Länge  und  Breite  umgesetzt  nach  den  Formeln: 
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»sin  N  = 

n  cos  N  = 
sin  l  cos  ß  = 
cos  X  cos  £  =  cos  a  cos  t5 

sin  ß  ==  n  sin  (iV  —  e) , 
sin  (A  —  o)  =  2  cos  a  sec/2  ■  f 


=  sin  i) 

=  sin  a  cos  d 

=  n  cos  ( AT  —  j 


4)    [vergl.  11)  pag.  14] 


Probe:      sin  (A  —  a)=  2  cos  a  secß  -nam^e  sin{A"  —  £e) 
sin  $  (d  —  ß)  =  sec^  (d  -+-  /#)-n  sin^e  cos  (iV—  £e). 
Um   die  Parallaxe   und   die  Sonnenbreiten  aus  dem  Probleme  zu  eliminiren, 
ist  der  Übergang  auf  den  locus  fictus  zu  machen.     Zu  diesem  Ende  leitet  man  aus 
der  mittleren  Ortszeit  der  Beobachtung  die  Ortsstemzeit  0  ab  nach  [vergl.  pag.  2 5 ff]: 
6  =  Ortszeit  +  Acceleration   für  Berliner  Zeit  +  Sternzeit  im  Berliner  Mittag ,    5) . 
zur  Ermittlung   der  Acceleration   für  Berliner  Zeit  wird  die  Tafel  I  (pag.  454}  des 
vorliegenden  Bandes  gute  Dienste  leisten;  hierauf  bestimmt  man  tp' ,  die  geocentrische 
Polhöhe  und  h,  den  geocentrischen  Abstand  des  Beobachtungsortes  in  Einheiten  des 
Aequatorhalbmessers  nach  den  Formeln  (vergl.  pag.  31  und  32}: 
(p'  =  rp  —  11*5  sin  2  rp 
log*  =  9'999  27  +  000073  cos2|jp, 
in  welchen  Formeln  ip  die  geographische  Breite  des  Beobachtungsortes  darstellt ;  das 
Berliner  Jahrbuch  gibt  in  dem  Verzeichnisse  der  geographischen  Lage  verschiedener 
Sternwarten  für  alle  in  demselben  aufgenommenen  Orte  die  Grössen  <p'  und  log  Ä. 
Dann  wird  bestimmt: 

n  sin  iV'  =  sin  ip'  > 

n'  cos  N'  =  sin  6  cos  tp' 
Bin  (/)  cos  b  =  «'  cos  [N'  —  e)    \  6a)     [vergl.  32}  pag,  37] 
cos  [fj  cos  b  =  cos  6  cos  Ip' 

sin  6  =  ri  sin  [N'  —  e) ;  / 
für  l  wird  man  zu  setzen  haben: 

/  =(/)  —  (Pracession  +  Nutation  in  Länge] ,  6b) 
um   die  Rednction  auf  das  gewählte  mittlere  Aequinoctium  mit  hinreichender  Ge- 
nauigkeit zu  bewirken. 

Sind  die  geocentrischen  Breiten  des  Himmelskörpers  nicht  allzu  klein  [ß  >  i°j , 
so  wird  man  sich  mit  V ortheil  der  folgenden  Formeln  bedienen: 

Oorreotion  dar        t  .       f  _       An    .     ,1    .    ,,         „   „   hn        ,    .    ,_ 

toabp:        J-       ~«4»-ii~»J»ft->]  +  s;-»-«».-'l 

I   -Jf{ootg/l[i)-^.il.j]co.(i„-»  +  ^CT<i«>.(ib-0| 


Correction  v 

Corrwtion  der     l  f  An  1  pag.  39] 

BeobwhtungKoit:  f  ■■■«■Mi  \S~X         J 

71  =  g"84S,        log  n  =  0-9468 

log  M  —  i,,jij4.  log  C  =  »„4469  — 
hierbei  wird  die  Correction  der  Sonnenlänge  in  BogenBekunden,  die  Correction  von 
log  E0  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale ,  die  Correction  der  Beobachtungszeit 
in  Einheiten   des   mittleren  Sonnentages   erhalten.      Bringt  man  die  letzterwähnte, 
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Anhing  i.  a.  meist  verschwindend  kleine  Correction  an  die  früher  ermittelten ,  für  den  Berliner 
Meridian  geltenden  Zeitangaben  an,  so  ergeben  sieb  jene  Werthe  von  t„  t„,  t,„, 
welche  der  ersten  Bahnbestimmung  zu  Grunde  zu  legen  sind ;  die  oben  nach  4} 
ermittelten  Längen  X,,  l,„  X,„  und  Breiten  ß„  ß„.  ß,„  werden  unverändert  beibe- 
halten, während  die  aus  dem  Berliner  Jahrbuch  entlehnten  Sonnenlängen  La  und 
die  Logarithmen  der  Radienvectoren  um  die  nach  7)  erhaltenen  Correctionen  zu 
verbessern  sind;  die  Sonnenbreiten,  durch  Einführung  des  locus  netus  eliminirt, 
sind  der  Null  gleich  zu  setzen. 

Sind  aber  die  geoceiitrischen  Breiten  klein  {ß  <  1"),  so  wird  die  Einfahrung  des  locus  fictui 
misslioh  und  es  empfiehlt  sieh,  statt  desselben  die  paralkktisch  veränderten  Sonnenorte  einzuführen, 
man  wird  also  setten: 

,„.„,**«■•       r      ,  „  ,  «I  I«*  »)  PNt- *nl 

log  R  =  log  R„  +       p       m\I*  —  l)if 

log  n  —  0-9468 

logJtf=s  1,3*34. 
Die  Correctionen  von  X„  und  S0  werden  in  Bogensekunden,  die  von  log  S^  in  Einheiten  dei 
siebenten  Deoimale  erhalten.  Von  diesen  Formeln  wird  man  wohl  nur  bei  Planetenbahnen  Gebrauch  iu 
machen  haben,  da  der  Fall  von  so  ausserordentlich  kleinen  Breiten  bei  Kometen  selten  genug  ein- 
treten wird;  in  der  folgenden  Zusammenstellung  wird  deshalb  für  die  Bestimmung  von  Kometen" 
bahnen  «tote  £  =  o  angenommen.  Wird  die  Berücksichtigung  der  Breite  B  nothwendig,  so  sind  auch 
die  aus  derselben  entstehenden  Correction aglie der,  welche  in  den  diesbezüglichen  Formeln  immer  in 
relativ  kleinem  Format  erscheinen,  in  Rechnung  iu  liehen. 

B.  Es  Bind  Näherungen  vorhanden. 
AniiMigi.B.  Wenn   durch   vorausgehende  Rechnungen  genäherte  Elemente  bekannt  sind, 

so  wird  man  aus  denselben  zunächst  die  für  die  Beobachtungszeiten  geltenden  geo- 
centrischen  Distanzen  q„  q„,  q,„  ableiten;  die  um  die  Beträge: 
408*659  1 

log  498*65  =  2-6978  ) 
verminderten  Beobachtungszeiten  werden  durch  Anbringen  der  Längendifferenz  auf 
den  Normalmeridian ,  für  welchen  hier  Berlin  gewählt  werden  soll,  bezogen,  dann 
mit  Hilfe  der  Tafel  XIX  des  II.  Bandes  vorliegenden  Werkes  auf  fünf  bis  sechs 
Stellen  genau  in  Decimaltheile  des  Tages  umgesetzt  und  als  t„  t„,  t,„  den  weiteren 
Rechnungen  zu  Grunde  gelegt.  Für  die  so  erhaltenen  Zeitmomente  werden  die 
Sonnenlängen,  Radienvectoren  und  Sonnenbreiten  dem  Berliner  Jahrbuche  durch 
Interpolation  mit  Rücksicht  auf  zweite  Differenzen  entlehnt;  man  beläset  bei  der 
Breite  die  Hunderttheile  der  Bogensekunde ,  während  man  die  Sonnenlänge  auf 
Zehntheile  der  Bogensekunde  und  den  Logarithmus  des  Radiusvectors  auf  die 
sechste  Decimale  abgekürzt  ansetzt,  weil  bei  ersten  Bahnbestimmungen  wohl  eine 
sechsstellige  Rechnung  ausreicht.  Im  Berliner  Jahrbuche  sind  vom  Jahrgang  1868 
ab  die  Sonnen-Längen  und  -Breiten  auf  das  mittlere  Aequinoctium  des  zugehörigen 
tropischen  Jahresanfangs  bezogen;  fallen  etwa,,  wie  dies  bei  ersten  Bahnbestim- 
mungen wohl   eintreten  kann,   die  Beobachtungen  in  verschiedene  Jahre,    so  wird 
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man  die  entlehnten  Sonnencoordinaten  durch  Anbringung  der  jährlichen  Präcessioniniiuf  i. 

auf  das  gewählte  mittlere  Aequinoctium  reduciren ;  dieselbe 

inLänge={    50*235  +o"ooo  226(4,—  1850)}  j  ■ 

in  Breite  =  { — o"470  +  o"ooo  006  (t0 — i85o)}sin(Z. — JI)  >  2)     [vergl.  58)  pag.  230) 

JI=i730o'  +  o'548(do—  1850),  I 

ist  an  die  Sonnencoordinaten  additiv  anzubringen,  wenn  der  Übergang  auf  den  folgen- 
den, subtractiv,  wenn  dieser  auf  den  vorangehenden  Jahresanfang  ausgeführt  werden 
soll.  Die  so  erhaltenen  Sonnenlängen  L  und  die  aus  den  Ephemeriden  entlehnten 
Logarithmen  der  Radienvectoren  Bind  unmittelbar  der  Rechnung  zu  Grunde  zu  legen. 
Die  Beobachtungen  selbst  werden  zunächst  von  dem  Einflüsse  der  Parallaxe  zu 
befreien  sein;  zu  diesem  Ende  leitet  man  aus  der  mittleren  Ortszeit  der  Beobach- 
tung die  Ortssternzeit  6  ab  nach  (vergl.  pag.  25 ff.): 

0  =  Ortszeit  +  Acceleration  für  Berliner  Zeit  +  Sternzeit  im  Berliner  Mittag, 
zur  Ermittlung   der  Acceleration  für  Berliner  Zeit  wird   die  Tafel  I  (pag.  454)  des 
vorliegenden  Bandes  gute  Dienste  leisten ;  hierauf  berechnet  man  die  Parallaxe  mit 
Benützung  der  Tafel  III  (pag.  456fr.)  nach: 


tgj-  = 

Ja  =  i^rr1  I 3)  [«*■  30)  pag.  35] 


und  erhält  Correctionen,  welche  die  Variationen  von  a  in  Zeitsekunden,  von  S  in 
Bogensekunden  geben  und  additiv  an  die  Beobachtungen  anzubringen  sind;  die  in 
Zeitmass  angesetzten  Rectascensionen  sind  dann  in  Bogenmaas  zu  verwandeln. 

Die  so  verbesserten  geocentrischen  Coordinaten,  welche  durch  die  nach  For- 
mel 1)  (pag.  662)  ermittelte  Aberrationscorrection  auf  das  wahre  Aequinoctium  be- 
zogen erscheinen,  müssen  mit  Hilfe  der  Formeln: 

«  =  wahresa  — {/+?  sin  (G-(-a)  tgd}  \ 

.  ,  .  ,n    1      >  >4      »erg1-  pag.  251) 

0  =  wahres  ö  —  g  cos  (G  +  a) ,  i 

auf  das  mittlere  Aequinoctium  des  tropischen  Jahresanfanges  reducirt  werden;  die 
Grössen  f,  g  und  G  sind  dem  Berliner  Jahrbuche  zu  entlehnen.  Liegen  die  Be- 
obachtungen in  verschiedenen  Jahren,  so  hat  man  die  auf  das  mittlere  Aequinoc- 
tium des  zugehörigen  tropischen  Jahresanfangs  reducirten  Coordinaten  durch  An- 
bringen der  jährlichen  Präcession  auf  das  mittlere  Aequinoctium ,  welches  für  die 
Sonnencoordinaten  gewählt  wurde,  zu  übertragen ;  die  diesbezüglichen  Formeln  sind: 


-^  -  {*6"oj9  +  o"ooo  1*4 (<„  —  i8S°)>  +  {*o"<>5i  —  tf'«x>  087  ({,  —  i*5°)J  sin  «  lg  rf 


5>   [vergLs?) 


Diese  Correctionen  sind  an  die  mittleren  Rectascensionen  und  Declinationen  additiv 
anzubringen,  wenn  der  Uebergang  auf  den  folgenden,  subtractiv,  wenn  derselbe  auf 
den  vorangehenden  Jahresanfang  ausgeführt  werden  soll. 

Nach  der  Reduction  auf  das  mittlere  Aequinoctium  werden  die  geocentrischen 
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«LB.Rectascensionen  und  Declinationen   mit  Hilfe   der  für   dieselbe  Epoche   geltenden 
mittleren  Schiefe  der  Ekliptik  e  in  Länge  und  Breite  umgesetzt  gemäss  den  Formeln: 

n  sin  Ar  =  sin  d 

»  cos  JV=  am  «  cos  d 
sin  X  cob  ß1  =  n  cos  {N  —  e) 
cos  X  cos  ß"  ==  cos  a  cos  d 
sin  ß"  =  M  sin  { Jf  —  «) , 


6)     [vergl.  11}  pag.  14] 


Probe:  sin  [X  —  a)=  2  cos  a  sec^-»  sin  £e  sin(JV — £e) 
sin  i(*  —  /r*)  =  sec  ^ [8  +  ß') ■ ff  sin  | £  cos  (JV—  $«) . 
Die  so  erhaltenen  Längen  sind  unverändert  der  Bahnbestimmung  zu  Grunde  zu 
legen,  die  Breiten  aber  bedürfen  wegen  der  Elimination  der  Sonnenbreite  B  noch 
einer  Correction  und  zwar: 

ß  =  IT-2£.B.       7)  [vergl.  2)  p«g.  41] 
Die  so  corrigirten  Breiten  sind  für  die  weiteren  Rechnungen  zu  verwenden. 


H.  Ermittlung  parabolischer  Bahnelemente  ans  drei  Beobachtungen. 

A.  Grundlagen  der  Rechnung  und  Entscheidung  über  die  einzuschlagende 
Methode. 
Anh.iiKii.A.  Die  Grundlagen  der  Rechnung  sind : 

Beobachtung:     mit«.  Beri.  Zeit :    j-^J*^?  Kameten*        SonnenUnge:     log  (Sonnendiatani): 

1  t,  X,  ß,  L,  logA     \ 

2  fc  l„  ß,  L„  log  R,   1  1) 

3  '«  K,  ßm  L„  logiC-  ) 
Zur  Ermittlung  der  geocentrischen  Entfernungen  q,  und  o,„,  in  welchen  der 

Komet  zur  Zeit  der  ersten  und  letzten  Beobachtung  steht,  wird  man  sich  zweier 
verschiedener  Methoden  bedienen  können,  die  erste  ist  die  bequemere,  die  zweite 
die  genauere.  Die  Anwendung  der  letzteren  erfordert  jedoch  eine  so  bedeutende 
Mehrarbeit,  dass  dieselbe  nur  in  dem  Fall  {Ausnahmsfall)  Vortheil  bringt,  wenn 
sie  durch  die  Umstände  selbst  geboten  erscheint ;  man  wird  deshalb  vor  Beginn  der 
eigentlichen  Bahnbestimmung  über  die  dem  vorgelegten  Fall  entsprechende  Methode 
sich  entscheiden  müssen.  Zu  diesem  Zwecke  bestimmt  man  durch  eine  drei-  oder 
vierstellige  Rechnung: 

*ir'-'  — fe=£  -B°Ä»     tgIF0  =  tg(i„— £„)cosec^,     2)  [vgl.  14),  16)  pag.  287] 

in  welchen  Formeln  die  Winkel  W,  und  W„  stets  kleiner  als  1800  angenommen 
werden  dürfen;  der  absolute  Werth  von  cos ( TP",  —  JF"0)  ist  unmittelbar  ein  Mass 
der  Genauigkeit  der  ersten  Methode,    wenn  jene  der  zweiten  Methode  der  Einheit 
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}  -3)     [vgl.  .8)  pag.  287] 


665     

gleichgesetzt  wird.    Im  Allgemeinen  wird  es  sich  empfehlen,  die  Wahl  der  Methode AahngiLA. 

unter  die  folgenden  Bedingungen  zu  stellen,  d.  h.- 

wenncosjW, —  Wy>i,  die    erste  Methode  (pag.  665  ff.) 

wenn  cos  (W,  —  WJ  <^>  .die  zweite  Methode  (pag.  667  a*.} 

anzuwenden.     Jede   derselben    führt   zur  Kenntnis    von    qi  und  q,„,    aus    welchen 

Grössen   nach   den   Formeln   des  Abschnittes  C  (pag.  670)   die   Elemente  bestimmt 

werden  können. 

B.  Bestimmung  von  ?,  und  q„„ 
a.   1.  Methode. 


cotg  J  = 


«faPU-U 


Z  =  sin  ß,  cotg  J —  sin  [l,  —  L„)  coB.ß,      \ 
N  =  sin  {i.,„  —  L„)  cos  ß,„  —  sin  ß„,  cotg  J  I 


0     [*gl-  3)  und  4)  pag.  283] 


cos  ip, = cos  /?,  cos  (ü,  —  L,) ,  cos  V«.  =  cos  /?,„  cos  (Am — £„,)  » 

sintü,  cosP,=  cosÄ  sinÜ,,— L,\ ,     sin  </<„,  cos  P,„  =  cos  tf„  sin  (C—  -£«)  >  3 

_  .     ..  I    pag.  201I 

sin  if>,  sin  P,  =  sin  ß,  ,     am  ifi,„  sin  Pm  =  sm  ßm.  J     r  ° 

Die  Bogen  P,  und  P„,  werden   in   der  weiteren  Rechnung  nicht  gebraucht ,    sin  ifi, 

und  sin  ip„,  sind  stets  positiv  anzusetzen  und  müssen  den  Cosinuswerthen  entsprechen, 

.     jrcos(G-i,}=Äwcos(i,„  —  L,)  —  R,  \  , 

^r,  die  Sehne  zwischen  dem  ersten  und  dritten  Sonnenorte,  kann  stete  positiv  ge- 
wählt werden ,  welcher  Bedingung  entsprechend  der  Quadrant  für  (G  —  L,)  be- 
stimmt werden  muss. 

Ä  cos  £  cos  [H  —  l,„)  =s  M  cos  ß,„  —  cos  (lw  —  X,}  cos  ß,  \ 

h  cor  t  sin  [H —  X,„)  =  sin  {X,„  —  X.)  cos  ß,  \  4)   [vgl.  9)  pag.  292] 

h  sin  £  =  3f  sin  ß,„  —  sin  ß,;  J 

h  und  cos  l  sind  stets  posi  ti  v  zu  nehmen  und  danach  ist  der  Quadrant  für  (II  —  /,„} 
zu  bestimmen. 

cos  fp  =  cos  C  cos(G  —  H)  1 
sin  (p  cos  Q  =  cos  £  sin  (G  —  H)  \  5}   [vgl.  7)  pag.  292] 
sin  <p  sin  Q  =  sin  £.  | 

Der  Bogen  Q  wird  in  der  weiteren  Rechnung  nicht  gebraucht,  sin  <p  ist  stets  posi- 
tiv anzusetzen  und  muss  dem  Cosinuswerth  entsprechen,  welche  Bedingung  das 
Mittel  zu  einer  sehr  beschränkten  Prüfung  der  Rechnung  bildet. 

Die    bei    den    Versuchen    auftretenden    constanten    Hilfsgrössen    berechnet 
man  nach: 

V  Falls  genäherte  Elemente  bekannt  waren,  berechnet  man  (jtf)  nach  ai)  pag.  189  und  11) 
pag.  *go. 

Oppol  1  rr,  R1I1  nbertl  mm  engen.    I.    1.  AnlUgo.  84 
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log  zk  =  8536  611  —  10 


__  R„,Kant> 


f    -B„,  cos  <ft„, £ 

J'"  M  h 


cosy. 


6a)    [vgl.  16)  pag.  294] 


.«.T   =  2&{tm  —  t,) 

T=  f  sin  up 
S^=  R,  Bin  ifi, 

/,  =  B,  COT  tp,  -  f 

Sind  die  Beobachtungszeiten  nicht  bereite  für  Aberration  corrigirt,   und  will 
man  diese  in  der  folgenden  Rechnung  berücksichtigen ,  so  hat  man  zu  bestimmen : 

t,„-t,  1  6b)   [Tgl.  28)  pag.  297] 

log  a  =  73991  —  10.    | 
Bei  den  weiteren  Versuchen  wählt  man  als  Unbekannte: 
s  =  log(r,  +  r„,)ai 
und  wird,  wenn  sonst  keine  Näherungen  bekannt  sind,  beim  ersten  derselben  x  = 
0-301  030  setzen  können ;  mit  jeder  Annahme  über  x  hat  man  das  folgende  Formel- 
Bystem   durchzurechnen ,   um  schliesslich  zur  Kenntnis  jener  Werthe  von  r,  und  r„ 
zu  gelangen,  die  dem  angenommenen  Werthe  von  x  entsprechen: 

,  ij  als  Argument  für  fi  nach  Tafel  VII . 


fc+W 


cos  &  =  -  V[r,  -+-  r,„)a  ,  #  stets  im  ersten  Quadranten. 


7a)  [vgl.  17)  pag.  294] 


cos  ß,  und  cos  0„.  stets  positiv, 
r,  =  B,  sec  &„         ,       r,„  =  C„,  sec  ö„ 
y  =  log  (r,  +  »■,„)„; 

y  muss  mit  a;  identisch  Bein  [x  =  y) ,    wenn  über  x  die  richtige  Annahme  gemacht 
wurde;   im  Allgemeinen   wird   aber  eine  Differenz  auftreten,    welche  man  zur  ge- 
naueren Bestimmung  des  Werthes  der  Unbekannten  verwenden  kann,    indem  man 
rechnet: 
sin  y  =  t)H,     y  <9°°>     tg  {7  =  —  "* 

1  7b)   [Tgl-  2')  mid  26) 
|  Pag-  295} 

x1  =  x  —  - 


1  +  (sin0,  +  3f  s 
*—  y. 


log  ,-. 


a^  ist  der  für  den  folgenden  Versuch  anzuwendende  verbesserte  Werth.  Die  Durch- 
rechnung der  Formeln  7a}  und  7b)  ist  so  lange  fortzusetzen,  bis  y  =  x  gefunden 
wird ;  unter  strenger  Befolgung  der  hier  gegebenen  Ausdrücke  wird  meist  der  dritte 
Versuch  dieser  Bedingung  genügen.  Sind  die  Beobachtungen,  wie  dies  bei  ersten 
Bahnbestimmungen  der  Fall  ist,  noch  mit  der  Planetenaberration  behaftet,  so  wird 
man,  um  deren  Einfluss  zu  berücksichtigen,  nach  jedem  Versuch  noch  rechnen  müssen: 
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7«) 


Tvgl.  23)  pag.  2951 
|vgl.  2g)  pag.  297J 


"''         4»»»      !-<,»  +  {..,  " 

l°g  ?-'  =  lo8  ( r  •«  *  +  f  oos  9")  +  rfl°g  ?,  I 
rflogT  =  —  xp'j     d\og  A  =  xq',;  ) 

d  log  x  und  d  log  j4  sind  die  Verbesserungen,  welche  man  an  die  bezüglichen  in  6a) 
ermittelten  Constanten  anzubringen  hat,  um  der  Aberration  Rechnung  zu  tragen, 
und  auf  welche  auch  in  der  Formel  7a)  Rücksicht  genommen  werden  muss;  sie 
sind  meist  so  klein,  dass  die  aus  dem  ersten  Versuch  erhaltenen  Werthe  derselben 
auch  für  die  späteren  beibehalten  werden  dürfen.  Die  Berechnung  der  Formeln  7c) 
und  der  daraus  resultirenden  Correctionen  hat  zu  unterbleiben,  wenn  die  Aber- 
ration bei  der  Vorbereitung  der  Beobachtungen  für  die  Rechnung  auf  Grund  anderer 
Naherungs werthe  vollständig  berücksichtigt  wurde,  oder  wenn  man  sich  bei  einer 
ersten  Bahnbestimmung  mit  einer  geringeren  Genauigkeit  begnügt. 

Ist  die  Bedingung  %  =  y  erfüllt,  so  berechnet  man  mit  Hilfe  der  Zahlen  des 
letzten  Versuchs  die  beiden  geocentrischen  Distanzen: 
p,  =  r  tg  *  +  £  cos  <p  1 

hat  die  Planetenaberration  noch  keine  Berücksichtigung  erfahren,  und  soll  dieselbe 
nicht  völlig  übergangen  werden,  so  sind  die  Beobachtungszeiten  beziehungsweise 
um  die  Betrage: 

—  «'?»,  —<*>,! 


'  }  8a)  [vgl. 


7)  pag.  296] 


a'o„,  1 

T 


}  8b)   [vgl.  pag.  296] 
=  7.7613- 

zu  verbessern  und  die  so  erhaltenen  Werthe  in  den  weiteren  Rechnungen  statt  t„ 
i,n  t„,  zu  verwenden.  Aus  q,  und  <>,„  werden  nach  den  Formeln  des  Abschnittes  C 
(pag.  670)  die  Elemente  bestimmt. 


ß.  *2.  Methode, 
tg/riaß,—  H)=tgß„ 

t%JGos{K  —  n)  =  —  fj^Erßi,    ^<9°° 

Z  =  sin/?,  cotg/  —  sin(i,  —  JZ)cos/S, 
N  =  sin  [X,„  —  H)  cos  ß„  —  sin  ß„  cotg  J 

^•  =  2k(t,,—  t,} 

t"    =  2k{t,„—t,),      l0g2*  =  8-536  6ll  —  IO 

r'   =  2*{ft„  —  *»} 


M  ■- 


■  -sr    .  F=%  t  — 


in(£„ 


[vgl.  12a)  pag.  285] 
{vgl.  4)  pag.  275] 
[vgl.    20)  pag.  289] 


cos  xf>,  =  cüb  ß,  cos  {X, —  Z.,),  cos  !/;„,=  cos/?,„c 

sin^i,  cosi*,  =  cos  ß,  sin  (X, —  L,),     mnip,,,  cosP„,  =  cos/3„,  e 
sin  ip,  sin  P,  =siaß,  ,     sin  i/»„,  sin  P,„  =  sin  ß,„ ; 


.(*.-£„) 


pag.  291] 


•:  Falls  genäherte  Elemente  bekannt  eind,  berechnet  man  (Jbf)  nach  13]  pag.  1 
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i  pag.  292] 


1. 11. if. j».  die  Bogen  P,  und  P,„  werden  in  der  weiteren  Rechnung  nicht  gebraucht;  sin  \p,  und 
sint/i„,  8md  stets  positiv  anzusetzen  und  müssen  den  CosinuBwerthen  entsprechen. 
g  coa  [G  —  X,)  =  Ä,»  cos  (X,„  —  X,)  - 
y  sin  (G  —  X.)  =  R„,  ain  (X,„  —  X,). 
y,  die  Sehne  zwischen  dem  ersten  und  dritten  Sonnenorte,  kann  stets  positiv  ge- 
wählt werden ,  welcher  Bedingung  entsprechend  der  Quadrant  für  (G  —  X,)  be- 
stimmt werden  muss. 

Ä  cos  £  cos  [H  —  l,„)  =  Afcoaß,H  —  cos  {l„,  —  X,)  cos  ß,  \ 

h  cos  £  sin  [H  —  l,„)  =  sin  (lm  —  A,}  cos  /S,  1  4)   [vgl.  9)  pag.  292] 

h  sin  £  =  M  sin  (9,„  —  sin  ß, ;  J 

A  cos  £  ist  stets  positiv  zu  nehmen  und  danach  ist  der  Quadrant  für  (X? — Xm)  zu  bestimmen, 
cos  q>  =  cos  £  cos  [G  —  H)  \ 
sin  <p  cos  Q  =  cos  £  sin  (G  —  X*)  l  5)   [vgl.  7)  pag.  292] 
sin  <p  sin  Q  =  sin  £.  ) 

Der  Bogen  Q  wird  in  der  weiteren  Rechnung  nicht  gebraucht,  sin  (p  ist  stets  positiv 
anzusetzen  und  muss  dem  Cosinuswerth  entsprechen,  welche  Bedingung  das  Mittel 
zu  einer  sehr  beschränkten  Prüfung  der  Rechnung  bildet. 
v=co8/f„,cas£coa(Xr — k,„)  +  sin  ß„,  sin  £ ,     ^     =  zy{*cosfjp — cos/J,„cos(G  —  A,«)} 
Yi  =  t  cos  95 ,    _/",    =  R,  cos  ^, 
J-i  =  —  jf       >    /*  -Ä-oot^ 
.4  =  y  sin  o;  ,     B,  =  R,  sin  i//, 
<P  =  4  ,     5W=  Ä,  Bin  i//„. 


<£ 


In  den  folgenden  Versuchen  wählt  man  als  Unbekannte : 
x  =  \og(r,  +  rm)a, 
und  setzt  beim  ersten,  wenn  sonst  keine  Näherungen  bekannt  sind,  a:=log{Ä,+  Rm) , 
wodurch  die  Grösse  m  in  diesem  ersten  Versuche  der  Null  gleich  wird;  mit  jeder 
Annahme  über  x  hat  man  das  folgende  Formelsystem  durchzurechnen,  um  schliess- 
lich zur  Kenntnis  jener  Werthe  von  r,  und  r,„  zu  gelangen,  die  dem  angenommenen 
Werthe  von  x  entsprechen. 


7»)     t'gl-  8) 
P«g-  3°5) 


t" 

n  als 

m 
cos# 

Argument  für  /( 

nach  Tafel  VII 

v  — 

X  = 

m0[i  +mW],f 

_  C  +  (r.  +  r. 

1.' 

t?.= 

|sin#  +  n+  fi 

m 

.       ?m 

=  m  +  -^P< 

tgÖ,= 

Q,-f. 

M» 

=   "-»»-  "' 

cos  0,  und  cos  0,„ 

stets  positiv. 

r,= 

B.secO, 

*■»> 

=  Ä„  aec  S„ 

y  = 

log(r, + 

<■„),- 
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y  rnuss  mit  x  identisch  sein  (*  =  y),  wenn  übet  x  die  richtige  Annahme  gemachtABi,.n.B.j4. 
wurde;    im  Allgemeinen  wird  jedoch  eine  Differenz  auftreten,    welche  man  zur  ge- 
naueren Bestimmung  des  Werthes  der  Unbekannten  für  die  weiteren  Versuche  ver- 
wenden kann,  indem  man  rechnet: 


'1fr  y<<fP, 


tgj?  = 


«i?1 


q.     UKSir  ll(.+*nW    .     II 

.       Alsin»        °[      »tsin»      ^V\i 

P  =  {sin  0,  -r-  jtfsin  t?„,}  Q  +  0  sin  6 


-,-,    l»g-j-=i(y-«) 


?b)     [vergl.  io)  und  i 
pag.  306] 


*'  ist  der  für  den  folgenden  Versuch  anzuwendende  verbesserte  Wcrth.  Die  Durch- 
rechnung der  Formeln  7a)  und  7b)  ist  so  lange  fortzusetzen ,  bis  y  ■—■ ■■  x  gefunden 
wird ;  unter  strenger  Befolgung  der  hier  gegebenen  Ausdrücke  wird  meist  der  dritte 
Versuch  dieser  Bedingung  genügen.  Sind  die  Beobachtungen,  wie  dies  bei  ersten 
Bahnbeetimmungen  der  Fall  ist,  noch  mit  der  Planetenaherration  behaftet,  so  wird 
man,    um   deren  Einnuss   zu   berücksichtigen,   nach  jedem  Versuch   noch   rechnen 


d  log  1" 

log«      =7-3991 


"  *  \Mod.  n     / 


}  7<0   [vgl.  12)  und  13)  pag.  307] 


*m 


10 ; 


rflogr"  ist  jene  Correction,  welche  man  an  den  früher  gefundenen  Werth  von  logr" 
anbringen  muss,  um  der  Planetenaberration  Rechnung  zu  tragen;  dieselbe  ist  meist 
so  klein,  dass  ihr  rub  dem  ersten  Versuch  erhaltener  Werth  auch  für  die  späteren 
beibehalten  werden  darf.  Die  Berechnung  der  Formeln  7c)  und  der  daraus  resül- 
tirenden  Correctionen  hat  zu  unterbleiben,  wenn  die  Aberration  bei  der  Vorbereitung 
der  Beobachtungen  für  die  Rechnung  auf  Grund  anderweitiger  Näherungswerthe 
vollständig  berücksichtigt  wurde,  oder  wenn  man  sich  bei  einer  ersten  Bahnbe- 
stimmung mit  einer  geringeren  Genauigkeit  begnügt. 

Ist  die  Bedingung  x  =  y  erfüllt,  so  liefern  die  Zahlen  des  letzten  Versuches 
die  beiden  geocentrischen  Distanzen  p,  und  q„,  ,  aus  welchen  nach  den  Vorschriften 
des  Abschnittes  C  (pag.  670)  die  Elemente  abgeleitet  werden.  Hat  die  Planeten- 
aherration noch  keine  Berücksichtigung  erfahren ,  und  soll  dieselbe  nicht  völlig 
übergangen  werden,  so  sind  die  Beobachtungszeiten  beziehungsweise  um  die 
Beträge ; 
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-*.,    _„.„,  _„>+(f„_„iH,  _,, .,  w  I4)  w  307] 

loga'  =  7.7613  —  10,  | 

zu  verbessern  und  die  so  erhaltenen  Werthe  in  den  weiteren  Rechnungen  statt  (,, 
t„,  t,„  zu  verwenden. 

C.  Bestimmung  der  Elemente  ans  q,  und  q,„. 

Bestimmung  der  heliocentrischen  Längen   l   und  Breiten  b.  — 

iihufll.C.r,ooaft,«M(I,— Z,]  =e, oobj», coa(a,— i,)— Ä,,  r„,coB&,„cos(/„,— .£„,)=  e,„«iflA„c<»{iL„,— X„,)— J^i  5  -" 

r,0O8i,ain(I,— i,)=5,co8j*,  ein[l,— £,)  ,  r,„ cob6„,  amiV,,, — Lm)=q,„toaßmnn[Xm— £„,)  l.  ■  ^ 

r,smi.,-=j,Bmfi,  ,  rr„nm  b,„=  %,„nin ß,„;  j  ^-* 

c,  und  r„,  müssen  mit  den  im  letzten  Versuche  für  diese  Grössen  gefundenen 
Werthen  identisch  sein ;  in  den  folgenden  Rechnungen  bedarf  man  nur  der  Werthe 
tg  b,  und  tg  b,„. 

Bestimmung  der  Neigung  1  und  des  Knotens  Q.  —  Es  ist »' zwischen 
den  Grenzen  o°  und  1800  eingeschlossen,  tgt  erhält  das  Vorzeichen  von  nm[l„,  —  /,), 
«wonach  der  Quadrant  für  (/,  —  Q)   zu  bestimmen  ist. 

tg.'sin(/,—  Q)=tgi,  1 

t8,-cos(/,-Q)=t«6"--yooa/:-"-f''.  z)  [vgi- ° pag- ,o2] 

Bestimmung  der  Argumente  der  Breite  w.  — 

_  k*[1,—  Q]coat  +  tgft,mni  _  8mß„— Q'coBt  +  tgS»,  »int     1  3a)      [vgl.  4) 

*B"'  —  cob(*,-Q)  '      g   '"  ooil^-Q)  /     pag.  103] 

Zur  Quadrantenbestimmung  gilt  die  Regel ,  dass  sin «  das  Vorzeichen  des 
Zählers,  cos  u  jenes  des  Nenners  erhält ;  als  Probe  dient : 


=  2k[t,„  —  t,},     log 2*  =  8-536  611  —  10 
=  ;/====>  *-*fc  +  »W  +  ij 


nj!«„, 


-M,i  =  ]/^-^-^^dertg^-.,)=]/LJO 


3°)  [vgl- 7) 
p*g-  103] 


die  aus  den  obigen  Bestimmungen  von  u,  und  u,„  resultirende  Differenz  der  Argu- 
mente der  Breite  muss  mit  diesen  Probewerthen  innerhalb  der  Unsicherheit  der 
logarithmischen  Rechnung  stimmen;  die  auftretenden  kleinen  Unterschiede  können, 
wenn  mit  [u,„  —  u,}d  der  aus  den  Argumenten  der  Breite  abgeleitete,  mit  [v„,  —  u,)p 
der  aus  der  Probe  sich  ergebende  Werth  bezeichnet  wird,  in  folgender  Weise  ver- 
theilt  werden: 

Ju.  =  }{(«--«.)„-(».-».),,}  1 


J«. — </»,  3cl 
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Bestimmung    der    wahren   Anomalie 
nd  der  Länge  des  Perihels  n.  — 

-=  COB  iv,  = 


des    Perihelabstandes AnWngii.c. 


Vr,;, 


4)  [Tgl.  42}  pag.  109I 


Vj  stets  positiv. 
t/„,  =  «,  +  («,„  —  «,) 

W    =  W,  V,  =  K„,  «,„ 

*  =  w  +  Q. 

Bestimmung  der  Perihelzeit.  —  Mit  den  Argumenten  v,  und  v,„  ent- 
lehnt man  der  Tafel  IV  die  Werthe  von  M,  und  M„,,  welche  beziehungsweise  das 
Vorzeichen  von  v,  und  v,„  erhalten  und  ßndet  so: 


=  <„  — -W,»?1.) 


T  = 
T 


5]   [vgl- 4')  pag-  «X)] 


Die  Übereinstimmung  beider  Werthe  ist  eine  gute  Prüfung  für  die  Richtig- 
keit der  Rechnung ,  etwaige  kleine  Differenzen  werden  gleichmäßig  auf  beide  Re- 
sultate vertheilt. 

D.  Darstellung  des  mittleren  Ortes. 


M„ 


-&Z 


.< 


') 


mit  M„  aus  Tafel  IV  die  wahre  Anomalie  v„. 
r„  =  g  sec^fn1 
U„  =  V„  +  7t  —  Q   =  v„  +  w 
0„  cos  ß°  cos  (A°  —  Q)  =  r„  cos  w„  +  fi„  cos  {L„  —  Q) 
p„  cos  ß°  sin  (AJ*  —  Q)  =  r„  sin  «„  cos  1  +  R„  sin  [L„  —  Q) 
o„  sin  ß°  =  r„  sin  «„  sin  i. 
Hierdurch  erseheinen   die  Länge   und  Breite  des  mittleren   Ortes   den  Ele- 
menten  gemäss  bestimmt;    der  Unterschied  im  Sinne:   Beobachtung  —  Rechnung 
gibt  die  Darstellung  des  mittleren  Ortes,  wobei  die  in  der  Länge  auftretende  Diffe- 
renz durch  Multiplication  mit  cos  ß„  auf  den  grössten  Kreis  zu  reduciren  ist.    Sind 
die  Fehler  klein ,   so  können   sowohl  die  Beobachtungen ,    als  auch  die  Rechnung 
und  die  für  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflachen  eingeführten  Näherungen  als  hin- 
reichend richtig  bezeichnet  werden ,   und  es  müssen ,   wenn  die  letztere  Bedingung 
erfüllt  ist,  die  je  nach  der  befolgten  Methode  zu  berechnenden  Werthe: 


cotgy°  =  - 


*,  cotgy°  =  5 


3) 


mit  dem  früher  ermittelten  Werthe  von  cotg  J  völlig  übereinstimmen ;  etwaige 
Unterschiede  werden  auf  eine  in  dieser  Richtung  mögliche  Verbesserung  hinweisen 
und  können  nach  einem  der  auf  pag.  299  fr.  zusammengestellten  Verfahren  wegge- 
schafft werden. 
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Ermittlung   der   Bahnelemente  ohne   bestimmte   Voraussetzung 
Aber  die  Excentricität  aus  drei  vollständigen  Beobachtungen. 


Die  Grundlagen  der  Rechnung  sind : 
Beobachtung : 


mittl.  Bari. 
Zeit: 

t, 

beobncht. 
Lange: 

X, 

beobacht. 
Breit«: 

ß. 

Sonnen'    , 
L, 

onnenbr 
B, 

t„ 

X„ 

ß„ 

L„ 

B„ 

t,„ 

K, 

ßm 

L„ 

B,„ 

;  (SonnendistanE): 
logJJ, 
logÄ„ 
log  Rm. 

In  der  Kegel  wird  man  B,  =  B„  =  B„,  =  o  annehmen  dürfen ;  sollte  dies 
bei  einer  oder  der  anderen  Beobachtung  nicht  möglich  sein  (wenn  die  geozentrische 
Breite  sehr  klein  ist,  etwa  ß  <  i°),  so  wird  man  die  entsprechenden  parallaktisch 
veränderten  Breiten  der  Sonne  einführen :  die  aus  diesen  Grössen  entstehenden 
Correctionen  sind  in  der  Folge  mit  relativ  kleineren  Lettern  gedruckt.  Die  hier 
gegebene  Zusammenstellung  der  Formeln  ist  nur  dem  Fall  angepasst,  dass  die  erste 
Hypothese  zur  Ermittlung  der  Elemente  ausreicht. 

K  =  —  sin  ß,  cos  ß„  cos  ß„,  sin  (X,„  —  X„)  +  j 

+  cos /?,  sin  #,  cos  #„  ein  (*,„  —  l,}—  \  ia)"  [vgl.  i)  pag.  352] 
—  cos  ß,  COS  ß„  sin  ß,„  sin  [X„  —  X.) .      ) 

Ist  K  sehr  klein,  so  ist  eine  sichere  Bahnbestimmung  aus  drei  Orten  nicht  zu  er- 
warten: bezeichnet  man  mit  J  den  Abstand  der  äusseren  Orte,  für  welche  Grösse 
es  genügt  eine  Schätzung  einzuführen ,  so  wird  die  relative  Unsicherheit  in  K  be- 
stimmt Bein  durch: 


AK      sin 


sinz/.     lb)   [vgl.  17)  pag.  368] 


cos  if>,  =  cos  ß,  cos  {X,  —  L, 
sint/'.cosP,  — cos/3,sin  {X, —  L, 
sin  ip,  sin  P,  =  sin  ß, — cog  fi,B,  m 

sin  «V,  und  sin  «//,„  werden 

JV,  =  M,  cos  t[>, 

D,  =  R,  sin  if>. 


/,  sin  F,  =  sin  [ß„  +  ß«)  sin  l„'" 
f,  cos  F,  =  sin  {ß,„  —  ß„)  cos  l„'" 

G,  =  F,—{X„  +  l,r) 


cos  (/»„,  =  cos  ß,„  cos  [X,„  —  L,„) 
sin  ip„,  cos  P„,  =  cos  ß,„  sin  (X,,,  —  Lm) 
sin  ip,„  sin  Pm  =  sin ß,„—  coBtf„,B„,  arc  1 
stets  positiv  zu  wählen  sein. 
N,„  =  R,„  cos  #>,„ 
D,„  =  R,„  sin  (/»„,. 

V 


2)  [vgl.31) 

pag.  360) 


/„  sin  F,„  =  sin  [ß„  +  ß,)  sin  l,"  I  3)    [vergl.  8) 
/„  cos  F„,  =  sin  (ß„.  —  ß,)  cos  /,"  [     pag.  3  54] 

om  =  Fm  —  (i,  +  ;,")•     1 

Die  Klammerausdrücke  in  G,  und  G,„  sind  beziehungsweise  \  [X„  +  d,„)  und  £(A,  +  i„); 
durch  die  denselben  hier  ertbeilte  Form  soll  nur  leicht  zu  begehenden  Zeichen- 
fehlem  vorgebeugt  werden. 
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A,   =  B,f,mn(G,   +■  L. )  —  ain  [X,„  —  »„)  aoa  ß„  eos  ß„,  B,  B,   arc 

—  B,  =  R„f,  sin(G,  +  £„)  —  «n[J»,  —  X„)  eoa  ß„  cob  ?,„  B„  B„  arc 
G,  =  JC/,  Sin  (G,  +  £„,)  —  »in  (1„,  -  ÄJ  cos  ß„  ooa  |Jm  £,„  JB„,  MC 
-C  =  -B,/w8in(GM+£,)-Bin(J,,  -],)»mamA,4  *,  «c 

—  B„  =  S„fMsm[Gll,+  L„)—  sin(JL„  —  »r]oo»A  «*?»■»»  Ä,  aro 
C„  =B„,/w8in(G,„+  Z.„,)  —  sini*„  —  l,)eosj»,  cos/.,,  Ä,„B„,aro 


4)      [vgl.  9) 
pag-  3541 


J 


Die  von  den  Zwischenzeiten  abhängigen  Grössen  werden  gefunden  nach: 

.,      =k(t„  —  r„)  ,       log  h  =  8-235  5814 — 10 

.„     =  *(<»-<,)         ,  h>g(— 1)  =  0,1249387 

T,„        =  A(*„   —  t,) 

/.,"  =-,W-ifl,        „,„"  =  -}{»,,'-*„,') 

(/).  -i  +  |-J  +  §-|'-iV,  =  /,-Ä 


-f.  —  JV». 


fiX  =-4  ||  ....  +  §*„>| 

Die   auftretende  höhere   Gleichung  wird,    wenn  sonst   keine   Näherungen   bekannt 
sind,  in  der  Weise  aufzulösen  sein,  dasa  man  für  die  Tafel  XIIIc.  die  Argumente: 


5)  [vgl.  20)  und  24)  pag.  358] 


({/},  +  N)  :  B,  -- 


({/},„  +  N„) :  B„ 


bildet,    für  welche  sich  zwei  Werthe  von  log(2Ä)-s  ergeben,   dereu  arithmetisches 
Mittel  mit  log  M  bezeichnet  auf  einen  Näherungswert  h  für  x  führt: 

log  x  =  log  M  —  3  log  R„     [vgl.  pag.  366] : 
dann  ist : 

e,-f.=  in; + n  +  "',  »•)*.  \ .... 

„,,  -N,.=  (/},„  +  (//.  +  /«,»„)*„.  I    '  ' 

Im   ersten   Versuche  wird   man   ya  =  o  setzen ;   xa   stellt  den  für  den   vor- 
liegenden Versuch  gewählten  Anfangswerth  dar,  welcher  mit  x  identisch  ist. 


*)  Sind  genäherte  Elemente  bekannt,  so  wird  nun  den  Gleichungen  6)  die  Form 
?,   —  N,   =  {Z},   +111,    +ni,y  +  r,)x 
Q«,  -  K,  -  Wm  +  TO.  +  I*l-.y  +  ?»** 

erthcilen  und  hieriu  I)  und  /"„,  aus  den  N&herunptewerthen  von  r, ,  r„ ,    r,„  ,    v, ,    v„ ,    <■„,  1 

Formeln  35),  $6)  und  37)  (pag,  377}  berechnen. 

Oppolitr,  B»li  nbc  lim  mutigen.     I.    1.  AsSig«.  BS 
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tg  «„  =  *=- 


-  K, 


cos  0,  und  cos  6,„  stets  positiv. 
r-  —  (?<  —  -2V,)  cosec  0, ,        r,„  =  {q,„  —  N,„)  cosec  tf„, 

Jt  =  log  a;„  —  log  xa 
Ist  y„  der  Werth,  der  in  6)  benützt  wurde,  so  wird: 

*  —  ^thW,  +  *W«*-U  I  8)  [vg, 

log{—  3  Mod.)=  o„ii4  oi.  | 

Bezeichnet   man  mit  ar„'   den   Werth ,    welchen    man   dem  folgenden   Versuche   zu 
Grunde  zu  legen  hat,  so  findet  sich  derselbe  nach: 


7}   [vgl-  3)  P*g-  369] 


2)  pag-  371^ 


log* 


=  log  za  +  ~ 


(r,-i 


{sin  6,11,  +  iiii  »,„//„,} 


0)  [vgl.  12)  pag.  371] 


mit  diesem  Werthe  wird  nun  die  Berechnung  der  Formeln  6)  begonnen,  nachdem 
in  dieselben  das  in  7)  gefundene  ye  statt  ya  eingesetzt  wurde ;  die  Durchrechnung 
der  Formeln  6) — 9)  ist  so  lange  fortzusetzen,  bis 

*a  ~  xt> 
wird,   wozu  meist   der  zweite  Versuch  ausreicht").     Sind  die  wahren  Werthe  von 
x  und  y  ermittelt ,   so   geben  die  Zahlen  des  letzten  Versuches  die  geocentriachen 
Distanzen  q,  und  q,„  nach: 

9,   -(*>  — «)  +  Ä      1 

aus  welchen  die  Elemente  abgeleitet  werden.  Hierzu  wird  man  sich,  da  die  vor- 
stehenden Formeln  einer  Planetenbahnbestimmung  angepasst  Bind,  der  folgenden 
Relationen  zu  bedienen  haben: 

3Bt,„« 


»6,«w(i— Z,)=?,co8,S,oos(J,— £,)- 

>si,8in(/,— Z,]— p,oo«A  8in[J,— i,], 

r,  sini>,— p,  sin^,  —  B,  B,  tic  i", 


m[/w— JJ=  p,„  et»  A,  coall«,— .£,„!— £„,  1 
in((„,-Zm)=e,„coBlä„,«iKi„,-4„)  I 


tgirin((,-n)  = 

tg  «COS  [l,  —  Q)  = 


tg», 


■«»-« 


12)   [vgl.  1}  pag.  102] 


tg  t  hat  das  Zeichen  von  sin(/„,  —  £),    also  für  Planetenbahnen  stets  das  positive. 

tg  «,   =  tg  (/,   —  Q 1  seo  *  i       .  ,     .     , 

Z.        Zä       »_/    'i*^»'" 

tg  w,„  —  tg  ((,„  —  Q )  sec  *  1 
sin  w,  und  Bin  w,„  sind  beziehungsweise  mit  sin  5,  und  sin  S,„  gleich  bezeichnet.    Die 
für  Aberration  verbesserten  Zeiten  sind: 


*)  Für  den  Fall,  daas  weitere  Hypothesen  gebildet  werden  müssen,  vergleiche  pag.  376. 
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5)  [vgl.  26) 
pag.  89] 


T,=t,  —  a>,  ,     T„,     =  C  —  a'9„         \ 

TH  =  t.—  a'\e,  +  [n ?J^E^J,    log«'  =  77«"3  —  io;  j  14)  ["gl-  14)  P»g-  307] 

die  Correttionen  werden  in  Einheiten  des  Tages  erhalten,    f 
/.  — i(n,  —  «J       ,  •"  —  (r.  —  r,)i  ,     log*-8.23558i4-  10 
lg(45°  +  ».)-^  ,  m-=(,co./^|. 

(.^y-'.i-p^,     Iogt  =  oo2o8,88-,o, 
|„  mit    dem    Argumente    w    aus  Tafel  IX;    für  w   wird   bei    Planeten 
bahnen  mit  genügendet  Genauigkeit  zu  setzen  sein; 
a>  =  sin  \fj. 

lüg»;,,2  mit  dem  Argumente  h„  aus  Tafel  VIII. 
w  =  —1,  —  l«  =  sin  io,,1. 
Eine  Wiederholung  dei  Versuche  zur   Auflösung  dieser  Gleichungen   ist  in 
den  hier  vorausgesetzten  Fällen  nicht  nöthig, .  es  wird  sogar  meist  genügen  £„  =  o 
zu  setzen. 

sin  \  {F„  —  G„)  cos  \  q>y*  =  cos  \  (/„  +  «-„)  tg  2w„ 
cos  i  (,F„  —  G„)  cos  iojy1  =  ein  \  (f„  -f-  ^„)sec2w„ 
sin  ^  (F„  +  <?»)  »in  £<py2  =  cos  J  (/,  —  «-„)  tg  aw„ 
cos  £  (.F„  +  G„)  sin  ^«J>',  =  sin  ^  (_/",  —  ff„)sec2d>„ 

Probe 


,lg5=5 


log*"  = 


«,   —F.— f.  , 

Ä   =Q.-g, 

H.-Ä+/., 

B„.  =  0.  +  ,,. 

fe»r,r„ita./,j'| 

'"    =irTT» 

/>  sec  </>J, 

Jf,  =£.  -«"» 

3-550  0066 

Probe:  »  =  *z=Ml 

16)    [vgl.  14)   pag.  105] 


(vgl. 
Pag- 


106] 


n  =  «,  +  Q  —  w,  =  wm  +  Q  —  v,„.  }  18)  [vgl.  23)  pag.  106] 
Zur  Darstellung  der  mittleren  Beobachtung  wird  man  zu  rechnen  haben : 
M„  =  M,  +  {T„  —  r>  =  M,„—[Tm  —  Tw)ft 
E„   =  M„  +  d'  sin  E„ 

r„  sin  v„  =  a  cos  cp  sin  _E„ 

r„  cos  v„  =  a  (cos  £>  —  sin  q> ) 
w„  =  *>„  +  (?r  —  0) 
p„  cos  £„  cos  (>l„  —  a)  =  r„  cos  u,,  +  Ä*„  cos  (£„  —  Q) 
ß„cos/?„  sin(A„ —  Q)=  r„  sin  w„  cos  »  +  R„  sin (/,„  —  Q) 

p„  sin  /?„  =  r„  sin  «„  sin  t  +  R„B„aic  i". 


.9) 


•  Google 


IV.  Ermittlung  der  Bahnelemente  ohne  bestimmte  Voraussetzung  über 

die  Excentricität  an»  vier  Beobachtungen,  von  denen  nur  die  äusseren 

vollständig  dargestellt  werden  sollen. 

A.  Planetenbahn  (die  mittleren  breiten  werden  nicht  berücksichtigt). 
iüuftu.  l>i«  Grundlagen  der  Rechnung  sind: 

Beobachtung 


ttl.  Berl. 

Zeit: 

beobacht. 
Länge : 

beotacht. 

Sonnen- 
Unge: 

Sonoenbreite 

loglSonnendiatana) 

t, 

A, 

ß, 

L, 

«■) 

logü. 

t„ 

K, 

IM 

L. 

B„ 

log-R» 

c 

K, 

W: 

K 

BS 

log  b; 

t,„ 

im 

ß. 

L,„ 

B,„ 

log  R„. 

Die  folgenden  Formeln  beschränken  sich  auf  solche  Hahnbestimmungen,  bei 
welchen  man  mit  der  ersten  Hypothese  ausreicht : 


(f. 


0,„ 


;  Bin  (A„  —  A, }  cos  ß, 

-  sin  (A,„  —  A„)  cos  ß„ 

-  R,  sin(Z,,  —  A„) 
--  R„  sin  [L„  —  A„) 
=  R,„sm  [L,„ —  i.,,} 


(^°  =  sin  [X°  —  A,)  cos  ß,  , 
<f%  =  sin  (A„  —  X°)  cos  ß,„  j 
O?  =  Ä,  sin  [L,  —  1°)  \ 
©°  =  R°  ein  (Z°  —  *,",)  I 
©°    =  Äm  sin  [L„  —  A£)  ■     ' 


[vgl.  6)  pag.  415) 
[vgl.  ig}pag.426] 


cos  tp,  *=  cos  (S,  cos  (A,  —  i,,)      ,  cos  if)„  =  cos  /ü>„  cos  ( A,„  —  £„,) 

ain  t/j,cos.P,=coB/?,  sinjA, —  L,)      ,  sin  </>„,  cos  P„,  -  -  cos  {tf,„  sin  (A„, — Lm) 

ein  t/*,  sin  P,  =  sin/>*,—  cohu»,  B,  arci",  snn/vsinP„.  =  ßinj?,„ — ea»^i„,B„,  aroi' 

sin  t//,  und  sin  i/*„  stets  positiv. 

iV,  -=  Ä,  cos  t/t,  ,  JV;„  =  R„,  cob  i/»„, 

D,  =  .ß,  ein  ^»,  ,  li„,  =  R„  sin  ifjm. 


2)  [vgl.  30 
pag.  360] 


n„ 


=  i  (C  —  U) 
-*(*.  —t.) 

=  k[t,„—t,) 

=  -  *{*-„*  -  tj) 


C    =  *(-*  —  -V] 

log£  =  8-235    58l4   IO 

<   -  —  *(»?'-«') 
fC"  — 4W-ffl 


n,„"  =  p„"(A'»'+A/'»").  "S"  -  rfW+Aifl 

logt 1)  =  OnI24  9387  ,    log!V=  9-72°  9987  —   IO 

!°gA  =  9-477  1213  —  10. 


3)    l»gl-  "3)  und  14) 
P«g-  419] 


•|  In  jenen  Fallen,  bei  denen  wogen  der  Kleinheit  der  geocentrischon  Breite  iß  <  i°j  die 
Einfühlung  des  locus  actus  unmöglich  und  die  Anwendung  der  paraüaktiBch  veränderten  Sonnen- 
breiton  nothwendig  wird,  werden  die  ir-Grc-Meu  nicht  der  Null  gleich,  und  ea  sind  die  mit  relativ 
kleineren  Lettern  gedruckten  Zuantaguedor  in  Rechnung  au  liehen. 
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Z7Z- 


„  0.   .  s» 
Zf.  +f7„ 


v'  =  **  fZ,~~ °'*''t'" fZ 


».01 

er,; 


/?3)  =  »-,  —  < 

ff«  =  »,  _  «o 
//    =  «„  — i 


z. 


-3°J  rr°'_T»S. 
-•sr,;"5     in 


jns". 


B«i  —  i,  («,  +  «°; 
BW  =  1  (»,  +  »?] 

J"-il«,H-«?]- 

El»  =  $(0?  +  o,) 
E»  =  J  («f  4.  »,) 


4)    W.  ■»)  p«g. 

420] 


5)    [»gl-  >8)  pag.  419,  4*°] 


6)    [vgl.  16)   pag.  419  und 
18)  pag.  420] 


7)    [vgl- 


6)  pag.  419  und 
18)  pag.  420) 


Die  Unbekannten: 


sind,  wenn  sonst  keine  Näherungen  bekannt  sind,  im  ersten  Versuch:  i  =  o-oi, 
»  =  OD  zu  setzen ;  die  für  den  betreffenden  Versuch  geltenden  Anfangswerthe 
dieser  Unbekannten  erhalten  den  Index  a. 

III  =  /S™  +  /*»ly»  4-  IPh," 

IV  =  «l«  4-  1«%  4-  e"'z0 


D, 

=  (?,  —  y,)  cosec  6, 


,     w 

_  Bin  4-  B"'ya  4-  B<».c„ 

,     vm 

=  B"  +  EPh/a  4-  El»«-, 

,   "f. 

=  K4-  F/*0  4-(F//4-r/J/i„jf, 

,     tgc- 

,       r«. 

=  (?<>,  —  J*».)  cosec  0,„ 

,       ». 

=  »"., +r,' 

Um  für  den  folgenden  Versuch  verbesserte  Werthe  der  Unbekannten  x  und 
y,  welche  durch  {xa-\~dx)  und  iya  +  4y)  bezeichnet  werden  sollen,  zu  erhalten, 
rechne  man : 


*)  Sind  genäherte  Elemente  bekannt,  80  wird  man  den  Ausdrücken  III,  IV,  VI  und  VIII 
die  in  16)  pag.  41g  aufgestellten  Formen  ertheilen  und  hierbei  die  Formeln  11)  pag.  424  zur  Berech- 
nung der  17- Werthe  in  den  Ausdrücken  15)  pag.  419  verwenden,  welch  letztere  die  verschiedenen 
y-Werthe  ergeben;  mit  dieaen  berechnet  man  nach  iBbJ  pag.  410  lunachat  q>,,  9?,  ai,  und  u?  und 
daraus  nach  iBa)  pag.  410  fiW,  tW,  BW  und  £1«). 
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-  '5+ w!'.  ,a.=  ri+rwe,+irii  +  vuitja. 

B.  —  '+(r,  +  ry.«.*<n<l.+  <:>">-0„)  ,  d,  =5^J_ji(((,riii«,  +  /S.8in94 
c,„  =        '      ,  (rw c, sin 0  —  r. a„ sin 6,„) ,  d„  =  1 4- )f    *      ,  (»v|», sin B  —  r.ß„ sin tfw) 
!=c,rf»  —  e„* 

rx=  —  c„»  ,  y„— c,» 

4i  =  y,  (y,  -  Ja)  +  *»(*.  -  *J- 

Die  Versuche  sind  so  lange  fortzusetzen,  bis  xa  und  ya  mit  xe  und  j/e  identisch  ge- 
funden werden ;  dann  berechnet  man  aus  den  im  letzten  Versuch  erhaltenen  Werthen 
von  q,  und  q,„  die  Elemente  und  die  Darstellung  der  mittleren  Orte  nach  Anhang  III, 
n) — 19)  (pag.  674,  675);  die  Beobachtungszeiten  sind,  falls  nicht  die  Aberration 
durch  vorhandene  Näherungen  Berücksichtigung  gefunden  hat,  zu  verbessern  nach: 
T,   =  t,  —  a'o, 


10)   [vgl.  14)  pag.  307] 


Tm  =  t,„—  a'qm 
loge'  =  7-7613  —  10. 
Die  Darstellung  der  mittleren  Orte  nach  Anhang  III.  iq;  (pag.  675)  muss  den  bei- 
den Orten  entsprechend  durchgeführt  werden ;  reichen  die  der  Rechnung  zu  Grunde 
gelegten  Annäherungen  aus,  so  muss  den  geocentrischen  Längen  der  mittleren  Orte 
völlig  genügt  werden,  wie  auch  unter  der  Bedingung  richtiger  Führung  der  Rech- 
nung und  nicht  zu  fehlerhafter  Beobachtungen  die  mittleren  Breiten  innerhalb  der 
Unsicher h ei tsgrenzen  der  Beobachtungen  dargestellt  werden  müssen. 

B.  Kometenbahn  (die  mittleren  Beobachtungen  werden  durch  grösste  Kreise  ersetzt). 
iiiiui(iv.B.  Die  Grundlagen  der  Rechnung  sind: 


mittl.  BerL  Zeit 

beob.  Lange: 

beob.  Breite; 

Sonnenl&nge ; 

log  (Sonnendistani) 

t. 

K 

f. 

L. 

log«, 

L 

K 

ß, 

L. 

log  B. 

(■?. 

K 

ß°. 

LZ 

log*; 

t,„ 

K. 

ß,. 

L„ 

log  B,. 

In   den   meisten  Fällen   wird  eine  genügende  Annäherung  nur  nach  mehren 

Versuchen  erreicht;  die  folgenden  Formeln  sind  diesem  Bedürfnis  angepasst. 

tg/sin(/„  —  JI)  =  tg£,,         tg  J°  sin  [1°  —  JT°)  =  tg  fö    1 

*     1       ,1  n>       K„  —  K       .     ™        ,,„        ,™       i„ -»,  M)    [vgl-  18)  pag.  420J 

tg  J cos [k„  —  n )=  f— i-' ,      tg  J°  coe  il°  —  11" =  ■f—iJ ■  \ 

P>  —  Pm  Pt~  Pitt    ' 

tg  J  und  tg  J"  können  stete  positiv  angenommen  werden. 
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f,  =■  Ka.p,<soiJ — »in(l,—  ni<SMflrwvnJ  ,  <f}  =  ain,«,«>»J"—  sin(il,—  IT^oo*ß,ii 
f,„  =  «inUM— n)oaaß,„»mJ—  amß„,eo»J,  tfÜ,™  »inßm—ir,yMtßmainJB—BiTißl„- 
O,   =rin/Ä,  sin(Z,  —  U)  ,  Q?  =sin  J'R,  nn[L,  —  J7°) 

Q„  =  Bin  JS„  «n(i;„  —  IT)  ,  ©«  —  sin  J*J("  sin  [X»?  —  J7°) 

<5m^naJX„na[Z„  —  i7)  ,  ©J,  =  sin  J"i^,  rin(Z„  —  iT°). 

cos  i/f,  =  cos£  cos  (A,  —  L,),  cos  t/»,„  =  cos/?„  cos  [X,„  —  L„, 

sin  ip,  cos  P,  =  cos  ß,  sin  (£,  —  L,) ,  sin  i//„  cos  P„,  =  cos  /?„,  sin  (Jl„,  —  L„. 

sin  i/>,  ainP,  =  sin/f,  ,  sini/',,,  sinP,,,  =  sin/?„,  3a)  [vgl.  31) 

sin  t//,  und  sin  ip„,  stets  positiv.  pag.  360] 

N,  =  Ä,  cos  a/»,  ,  ^,„  =  Ä,„  cos  i/v 

D,  =  X,  Bin  1/»,  ,  D„  =  Sm  sin  tp„ 

Eventuell,  wenn  mehre  Hypothesen  gebildet  werden:  *£. 

wbwW  =  em{{L„  —  i,}sin^(P„+P,),  ,4  sin  3  =  sin|(Z,m— tj cos J(PW +PJ  J^df 

Wco8W=  cosi(£„— A)ainj(P„,~ PJ,  Acosff  =  cos£(Z,„,— X:,)cos4(P,„— PJ  I  .T  ET 

IT'  -  W  -  4  (tpw  +  #,)  ,  ff '  =  fl  +  1  fo,  -  *)  [ff 

w  and  Ä  wird  man  stets  positiv  wählen  dürfen.  j  £  ^ 

*,        =  k  (t,„  —    t„)  ,  T?      : 

rm    =k[t„  —t.)  ,         I*     : 

r„    =*(C  — <,)         ,    log* 

Pm     =  —  4(T,S    —  O.  Ji£'   : 

log(— 4)=°«I24  9387- 


0  =^>JL  —  r-2^  + 


"*** 


=  *(<«  — 

:;: 

=  *  B  — 

f.] 

=  823558 

14- 

-10 

=  -*«• 

«:') 

-  -  *(«•.* 

— 

0 

©. 

-  + 

4)   [vgl-  14)  pag-  419' 


ö  = 


„f., 

I      =  «   -  n„ 

F»  =  *,-*? 

/3«>  >=  v,  —  v° 


■4»: 


53*5 

Ifi 
fl 
W% 


5)    [vgl.  18)  pag.  419, 
I  420] 


P%   }  °)   [vgl-  lS)  pag.  4'9.  420] 


// 

«Hl     : 

,01     , 


">„   —  » 


BC»  =i(»,  +  »?). 

F//=Kä0  +1) 
B»  =i  («?  +  «,) 
B"  —  JW  +«.)■ 


7)  [vgl-  16)  pag.  419, 

18)  pag.  420I 

8)  [vgl.  16)  pag.  419, 

18)  pag.  420] 


Sind  nur  parabolische  Elemente  als  Näherungen   gegeben ,    so  rechnet  man 
die  fünf  ij-Werthe  nach : 
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1  «tettt; 

r„ 

%, 

?" 

rt 

?« 

1     ..     * 

T, 

•? 

i£ 

•„  ' 

!  ,.  f 

'» 

r» 

r„ 

r£ 

fr/|      =  — — j  (Argument  für  Tafel  VII) 

gin  /  =  [tj}/i 


9«)     Lvgl-  37)  P*g-  93] 


sind  aber  anderweitige  Näherungen  bekannt,  nach 


j  ■<»«  i?  .  ij. 

Im      1°,       Im  \   1»   1 

■  /!\ji  |Ä!Ä  i 

■P^,    *(*■  +  ..- f£      ..-**ä^ 


i  Tafel  IX. 


-/. 


Ob)  [Tgl.  26) 

pag.  8o] 


I  mit  dem  Argumente  w  s 
log  tj1  mit  dem  Argumente  A  aus  Tafel  VIII. 
Mit  den  bo  erhaltenen  Werthen  von  (t)  —  i)  findet  sich: 
.  C--I-I',  — '-^.--4,,,.;,,  tf'  =  "--y-|-rf-4^<!y  l|  j 
(?«— »)— !<?„  — ij      „  «      4*,*,»»  ..    ..„»      H°  —  »)-(<?„—  i)     ,,t>» 1LW„  ("h  o 


Sind   keine  Näherungen  bekannt ,   so  hat  man  in  den   folgenden  Ausdrücken   die 
/-Werthe  der  Null  gleichzusetzen : 


i  [vgl- 


C*  =  r,  —  r; 
«m  =  r?  —  r. 

Betrachtet  man  p,  und  ya  als  Unbekannte,   so  hat  man  die  folgenden  Gleichungen 
durch  Versuche  aufzulösen : 

III  =  {/S™  +  (?•')  +  F"ye   ,    VI    =  {£»'>  +  »»}  +  #»y„ 

IV  =  {s<»  +  il»)  +  el>lya   ,     K//7=  (ff»  +  ff»)  +  iWy, 

«.   -#-"/£,  •  t-    =v+vixa+[vn+VM,.M, 


_g--y,.,_ 

sin  e,„ 


B« 


»)  W-5) 
pag.4i!,  16) 
pag.419,  2a) 
2b)pag.42il 
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Die  Lösung  ist  so  vorzunehmen,  dass: 


=  ya> 


gefunden  wird ;  über  die  Art,  wie  die  Lösung  durchzuführen  ist,  vgl.  pag.  442  ff. 

Sind  die  Versuche  beendet,  so  rechnet  man  mit  den  Werthen  x  und  y  des 
letzten  Versuches,  und  jenen  Werthen  von  y,  die  zur  Berechnung  der  Werthe  von 
r  [vgl.  11)  pag.  680I  gedient  haben: 

¥,„'  =,(,„'  +4T,*my  +ym',   ¥£'  =/C'  +4^Cy+^' 

V*  =  fiJ'  4-  4--*f  y  -4-  yj;  VT  =  <"  +  4I;'°*  y+rZ\ 

und  erhält: 


1  l«»g-  4231 


z '!■„■": 


vgl.  9)  pag.  423I 


,  [vgl-  7)  P-  423] 

[  ,.  10)  p.  423] 


Die  Hypothesenhildung  kann  als  abgeschlossen  betrachtet  werden,  wenn  die 
verschiedenen  «-Werthe  in  zwei  auf  einander  folgenden  Hypothesen  keine  Aende- 
rung  erfahren.     Sind  noch  weitere  Hypothesen  zu  bilden,  so  reebnet  man : 

sin/„i  =  vß  cos  {W  -+-  \{B,  -+-  Ö,,,)}1  +  A*  sin  (ff'  +\  (6,  —  dj)* 

Die  O-Werthe  sind  dem  letzten  Versuche  zu  entlehnen. 
r„  sin  2/J,,  =  r,„  n„  sin  2_/'„  ,     r"  sin  2_/£  =  r'« n"  sin  2f>- 

r„ cos  zf„,  =  r,n  +  r,„ n„ cos  tf„  ,     rJJ  cos 2/£  =  r,n°4- r„ «£  cos  zf„ 
r„sm2f,   =  r,n  sin  2/),  ,     r|J  sin 2/?  =  r,»q8in2/« 

r„ cos if,   =  r,„n„ -\-r,n cos if„  ,     r°  cos 2/"°  =  rmn%  -\- r, n" cos  2/,, 
Probe :  2/,  =  2/,  +-  2/,,  =  2/?  +  2/?, , 

und  benutzt  die  bisher  gefundenen  Zahlen,  um  nach  9b)  und  10)  [pag..  680': 
verbesserte  Werthe  für  die  y-Symbole  zu  erlangen,  ermittelt  aus  diesen  nach  11' 
[pag.  680]  T,,  T„,  r°,  r?„  und  daraus  /#3>,  e01,  B<«,  E«>,  welche  zu  einer  er- 
neuten Auflösung  der  Gleichungen  12)  führen;  die  Zahlen  des  wiederholten  Ver- 
suches geben  nach  13)  und  14]  neue  Werthe  für  die  «-Symbole.  Die  Rechnung 
ist,  wie  schon  oben  erwähnt  wurde,  so  lange  fortzusetzen,  bis  die  verschiedenen 
71- Werthe  in  zwei  auf  einander  folgenden  Hypothesen  keine  Aenderung  erfahren. 
Ist  dies  erreicht,  so  beginnt  die  Ableitung  der  Elemente  auf  Grundlage  der  Zahlen 
des  letzten  Versuches.    Aus  p,  und  g,„  findet  sich: 

r,eos6,oos[(,— Z,)=Q,eotß,ooa{X,— L,)-~ £,,  r,„cati6„,cos(',„— Z,„}=*Q,„<iQBß,„<soa{k,„— L,„)— S„\  *-  g, 

r,eo»b,An{l,-L,)— p,oo«ABin(J,— L,\         ,  r„,oos6„,sin(',„— Lm)=q,„wa?mKa\Xm— 1,,„)  \V^- 

r,nnb,  =  grt&nß,  ,  rmta.b„—>$müaß„\  )^r- 

r,  und  r,„  müssen  identisch  mit  den  im  letzten  Versuche  für  diese  Grössen  er- 
schienenen Werthen  gefunden  werden ;  man  bedarf  in  den  folgenden  Rechnungen 
nicht  der  Rogen  b,  und  h,„  seihst,  sondern  nur  deren  Tangenten. 

Oppolisr,   Bibob««l!n Bingen.      I.    1.  Anflug».  86 
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AnkHgiT.B.  Bestimmung  der  Neigung  i  und  des  Knotens  Q.    Es  ist  i  zwischen 

den  Grenzen  o°  und  i8o°,  eingeschlossen,  tg  i  erhält,  bo  lange  die  heliocentrische 
Bewegung  nicht  grösser  ist  als  180",  das  Vorzeichen  von  sin  (/,„  —  /,),  wonach  der 
Quadrant  für  (/, —  Q)  zu  bestimmen  ist. 


tg  i  sin  (/,  - 
tg  »  cos  (l,  - 


it.— tgb,  «m(.— t  \  n)  tnfi-  ■)  : 

sinf/,— 1,1         I 


Bestimmung  der  Argumente  der  Breite  w.  — 


nH- 


ns>,  i 


-8! 


tg  »,„  = 


■"<*.»  —  Q)eogt +(gft„,Bip 


.    US)     [vgl.  4) 
/     P»g-  ">3] 


Zur   Quadrantenbestimmung  gilt  die   Regel ,    dass  sin  u   das  Vorzeichen  des 
Zählers,  cos  u  das  des  Nenners  erhalt.   Als  Probe  rechnet  man  mit  den  Zahlen  des 
letzten  Versuches  /„  nach  der  ersten  Formel  in  15)  und  hat  dann: 
2/»  =  w,„  —  «,. 

Bestimmung  von  ij„  und  z  (vgl.  pag.  8g  und  410).  — 


»/.Vr, 


,  tg!45°+<=  yl~ 


■«!/„■ +  !<;»»„■ 


-l„ 


19)  [vgl.  26! 
pag.  89] 


1+C+E  '  ""       •?..       ""     ~         \„„.eo„/,yr, 

£„  mit  dem  Argumente  v>  aus  Tafel  IX. 
log  ij„2  mit  dem  Argumente  Ä„  aus  Tafel  VIII. 

Berechnung  der  Excentricität,    der  wahren  Anomalie  [vgl.  pag. 
,  des  Perihelahstandcs  und  der  Länge  des  Perihels.  — 
20*  % 


--  (r«.  —  n)  6in/„ 
2«  cos  F„  =  vV+-'ÄK=S 
2ea  stets  pOBitiv. 
v,  —  F„  —/„ ,     v„  =  F„+f. 

n  =  «,  —  v,  +  Q  =«„,  —  «,„+  0 . 
Berechnung  der  Perihelzeit  [vgl.  pag.  410].  — 

9),  und  (ö)m  als  Argumente  für  die  Tafel  XVIII  des  II.  Bandes 
T    =1.  --7-4=  {fl'  tgj«,  +P,'  tgl„,>) 


20)   [vgl.  pag.  107  ff.  und  410' 


21)    [vgl.  p.  107fr. 
und  410] 


Beide  Werthe   müssen   innerhalb   der   Unsicherheit   der  logarithmischen  Rechnung 
stimmen. 
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Darstellung  der  mittleren  Orte.  —  Zunächst  berechne  man:  * 

«=m     «=4l/ivi.     ß  =  *B;  In)   [vgl.  18}  pag.  73] 
mit  dem  Argumente  e  entlehnt  man  der  Tafel  Via  die  Logarithmen  von  f  und  E. 

M„  =  a[t„—T),  M°  =  a  (t°  —  T). 

Mit  den  Argumenten  M„  und  M°  aus  Tafel  IV  w.  und  w° 

«,,  u.  n°  als  Argumente  für  G  aus  Taf.  VI  b  (n„  u.  n°  sind  offenbar  nicht  identischl 
«„  u.  n°unde  als    ,,       ,,  H  ,,      ,,    Vlclmitd.  Verhältnissen  d.Dreiecksflächenj 


(l„COB()„  GOB(J„— ß>= 

g„co»t>„ain%,—  Q> 


tg  Jv„  =  s„G,,.ff„ 

r"    ~         1  +  {»],. 

«„  =  v„  +  *  —  Q 

,    ms  = « »w» 

,       u°     =  v°  +  it  —  Q . 

=.r„co8i*„  +  J{„co8(i„—  Q] 

=  r„Bin«,,cosi+Ä„sin(£„— a 

ft?coBA>io(2«  -  Q]=rJsin<coB.'+-R,?sin(X,?- 

Q)W 


Die  so  berechneten  Werthe  von  l„ ,  ß„  und  A°,  ß%  müssen,  felis  die  Näherungen 
hinreichend  weit  durchgerührt  wurden,  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung 
in  den  durch  1)  [pag.  678]  bestimmten  grössten  Kreisen  liegen.  Es  wird  also,  wenn 
man  die  durch  die  Rechnung  gefundenen  Werthe  mit  (ü„) ,  (ß„) ,  (jt^j ,  (ß%) ,  die  be- 
obachteten mit  ü,,,  ß„,  ~°,  ß°  bezeichnet,  sich  ergeben  müssen: 


Üfe 


-IT) 


7jr\< 


tgß! 


"  I 


n  (Ki  -  ir\ 


)•!)■ 
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